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R T . RIS

Casopis pro pastovani matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Pi"ispévek k reducibilité binomickych kongruenci.

Stefan Schwarz, Bratislava.
(Doglo 1. listopadu 1945.)

"L

Obsahem této poznamky jest rozieSeni otdzky po poétu a stup-
nich ireducibilnich faktort binomické kongruence

@ —a=0 (modp), (mp)=(ap) =1L M
Pokud ]de o linearni faktory takové kongruence jest vieobecns. -
znam Kklasicky vysledek, ktery f{ka: nutna a postadujici podminka
pro to, aby kongruence (1) méla fedenf, jest splnéni vztahu
p—1 " ' '

a® =1 (modp),

kde d = (n, p — 1). Jestlize jest tato podminka splnéna, mé (1)
pravé d feseni.

V této poznamce ukaZeme, jak lze nalézti vysledek podobneho :
razu i pro faktory k-tého stupné. Nejenom vysledky, nybrz i postup
dikazu sdm o sobé, nepostrada jisté za]imavostl .

Platf véta: ' i

Nechtjest dinakongruence (1) n-téhostupné. Necht k
jest celé ¢islo, 1 < k < n.'Poloime dy = (p* — 1, n). Znakem
or oznadme podet ireducibilnfch faktora k-t&ho stupnd
kongruence (1). Necht koneéns ¥’ > k" > k" > ... > 1 jsou
v8ichni déliteld ¢isla k, mensi nez k. Potom plati

] l’—l

v 1. prota k, pro ktera jesta % == 1 (mod p), ‘
je kox + Kor'+ Kow + ... + 0, =0 (mod p);  (2)

2. pro ta k, pro kterd jest ¢ % =1 (mod p),

je koyr + Koy + kop + ... + 0, = d‘k‘(mod p).  (3)

AN
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Poznédmka: Vztahy (2) a (3) davaji ziejmé rekurentni relaoe,
z nichz lze oy, 0y, ..., 0x bezprostfedné vypolisti (alespoli pro
n < p).

Dikaz: Necht ¢(z) je libovolny (mod p) ireducibilni polynom
k-tého stupné s raciondlnimi celymi koeficienty. Jeden jeho koten.
lezief ve vhodném rozsifent télesa t¥fd zbytkd (mod p) K, oznaéme
znakem j. Jak jest zndmo, jsou potom vSechny kofeny vsech ne-
rozloZitelnych polynomt k-tého stupné nad télesem zbytkovych
tiid mod p obsazeny v télese K,(j). V témz télese jsou déle obsaZeny
i v8echny koteny viech nerozloz1telnych polynomiu stupnu K,k
k" ...,1, kde k', k", k’” ,1 maji nahofe zavedeny vyznam.
Teleso K (1) obsahuje p* element tvaru

E=ct+oajt+af+...+taFTO0Lalp—1). (4)
Ka#dy element & == 0 (mod p) hovi vztahu
£ —1=1 (mod p).
Pro & = 0 (mod p) jest oviem
§?k~1z 0 (mod p).})

Uvazujme vyraz
> (@ — a]P* -1 (mod p),
a=§

kde soudet se vztahuje na viechny elementy (4) v poétu p*. V tomto
souttu bude (mod p) tolik jednitek, kolik jest zdvorek raznych od
nuly a tolik nul (mod p), kolik ma kongruence (1) kofenti mezi ele-
menty (4).
Veli¢iny (4) hovi v8ak pouze ired. polynomum stupné k, resp.

k', resp. k", ... atd. Pfi tom ke kaZidému ired. polynomu stupné
. k-tého prisluéi skupina k vehcm & ze skupiny veli¢in (4). Podobné
pro délitele k', k", ... atd. :

Jeito soucet obsahu3e pF scitancu jest ziejmé
‘Z[x“ al? - = p* —koy — k'op — k”ax —...—0; (mod p) (5)
Abychom uprav1h soucet na levé strané, prlpomenme si: ze vztahu ‘
a1 = H(x— &) (mod p)
' plyne elementarnimi algebralckym1 dpravami pro potenénf soudty
' 0 (mod p), pro p* —1 71,
s,~=2§' /0 (mod p), pro p* —1¢
\——1 (mod p), pro p* — 1/

1) Jinak lze také #ei: Platf a:P’ﬁ—- x = IT p(x) (mod p), kde soulin se
vztahuje na viechny (mod p) ired. polynomy ¢ ( x), jichZ stuperi déli k.
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Vztah (5) upravujeme umocnenim zavorky Jezto budeme dle z
séftati, budou nas zajimati pouze Eleny s %, kde exponent ¢ jest
délitelny &fslem p* — 1. To jsou é&leny, v nich exponent u x jest
tvaru
(p —1—1.2 1) (=0,1,...,dx—1).
‘ dk :

Zbyvajfci éleny miZeme vynechati.
Jest tedy, oznadfie-li k vili pfehlednosti na chvili 6 = km, +
+ + (4T)

I=d—1 1””-1 p"—l , "(P";1~1 _,,;_1)‘ l."p:—‘l
_a__z Z (~—1) 1l.z , Bl a %

_“

dk
(mod p)
Provedeme-li sumaci dle &, jest -
g1 , P pF—1 e
a~2(~_1 G|, P—1]a T % (modp).
L= |
Daéle je viak :
. —1
( 1 ) L B e
k1= . . =
1.2 pF—1{ pF—1 :
dx l. i (l. i 1)...2.1
SR S
= (—~1) &% (mod p)
Tedy
: ) dk-—l pk—l . s
R o= z a ! (mOd p) (6)
-t l=0
Nyn{ nutno rozeznévati dva pripady ) T
© L Jeldi .
pF—1
. a % F1 (mod p),
je -
| . a”L‘-——l . 0
o= "5 /(med o .
Lo ' a % —1 :
t. j. o ) : . . ~‘ '

g =0 (modp),




jinak.

2. Je-li . N

b . . P 1
plyne z relace (6)
o /\_ 1 (mod p),

, :
t. j.
Tim jest naSe véta dokazéna.

II.

" Z rovnic (2) a (3) lze vypodisti explicitné veli¢iny o, o, ..

kIO'k + kop + .40, =0 (mod ).

ko + k'?k, + ...+ % - dr (mod p)'.

.y Og.

" K wvuli jednoduchosti zaved'me symbol d, ktery definujeme takto:

pk—1

/0 pro ta k, pro kters jest ¢ % =1 (mod ),

6k == pk-—l

\dk, pro ta k, pro ktera jesta % =1 (mod ).

Systém rekurentnich relac{ vypada takto

f 0'1 = 61’
20, + 0y = 0,

C - 303 + 0 = 4,

40, + 203 + 0y = &, (mod p)

50‘5"'-"’ Ul = 665
- 60g + 303 + 2"2 + 0y = 8¢,

........................

telny p) 5
UI = VU1,
03-= 1} (6, —0y), '
03.= { (03 — &), ’
og=1}(8,—0dy), " (mod p) .
Us E—% (85— 1), '

'5 (60-’—68—— 62 + d].)’

......... ’..........-....

()

Odtud plyne pi'imo (pokud index uw prisluéného oz nenf déli-
(8)

V pi'ip&dé "< P udéva ‘oustava (7) hodnotu veli¢in o, 0',, ‘

. jednoznaénd. V pHpadé n > p neddvi vlak (7) o éislech

u,, o,,,, Oapy - zé,dﬂyoh mforma.ci Rela,ce Pro Gy, Ogp, Tap,

- Vypa-,



FERE

pUp + g = (Sp,‘
2P‘Tap + Pop.+ 205 + 0y = Oyp,
3pasp + po, + 303 + 0y = 63,,, 9 .

...........................

Sc¢ftanci obsahujfcf o, 04, 03p, ... jsou = 0 (mod p), v relacich vy-
padnou a vztahy (9) davaji pak prvnf relace (7) zdroveii se shodami
0, = 8y, 8, = 0y, atd., jez lze dokazati ostatné také pfimo. Velidiny
O1, O3, Oy, - - -5 které nejsou tvaru oip, nejsou pak relacemi (8) také
uréeny jednoznacné (jsouce udény pouze mod p). (Ptirozené v kon-
kretnich p¥ipadech l1ze je vzhledem ke vztahu o, 4+ 20, + 3oy +
-+ ... 4+ no, = n urditi zpravidla bez namahy )

Z odvozenych vysledkt lze ¢initi rizné zajimavé zavéry pro
ired. faktory k-tého stupné dané komngruence. Pro lineadrni faktory
dava o, = d;, pro n < p piimo vysledek v vodu zminény. Pro
faktory kvadratické; kubické a obecnéji pro faktory prvociselného
stupné q platf tato véta:

Necht n, o;, dy maji naho¥e zavedeny vyznam. Necht
g>1 je prvocislem (p,q) = 1. Potom pro ¢&islo o, platf
tyto vztahy: T '

1. Je-li
p—L
a 4 1 (mod p),
je
o0 (0 — L) = (p— 1, n)} (mod p).
2. Je-li ‘ \
- p—L '
a® %1 (mod p) (*)
a kromé¢ toho \ ' :
. .
x) a % =1 (modp), je g, = 0 (mod P). -
p?—1 '

B) a % =1 (modp), je oy :-q (p«~f1, n).

P#i tom: Prip&d 28 muze (ale nemusf) nastati ]enom
tenkrate, plati-1i ¢/ p—l Je-ligf p—1, nastane budpri— .
-pad 2«, anebo pripad _

p—1 P1—i

Dﬁkaz .1. Necht a & =1 (mod p). Pak je tez a % =1

(mod p). K dikazu {:ohoto tvrzeni sta¢i dokdzati, Ze éislo Z’-T{——l-
(4

_jest ruisobkem éisla 7——, t. j . Ze podil
. - ; Y ) )



P* —1 p—1
dy = &
jest ¢fslem celym. JelikoZ (n, p — 1)=d,jen =uo. dl, p—1=
= f.dy, kde («, f) = 1. Tedy ]est

pr—1 p—1  92—1  p—1  (p—1).2

dg "~ dy (@ —Ln) (p—Ln) (p—1.Xn) "
p—1 2 1 Py
| d — (Bd. T ady) "dy (BT a)
kde znakem X' jsme oznaéili Z=1+p+p*+...+ pr1 Jeito
déle («, B) =1, jest (ﬂZ ) dehtelem éisla X a podﬂ ﬁEL'S

éislem celym. ' ~

]est

V rovnicich o, = d;,, oy zév(éq - 61.) jest tedy &, = dl,

8¢ = d, coz dava hornf vzorec. .
=1
2. Necht Jest déle a & =1 (mod p) Prvni rovnice dava
pI—1

0,=0 (modp). Je:li nadto a T4 =1 (mod p), jest d, ——d,
— (pt— 1, m), tedy o =7 (p* — 1, ).

. pq_l
Je-h viaka % =1 (mod P) Jest 0, = 0, tedy g, = 0 (mod. p)
“e.b.d.

UkéZeme nynf, Ze plati-h gfp—1a relace (*), nastane nutné

. pi—1 p—1
. piipad 2x. Predpokliddejme, Ze plati a T =1l,ad =1 (mod P)

‘a ptejme se, jaké diisledky z toho plynou pro o &slo q Vidéli j jsme, Ze

1ze pséti

pq —1 p—1 é .
dy d 7 -

‘ kde 8 je celym dslem. Vzhledem k predpokladu a 4 == 1 (mod P) .
.- —1
' mii¥e byti &sloa & shodno s 1 (mod p) jenom tenkréate, maji-li s-
& d, spole¢ného délitele m > 1. Jeito je dy/p — 1 a s/Z, plati také

mip—1 a m/X. Z prvni relace plyne p =1 (mod m). Ze vzta,hu _
: m/Z' plyne viak

‘l+'+p’+ + i+1 = 0 (mod m),
D 0 + +1 + .- 1 = 0 (mod m), '
S | ¢ =0 (modm).’ '
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Jezto je q>1 prvodislem, je ¢ = m, tedy q/p—— 1. Piipad 2ﬂ je
tedy moZny jenom tenkrate, plati-li q/p — 1, c.b.d
Z odvozené véty lze Ciniti razné zivéry. Jed.noduchym dusled-
kem jest na piiklad. tato véta: :
Polynom a" —a, (a,p) = (n,p) =1 jest mod p nerozlo-
zitelny tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdé k < n splnén
vztah
pi | .
a % =1 (mod p).
a plati-li pro k =mn
prt—1

@ &% =1 (mod p).

Dukaz: a) Je-li podminka ve vété uvedena splnena je systém
(2) a (3) tvaru

o, =0,
20, + 0y =0,
303 + 0, =0, '

noy, + n'op + ... + 0'1‘ =d, £ 0.
Odtud plyne po radé S

oy 2 20y = '303 .. = (n—— 1) op—y =0,
tedy
-non = 0 (mod p). \
0y + 20, + 303+ ... +non=mn

plyne pak, Ze je nutné o, =1, tedy 0, = 6, = ... = 0, = V.

Uzitim rovnice

b) Budi% obracené k = » < n prvni index takovy, Ze -

a % =1 (mod p),
kdezto pro k£ < x je
pk'.--l

. a % =1 (mod p).
Potom ze vztahii (2), (3) plyne opét
oy = 20, = 303 = 1. = (x— 1) 00— =0,
% .0, =0 (mod p).

Tedy je o, 4 0, t. j. polynom 2 —a jest modulo p rozlozitelny;
maje ireducibilni faktor stupné x < n. Nadto vychazi rovnéi Ze -
je 2 = 0 (mod p). . ‘
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II1.

Abychom, spravné odhadli dosah odvozenych vét, provedéme
jedtd dva instruktivni priklady.

Priklad 1. Jest vySetfiti rozklad polynomu
zt 41
dle modulu p.
Potiebné velidiny jsou sestaveny v tabulku:

| BERERE
e T T T s s s T
} p je tvaru -'3 :'f’;‘ «:& -& = = = =
A U U B B
L 5 ~ S ~ .
p=4k+3 2 | 4| 2 | 4 }~1 1 =11
. |
T lp=sk4+1| 4 4 | 4 | 4 | 1 1 |1 |1
3 -
i Iilp=sk+5) 4 | 4 | 4 | ¢ 1|1 |—1]1

Systémy kongruenci (2) a (3) jsou tyto:
“a) pro p tvaru 4k + 3
» .olz—O, 20, +0, =4, 30;+0,=0, 40,4 20,4+ 0y =4,
. j- ' .
o,=03=0,=0, 0,=2;
b) pro’ p tvaru 8k +4 1
op=4, 20,4+ 0, =4, 80,4+ 0
7

l

4, 404+ 20, + 0, = 4,

0124,*0’2:03=U4=0;
¢) pro p tvaru 8% + 5 '
0, =0, 2,4+ 0,=4, 30,40, =0, do,+ 20, + 0, = 4,
t. j. ;
0 =03=0,=0, 0g,=2.
Dokézali jsme tedy tuto vétu:

. Polynom x* + 1 jest modulo kazdého prvoéisla p roz-
. lozitelny a to; je-li p tvaru 8k + 3,5,7 na dva faktory
druhého stupné; je-li p tvaru 8k+ 1 na étyh faktory

- linedrni. - .

.28
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Poznamka: Existence raciondlné nerozloiiﬁelnych polynomd,
jeZ jsou rozlozitelné dle kazdého prvodiselného modulu p, jest zné-
ma. D4 se na pifklad jednodule dokazati, Ze mé tuto vlastnost
kaZdy ired. polynom s rac. koeficienty 4. stupné, jehoz Galoisovou
grupou jest Kleinova ¢tyikova grupa.?) Ostatné plyne bezprostied-
né z teorie t¥idnich téles, Ze totéZ plati (s eventudlnf vyjimkou
koneéného poctu prvocisel) pro kazdy abelovsky polynom, jehoz
Galoisova grupa mé tu vlastnost, Ze ¥ad kazdého elementu jest
men3f nez ¥ad grupy, t. j. nenf cyklickou. (Na piiklad jest tomu tak
pro kazdou rovnici pro déleni kruhu n-tého stupné, je-li » = 2, 4,
pt, 2pt, kde p je liché ¢islo.)

Piiklad 2. Ptejme se, jak se rozpadne polynom .

. 2?2 —a (mod p), (10)
je-li g prvoéislem, ¢ < p. .

Zde jest ¢&fslo dy = \p* — 1, ¢) rovné bud &fslu ¢ nebo éfslu 1.
Necht p patii mod ¢ k exponentu . »

a) Necht jest nejdiive I = 1. Pak jest dz = (p* — 1,¢) = ¢
pro kazdé k=1, 2, ..., q.

I

&) Jeli
r=1
a ! =1 (mod p),
pak jest také
' =1 Ll . :
a? =1 a ¢ =1, ... atd.

Systém kongruenci (7) je tvaru

al = 9{,
202 + g, = q, (mod p)
q0q + 0, =

Jeito je ¢ < p, plyne z pfvni kongruence o, = ¢q a tedy ag = gg =
= ... = 0, = 0. Polynom (10) se fiplné rozpadne:
p) Je-li . :
. ‘ . p—1 '

a ¢ %1 (modp),

pak k sestavenf kongruenci musfme v&d&ti, které jest nejnizsf -
¢fslo k, pro které jest

i '
a ¢ =1 (mod p).
%) Na to upozornil na épeeié]nim piipads jiZ Frobenius (Berl. Berichte -

1896, I, str. 689, srovnej Pélys - Szegd, Aufgaben aus der Analysis II,
str. 361) a Hilbert (G6tt. 'Nacbtichten 1897, str. 53, Werke II; str. 388:9.)
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Ziejmé plati | ’
k

1 p—1 ph—1 =iy .
a? =wa1 Biares ' ~q 1 (mod p).
[Posledni relace plyne z toho, Ze je 1 + p + p? + ... + pt—1 =
p—1 '
=k (mod p—1).] Aviak vzhledem k ptedpokladu @ IKE=N
p——]

(mod p) miZe byti ¢islo a ¢ ¥ shodno s 1 (mod p) jenom tehdy,
je-li ¢ délitelem ¢éisla k. Nejmensi takové &islo jest k£ = q. Tedy
v tomto piipadé jest

p—1 et SRR et =)

a? %1, at¢ =1, ..., a * =1, a? =1 (modp).
Podle véty sub II dokazane jest tedy polynom ! —a (mod P)
ireducibilni.

b) Necht jest za druhé I > 1. Pak Jest

dl—' 1’ dz—— 1, ey dl__l___ 1, dl =.q.

UkéZzeme nejdiive, Ze jest nyni splnén vztah
i :

p°—1 ,
a% =1 (modp), (k=12,...,10).
Pro k=1,2,...,1—1 je to zfejmé. Pro &k = I uvaime, Ze celé
— v .
éfslo Pl =2 lze psati ve tvaru

dy
1Pt
| (p___l)‘+17+q +pr
Pfi tom jest naznaceny podil celym &islem. Kdyby totiz ¢ délilo
p— 1 a nikoliv vypsany souéet, bylo by I = 1, coz je proti pied-
=1
pokladu. Tedy jest té2 a ¢ =1 (mod p).
Systém kongruenci pro &fsla oy, 0y, ..., 0y vypada tedy ta,ktn

. o =1,
20'2_*—0.1:* 3
......................... (mod p)
(l———l)o‘z_l—}— o =1,
. loy4 ... + 0, =q.
- Odtud plyne -
’ 0'1=1 20’3:0 30350 ey (l-"‘l)(’t.—l:.o lGl:q-—-—l,

Jezto ]e qg<p a jeito plati o, + 20, + + log + ... +
: + go, = ¢, je jediné fedeni '

o =1, la;—-q——-l 62=o,=...=ol‘_1_—.—0.‘



Méme vysledek: nas ﬁolynom se rozpadl na faktor stupné
¢—1, . ‘

N
Uhrnem méme vétu: '
-Je dana kongruence 21 —a (mod p), ¢ < p. Necht p a g

jsoudvériznd prvodisla. Nechtppatrimoquexponentul
r—1
Je-lil=1aa ¢ =1 (modp), rozpadne se kongruence na
' r—1 -
samé linearni faktory. Je-lil=1aa ¢ =1 (modp), jest
polynom ireducibilnf. Je-li I>1, rozpa,dne se x1—a
q9—
l

-prvniho a na faktorﬁ stupné I-tého.

~

‘(mod p) na jeden faktor lmearni ana ,faktori’l stupné

I-tého.?)
) *
Contribution i la réductibilité des congruences binomiques. -
(Résumé de Particle précédent.)

Soit (1) une congruence du degré =, (n, p) = (a, p) = 1. Soit Ic
un nombre entier, 1 < k < n. Posons d;, = (p" — 1, n). Soit oy le
nombre des facteurs irréductibles du degré-k de la congruence (1).
Soient enfin &’ > k” > ... > 1 tous les diviseurs de k plus petits
que k. Alors les relatlons suivantes ont lieu:

1. pour les k, pour lesquels

pF—1
a & \¢1 (mod p),
on & kok + Koy + k'ox + ... + o, = 0 (mod p);
: 2 pour les k, pour lesquels
pF—1

a % =1 (mod p),
on a kox + Koy + K'op + ... + 0, = di (mod p).

Ces relations forment une generahsatlon d’un résultat classique
bien connu concernant le nombre des racines rationnelles de la
congruence (1). Elles donnent des formules récurrentes, qm four-
nissent — en général — les nombres oy, 0y, ..., 6, (mod p).’

Quelques applications aux équations spécxales servent &
illustrer la portée des résultats trouvés. :

. 1) Jako specidlni pfipad -obsaZen Jest v této viétd zné.my rozklad
p—1

rovnice pro d&leni kruhu z9—1 = 0 (mod p). Ta.dyjestvidya 7 =1.

Pifpad I =1 a I > 1 1ze formulovati jednotn&: £?—1'= 0 (inod p) rozpadne

se na jeden faktor linedrni aq——l—_—lfaktorﬁ stupn8 I-tého. (Lehce se dokéle, '
%e platf oviem i v pHpads p < q.) ’



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T14:21:53+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




