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Časopis pro pastování matematiky a fysiky, roč. 71 (1946) 
, 1 „ • • , M , 

Sur une généralisation d'un théorème des MM. 
Blichfeldt et Visser dans la géométrie des nombres. 

Vladimir Knichal. 

(Reçu le 25 mars 1946.) 

M. Jessen généralisa un des théorèmes de M. Blichfeldt1) de 
la manière suivante. Soit {&} une suite de points de l'espace carté
sien Rn à n dimensions (n I> 1, entier). Si M C Rm désignons par 
v (M) le nombre d'indices i ^> 1 pour lesquels & € M. E tan t donnés % 

a e Rny r\ > 0, nous désignerons par Hn
a le cube (intervalle) dans Rn 

au centre a et à arête rj. 
Soit 

v(Hv
a) ' 

h == limsup sup — ~ > A > 0. 
T) ->oo a e Rn f] 

Soit M C Rn un ensemble avec la mesure lebesguienne inté
rieure 0 < nii(M) < oo. -. 

Alors il existe une telle translation dans Rn par laquelle 
l'ensemble M se transforme en u n ensemble M' tel que2) 

v(M') > }Mi(M)y 

M" signifiant un sousensemble convenable de M'. 
M. Visser") généralisa* ce théorème de la manière suivante. 

Il ' remplaça la fonction d'ensembles' v(M) par une fonction arbi - ' 
traire additive, non négative, finie pour tous les M bornés, définie 
pour les ensembles' d'une certaine famille additive contenant tous 
les ensembles boreliens., 

Par une famille additive*) ^ d'ensembles d'un espace R nous 
entendrons une famille jouissante de la propriété suivante: 

l) Blichfeldt H. F.: A new principle in the geometry of numbers, with 
some applications. Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914), 227. "" 

*) Le théorème jouit d'une forme appliquée, à la généralisation. 
*) Visser C.: Ôri a theorem in the geometry of numbers and a property 

of mass distributions iri n-dimensional space. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 42 (1939)K487.-

4) Saks 8.: Theory of the Intégral, Warszawa 1937, p. 7, § 4. 
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1. '0 €$l (0 signifie ensemble vide) f 
2. M c5 l => i î —3/€< î l . • ' 

3. itf * € 51 pour i = 1,2, ... => 2 Mi€<a. 

Par une fonction d'ensembles v(M) additive, non négative [bref: 
mesure, en anglais measure )] sur une famille additive 5i nous allons 
entendre une fonction réelle qui est définie pour tous les M e 51 et 
remplit les condit ons suivantes: 

L 0 <; v(M) <1 oo pour M € 51 
• 00 00 

2. r ( ^ -Wi) = 2 vfflù P o u r chaque suite {Mi) 
i = l • i« 1 

d'ensembles disjoints de 51. 
Sans restreindre la généralité on peut formuler le théorème 

de M. Visser de la façon suivante. Pour chaque ensemble borelien M 
ayant une mesure lebesguienne 0 < m(M) < oo il existe une trans
lation qui. transforme M en M' tel que v(M') > X . m(M). En effet, 
chaque ensemble M contient un sousensenible borelien N C M tel 
que m(N) = mi(M). 

A présent on va généraliser le théorème cité de la manière 
suivante. On remplacera le groupe de translations dans #n par un 
certain groupe de homéomorphies dans un espace métrique plus 
général et la mesure de Lebesgue par une mesure générale. Cepen
dant on va se borner aux espaces R à mesure finie. D'une part 
cette.restriction admet une formulation du théorème principal bien 
simple, d'autre part elle n a pas un caractè e trop restrictif. En 
effet, on va montrer^ dans la suite que le théorème de M. Visser 
résulte comme une conséquence du notre théorème par un simple 
passage à la limite. '- , . 

Théorème 1. Soit S un groupe màrisé, séparable et multiplicatif. 
Soient <x.f et égal ment Ç\ des transformations continuas en | e S pour 

, tout oc e S (pour oc fixé <x£ signifie une. homéomorphie de S <n S). 
, Soient a(P) et r(r) deux mesures déUnies pour tous les ensembles 

bbreliens FC S- Soit 0 < a(S) < oo, 0 < r(S) < oo. 
Pour chaque ensemble borelien r C S il existe alors oc e S, fi € S 

tels que*) • . 
' . . . a(S) x(rp)£ r{S) a(*D , (1) 

et <x' * S, j8' € S tels que 

, . a(S) r(Pp') ^ t(S) a(ocT) (2) 

Démonstration. Evidemment il suffit de prouver la relation ( 1}. 
,, ï*ar <o bn va'désigner le produit cartésien Sx S (métrisé par la 

V- *) Voir*) p. 16,4 0. '--
«) La signification des symboles rfi etc. est év.idente. . 

l^u . x - \ . - ; • •' , - ' . ; , 



métrique habituelle: Q ((*, 0), (*', /?')) -= ]/Q2(OC, <*') '-f <?*(& •/*')). 
Pour FcS soit °p = ^ ( r ) l'ensemble de points (**, 0) *.S tels que 
<*/? c F. Tétant un ensemble borelien, ^ ( T ) lui-même est borelien. 
En effet, soit d abord,/1 un ensemble fermé. Soit {y^y» ...} un 
ensemble dénombrable et dense dans S. Désignons par rj (n = 1, 

2,...) l'ensemble de points (oc, /3) € <o tels que g (yifi, T) < —. 
- 7̂  

/ y est un ensemble ouvert dans ©. 

Désignons par A*1 l'ensemble de points (oc, 0) c © tels que 

Q (oc, y») < - - -

Evidemment / l / est également ouvert dans ©. On a alors 

W) = l7 îrn\.A\ . 
n—l i~ l 

' ' * • 4 T " 
ce qui représente un ensemble Os dans (S. Si F1 = 2, ^t OI1 a évi-
demment <£(.T) = 2 ^ ( A ) et également © — <p(.T) =- ^ ( 5 - r -T). 

Désignons par 93 la famille de tous les ensembles PC 8 pour les
quels ^(Z7) est borelien dans ©. 58 étant une famille additive et 
contenant tous les ensembles fermés, elle contient tous les ensembles 
boreliens dans ©. . 

Une famille crr-mesurable7) dans © est la plus petite famille 
additive d'ensembles de © contenant tous les produits cartésiens 
M x N où M resp. N parcourent tous les ensembles de S or- résp. 
T-mesùrables. © étant séparable il .est aisé de voir que chaque 
ensemble ouvert dans © est ar-mesurable, car on peut le représenter 
comme une somme dénombrable d'ensembles de la formé M X<N : 
où M, N sont ouverts, donc mesurables dans S. Alors, la ar-famille 
d'ensembles de © contient tous les ensembles boreliens. 

Puisque nous supposons dans notre théorème que r soit 
borelien dans S, °f> = ^>(T) est un ensemble ar-mesurable dans ©. 
Alors, d'après le théorème de Fubini on a8) [J < r(S, . a(8)] 

oo > / - fdr(oc) da(0) = / [dr(a) / àa(P)] = , •' 
$ • • 4 -s B««- l r 

fa (oc-tf) d t ( ^ ^ • / • 

J'affirme qu'il existe un oc e 8 tel que çr '(crrir) gt ~7m« Suppowriç 

que cette inégalité ne soit pas vraie, donc que pour tous le» oc e 8 
v ; *);VoirVp,82, § *. \ •*'"-' ^ 

•) Voi* *),?• 86. , * 
•' ' . . * ' ' • v * '• , ' " 

'••»*:'••' -, ••"• " 7 ' • m 



on ait a (t*-1/1) < -7-5,. Désignons par# n (n = 1. .2. ...) l'ensemble 
T(£) 

die tous les oc pour lesquels a (oc -1/7) <I —r̂ - 1 1 J. Evidemment 

ona/S-= lini #n, donc 0 < T(£) = lim T(£n). Alors il existe un tel n 
n—+ao ». ' K - > O C 

/ ÇA 

pour lequel T(£») > ~ -A Ensuite on à 

fa(a~^r) dT(«) = / + f £ * T(S - Sn) 4 

T(/S)\ nf v n /- TIT(/S) = \ 2nf 

ce qui est une contradiction. 
D'une manière analogue on obtient 

I.= f[da(P) f dr(*)] = / r(T/?-i) d<r(/,). 

On montré également qu'il doit exister un /? e S tel qu'on ait 

rfiTS"".1) < — /7-v. Di,ns le cas contraire on aurait comme dans le 
— a(S) 

cas précédent , 

fr(rfi-i)da((})>f^-da({i)^l. 

De ces deux relations il suit qu'il- existe a € S, /? e S tels que 

r(S) o(<x-*r) > 1 ^ a(S) r(rp~l) 
c.^q.f. d.v ^" 

Théorème 2. Soient remplies les suppositions du théorème 1. 
Soit cr(Fa) = a(P) pour chaque oc c S et pour chaque PC S borelien. 

Pour chaque F1 C S borelien il existe alors /?, ft e S tels que 

\ . T(0r)<r-^P-£r(p:n (») 
y La démonstration est évidente. 

Théorème 3* Soit R unespace métrique, séparable. Soient v(M), 
y p(My deux mesures définies pour tous les M C R boreliens. Soit 
.^f<v($\<mao,_Q <:pt{Ry< co. 

*8otf S un, certain groupe transitif de haméomorphies de R en R. 
Supposons -',T -

y 1. quHl existe un de R (& c S pour £=-=1,2,...) tel que £»a -+ a 
èftiràfoie £a •-> x pour chaque x e R et &—*a -> a, 

r:<- • ' • < ° -, - . • . ; . y 



2. que ju(aM) = ja(M) pour chaque a e S et pour chaque M C R 
borelien, . . ; . - ; 

3. qu'il existe un b e R tel que Végalité ju(rb) = ^(r^b) est 
vraie pour chaque r C S pour lequel rb, r~}b sont boreliens dans R. 

Alors, pour chaque M C R borelien il existe f},p' e S tels que 

' <m^^f±-^v(w •• (4) 
Démonstration. On va appliquer le théorème 2, Etablissons 

d'abord fa métrique dans le groupe S. On sait qu'il existe un a e R 
jouissant de la propriété 1. Faisons Correspondre à chaque a e S 
le point f(a) = aae R. La transformation f(a) transforme S •en R 
(transitivité du groupe S) et elle est biunivoque. En effet, si aa = /9a 
(a, /S c S) on- a ^—xaa = a donc f$a ~-> a pour & = fl~la, donc. 
fi—lax — x pour x e R, ^~xa = 1, a = /?. D'une façon plus générale, 
xx = /Sx pour certain x € R entraîne a = /?. 

Définissons' dans /S la distance par o(a, /?) = O[/(<x), /(/?)]• La 
transformation /(a) est alors une homéomorphie et l'espace S est • 
donc séparable. Soit a e S. Pour & -> f [&, f € S] on a /(&) -> /{£), 
donc &a-> fa, donc a^a-> a£a, a Si ->•*-£. Alors <xf est une trans
formation, continue en f. 

Pour | i ->- | on a &a -> Ça, donc £— ̂ a -> a, donc (d'ap-ès la 
supposition I) f-1^—%-> f—*a, &£—%-> a, Hi~~la~+ a, &-%->, 

Alors l^ 1 représente une homéomorphie de ./S en #. f<* est' 
également une transformation continue en f, car £% = (a—1^1)—1 

( ̂ a est donc une homéomorphie de S en S)* Si <r est borelien dans S, 
évidemment F~r est aussi borelien dans S et il y en a de même 
avec r(x) dans R pour chaque x c iî,.car x ~ ad entraine T(x) = 
— Tola = f(ra)'oh ra est borelien dans /?. 

On sait qu'il existe un b € R jouissant de la propriété 3. Posons , 
a(D = ju(rb), r(r) = v(rb) pour jT C 5 borelien. 

a, T sont évidemment deux mesures dans S. On a cr(#) —*• 
= ju(Sb) = ju(R) et également r(5) = v(i?). Soit * € #, TC^S 
borelien. Alors on a 

a(Fa) t- n(rab) = ^(a^r^b) = ^(JT-1*) = /i{~b) -= a(.T). ; 
Soit .if borelien dans JR et soit r l'ensemble de tous les f € # pour 
lesquels ÇbeM, donc .T6 = If. T est donc évidemment borelieii 
dans S. D'après le théorème 2 il existe alors (}, fi* € S tels que 

• ^D<:/i^^t(m'. x 
D'après , ' 

a(E) = (i(M), r0f) = r(/?T6) .= * ( W , T(/3T) = »(/?'.¥ ) " 
on obtient immédiatement la thèse <lu notre théorème. _:'••'•' 



Si le groupe S est commutatif on peut supprimer la supposi
tion 3 daqs le théorème précédent. En effet, on a 

Théorème 4. Soient v(M), ju(M) deux mesures définies pour tous 
les M boreliems dans Vespace métrique séparable R. Soit 0 < v(R) < 
< o o , 0 < ji(R) < co. 

Soit S un groupe transitif et commutatif de homéomorphies de R 
en R. Supposons que ja(aM) = ji(M) pour chaque a € S et pour cha
que M C R borelien. 

Pour chaque M Q R borelien il existe alors fi, fi' e S tels que 

vim^l^^^'M). (4) 
Démonstration. On prouve d'une façon tout-à-fait analogue 

k celle de la démonstration du théorème précédent que f(a) — 
— aa e R est une transformation biunivoque de S en R (a étant 
un point quelconque de jR). Ensuite on établira la même métrique 

. qu'auparavant., Le groupe S étant commutatif il en résulte que 
non seulement a £ mais aussi Ça est une transformation continue 
en £ (*, Ce S). 

Posons or(F) = ju(ra), r(F) == v(Pa) pour PC S borelien. 
Alors on a o\Fa) =--. ju(Faa) — ju(xFa) = ju(Fa) = o(F). Notre 

, thèse s'en suit immédiatement. 
Remarque . On peut aisément étendre le théorème 2 aussi au 

«cas r(S) = oo [mais o(S) < co]. En parcourant la démonstration 
du théorème 1 bn voit facilement que la thèse (3) du théorème 2 
jçuit dans ce cas de la forme suivante: 

Pour chaque 71 C S boreliçn [o(F) > 0] et pour chaque A réel 
il existe un fi € S tel que r(fiF) ,> À. Il en est de même pour la thèse 
du théorème 3 et 4 dans le cas v(R) = oo. ' « ' 

Soit R = Rn l'espace cartésien à n dimensions ( n 2 1, entier). 
Pour ses points et pour les opérations avec eux on va se servir des 
notations habituelles dans le calcul vectoriel. Nous désignerons par 
C&(rj) l'ensemble de points (ixrj, i2rj, ..., inrj) (rj > 0) où H, i2, ..., in 
parcourent tous les nombres entiers. Si l'on, a a — b e ®(rj) on 
appelle a congruent avec b modulo rj [a s= b (mod rj)]. Désignons 
par Hn° l'ensemble de points (xx, x2, . ~, bn) pour lesquels — \rj <̂  
< Xi < \rj\ i -== 1, 2, ..., n. C'est un cube au centre 0 et à arête rj> 
Soit' Hn

a ==- Htj° + a (un cube au centre a et à arête rj). Les cubes 
Hn

ai oh ai parcourt tous les points (&(rj) sont disjoints et couvrent 
M. Soit m(M) là mesure lebesguienne de l'ensemble M C R. * 

Ti-éorèmÉTS. Soit rj > 0. Soit v(M) une mesure définie pour tous 
; UB, M C & boreliens* Supposons -
• ̂  / : ' - • v(M. + x) =- v(M) - , _ (5) 
pour chaque x == 0 (mod ??), $0# 0 < v\Hr\°) < oo. / 



Pour chaque M C -R ftorwé ei borelien il existe alors a, a" € R tels 
que 

m* ." x ̂  v(H°„)m(M) . .,_,. , ' rfiltf + a) < v *'—-—- <L v(M + a'). 

Démonstration. On va appliquer le théorème 4. Choisissons un 
r > 0 impair tel que 3 / C -#% (on va supprimer l'indice rrj jusqu'à 
la fin de la démonstration). Construisons l'espace R en identifiant 
tous les points congruents mod rrj. 

Pour a, b e R définissons la distance par l'égalité suivante: 
Q(a, b) = min o(x, y) [Q(X, y) étant la distance en i?J. Il uffit de 

.r"=a 
v-b > 

prouver l'inégalité Q(a, b) _^ g(a, c) + Q(C, b). D'après la définition 
il existe x == a, y = 6, Zi_ ==. z2 = c, tels que ^(a, c) = £(#, Zj), 
ç(c, 6) = e(2a, y) = e(z„ y + zl — z2). 

Donc 
ë(», 6) <; e(a?, i/ + zl — z2) <: e(av«i) + efei y + *i — zù = 

= (>(a, c) + o(r,, b). 
L'espace 2? est évidemment séparable (même compact). 
Nous allons dire que l'ensemble AcR appartient à R (A C R) 

lorsque x € A, y ==- x => y e A. Lorsque A C R et lorsque A est 
borelien dans R, il est aussi borelien dans R. 

Si A est borelien dans R posons fi(A) == m(A . Jï°), r{<4) = 
^v(A.H°). 

Ce^eont évidemment des mesures dans l'espace R. Dorénavant 
a» va parcourir tous les points d'ensemble ®(rrj). Soit N = 2 ( ^ + 

+ ai). Cette somme possède des termes disjoints, car M C H°. Alors 
N est évidemment borelien dans R. Pour a c iî on a 

r(N + a) = v[H° . ^(M.+ a / + a)] = VgJ5T° . (Jf + a< + a)] = 

. = 2v[B° • {M- + a, + a)] = 2rt£T--i. (if + a) + 0 i] = 

= l.v[H-ai. (Jf + a)] -= r^ff-".. (M + o) = r[(Jlf + a ) . S]. 
% i 

' Donc ^ 
^ ( ^ + a) ===>(if + a) x (6) 

légalement * 
, , ju(N + a) = m(Jf + a) =- r*>(M). (7) 

Ensuite on a » , . 
M 5 ) = ™<#° - R) = ™(#°) •= ("?)*• (8) 



Les points 6* parcourent l'ensemble ©(*,)• On a (r est impair) 

v(R) = V(H°) = v2-ff*** - # ° = " 2 Hn
bi = 2 > W 0 = 

i V J Î O *>i<B0 

= 2 v(H\) = r^(H%). 
• * i « - 5 ° 

Donc - ' _ ' . 
v(R) = r»v(H%). (9) 

Soit S le groupe dé toutes les translations dans R. Deux points 
congruents se transforment par une translation en points congruents 

^ eux-même. 8 est évidemment transitif et commutatif. 
Pour chaque A borelien dans R et pour chaque a e R on a 

tu(A + a) = m\H° . (A + a)] = m(H-* . A + a) = m(#-« . .4) = 
= ra(#-« . .4 . 2H"i) = %rn(H-a .Hai.A) = 

: = 2m[#-«-" ; H° .(A — tu)] =-=••' 2™(#-"a~-a*. # ° . -4) = 

= m2n°.. A . H-"~"i = mlfl0 . A) = j.(A). 
* 

Donc la supposition du théorème. 4 est remplie. U existe alors 
a.a'eR tels' que ' 

HN + a)^-W^<L-r(N + a'). ' 
v(R) - . 

' Donc [d'après (6), (7), (8), (9)J 

,*, , -• v ^**v(Hn)m(M) .. t „ 
viM + a)£ ; r ^ n \ ' ^ - r ( l f + a') • 

cqfd/ 
Lemme 1. Soit a e R,rj > 0. Soit v(Jf ) une mesure définie pour 

tous les M C R borelieps. Soit v(H) < oo pour chaque cube H C R* 
Il existe alors uife mesure v(M) définie pour tous les McR 

bpreliens telle que M C Hn
a => v(M) =-= v(M) et telle que ,v(M + 

- + x) = y(jf) pour chaque x* ®(rj) et pour chaque M borelien. 
y-'r Démonstration, Le point ai va parcourir l'ensemble ®(r}). Pour 

,Jf C -B borelien posons v(M) = 2?(Jf • -#V,~~a* + a0-
• ' - - . ' . ' i ' '-.. 

(> Evidemment i(M) est une mesure dam jf?. Si M C ff/'ohne' 
peut avoir M-.H-P-^i 4= 0jque pour a* == 0. Alors on a v(M) = 

j ..« r(Jf . fiy* + 0),=== v(M). Ensuite pour # € @(rç) on a 

^v.; : *(jr + x) = 2^ + *)> s*-* + aj = / •. ' 
t « 2 ^ ^ ÏBt-v1* + (a( + x)] == £ v ( # • #a-*f + ^i) =±. ï(Jkf). 

y ; • - ' . - . <s • • .• • ' • • ' . . - • ' ' ' ' s 

, , ' ' • " ) • • • . ' ' ' • ' . . " . . • • - ' • * • l • . / • • • 



Démonstration du théorème de M. Visser. Cm va appliquer le 
théorème 5. Soit M borelien dans R, soit 0 < m(M) < oo. Choisis
sons un A' tel que h > A' > A > 0. Évidemment lim M . #;°, = M. 

Choisissons i assez grand pour que 

•' m(Mi)>y-ym(M) (10)' 

où 
Mi = M.Hi° (11) 

Choisissons ensuite a et i] > 0 tels que 

-• - .._5_L_>1/Z ^^!) -A' ; (12) 

Pour A C R borelien posons 
v'(A) = v(A.Hn*). (13) 

Evidemment v' est une mesure dans i? et v'(-R) < oo. 
D'après le lemme 1 il existe une mesure v(A) telle que (polir 

A C R borelien) 
. v^À) = v'(A) pour AcH% + 3i . •• , -

et telle que (14) 
v(A + x) = v(A) pour arc ©(^ + 3i). ; 

On a [a& parcourt ©(^ + 3i), l'indice rj + 3r est suprimé] 

*(#%+8c) - 2 *(#° - -fffl+fl*) = 2 *(-#-** • # a ) = 

= *(#") = /(#«) = *(#„«). 
Alors on a 

, ff< v(#% t 8i).< oo. 
D'après le théorème 5 il existe un x e R tel que [voir (10), (11), (12)] 

' , v(HS).m(Mj) ] / T 1 / T , „ 
v(Jfi+-*) >̂ ^ (1? + 3i)n > * f | r | 7 # ) : 

donc tel que 
" .ï(if< + x) > 7, . m(M). ^ • -(15) 

Pour tin point u'c ®(r} + 3i) convenable on a donc v[(if* + a?) i 
.,. #*+«] > 0. Ensuite on a [voir (13), (14)] 

~v[(Mi+• a?)'.#«+«] = 
= •*[(#« + o?- 1 «) .JÏ - î = v'[(Jf<+ * '—ii) . #« ]= . . • ••• . 

% ' . \ = r[(itf<+a; — u ) , # ^ ] > 0 . 

Donc (Mi + a; — «)',. Hf #=• 0. Puisque Jlf* C # i 6 on a if< + » — 
- t t C ^ . Donc # ^ « , # / + 0 et #<*~*C#V3*. Dottc 
Jf* + # — « Ç #%-i-3i, donc d'après (14), (13) 



' • - v(M{ + 48 — u) = v'(Mi -f- x^— u) = 

= v[Hv
a . (ifi + x — u)J <£ y(Jfi + a: — u) <L v(M + x — u). 

Alors on a d'après (15) ' 

v(M + x — u) >̂ r(J/i +• x — u) = r(Jlfi + #) > A . w(J f̂ ) 

cqfd. ' -
Dans le cas oii v(ilf) est une fonction additive spéciale du 

théorème de M. Jessen on peut supprimer quelques suppositions 
des théorèmes 1, 2, 3, 4. 

Dans les théorèmes suivants R signifie un espace fixé et S 
un groupe de transformations biuniyoques de R en R. Dans l'espace 
R soient donnés h points: al9 a2, . . . , an. A étant un sousensemble 
de R, v(A) signifie le nombre de points ai contenus dans A.' Alors 
on a v(R) = h. Si a e R, A C R, alors r(a, A) signifie Vensemble de 
tous les oc <• S tels que a* la e A. 

Théorème 6. Soit a(r) une mesure définie pour tous les F1 d'une 
famille dy ensembles additive © de groupe S. Soit 0 < a(S) < oo. 

Soit M C -R. Soit V(x, M) o-mesurable pour tous les x € R et le 
nombre a[r(x, M)] = \M\ soit indépendent de x. -

Alors il existe <x,<xf € S tels que * 

v{«M)£^^£v(*'M). (16) 

Démonstration. Supposons que l'inégalité 
. ... h. \M\ ., . , 

***> > "l^ST = * 
soit vraie pour tous les <x e S. 

Soit J\ l'ensemble de tous les a € S pour lesquels <xM contient 
le point a*; soit Fi* = S — TV L'ensemble de tous les <x € S pour 
lesquels <xM contient exactement s points a^, a\t, . . . , a^ du système 
{Ot}t est évidemment donné par la formule 

V • '••. ril.rit...rit.ri,y*.'..ri*. œ) 
; Cet ensemble est or-mesurable, car Fi == r(au M). Par £ nous allons 
/désigner le système de tous ces ensembles (JT) disjoints couyrant S. 

Ôti a donc 

:• y t~l i=i rQTi 

- : ; ^2o(r)^\>^io(r)\h' = h'o($)^h\M\. ' 

Oti aboutit ainsi à une contradiction. 



On peut prouver Vautre part de l'inégalité (16) d'urie manière 
tout-à-fait analogue. - * 

Théorème 7. Soit JLI(M) une mesure définie pour tous les M d'une 
famille additivt d'ens nftbles de R. Soit 0 < JU(R) < oo. 

Soit S un groupe transitif de transformations biunivoques de R 
en R. Supposons 

1. que ju(aA) = ju(A) pour chaque A n-mesurable et pouf chaque 
x*S, ' : 

2. qu'il existe un a e R tel que oc e S, o<a = a P> OC = 1 (identité) 
et tel que, r étant un sousensemble de S fi Ta étant en outre un ensemble 
fi mesurable, ihen est de même pour r—la et on a 

* ' ju(ra) = ^(F-ia). 

Pour chaque M ^-mesurable il existe alors oc, oc' e S tels que 

H*M)£*^p£v(«'M). (17) 

> Démonstration. On va appliquer le théorème 6. Soit a le point 
mentionné dans la supposition 2. A parcourant la //-famille additive, 
r(a, A) C S parcourt aussi une famille additive (S. f parcourant le 
gro ipe S, fa représente une transformation biunivoque de S en .R. 
Alors, pour que F1 soit un élément de ©, il faut et il suffit que T—^a 
soit /^mesurable. Pour ces F1 = JT(a, A) posons [transitivité] 

a(r)^^(ra)^H,(r-^a)^{x(A). 
Evidemment r(a, R) = S, dono 

a(S) = ju(R). - \ (18) 

Soit x e R. Soit x = fa. Soit M /«-mesurable dans R. Comme 
l'on sait r(x, M) signifie l'ensemble de tous les y * S pour lesquels 
on a y—l'£a e M. Pour cela il faut et il suffit que (y—1!)--1 € T(a, M), 
donc que Ç~ly <• T(a, M), c. à. d. y € %r(a, M). On a doric r(x, M) = 
== $f(at M). F(x, M) est doric ot-mesurable car M =-= r~l(a, M) a, 
donc r(a, M). a et par conséquence çr(a, M) a sont /*-mesurables. 
On a ,/ 

a[T(x, M)] = o(Çr(a, M)] = /*[£/>, M) a] = 
= /*[/>, M) a] = t*[r-.l(a, M)o] = ju(Mj. 

D'après ces relations et d'après (16), (18), il résulte (17). . 
Théorème 8. Soit ju(M) une 'mesure définie pour tous les M d'tme 

famille additive d'ensembles de R. Soit 0 < JLC(R) < OO. ' 
Soit S un groupe transitif, commufatif de transformations biuni

voques de R en R. 'Soit JLI {ocA) -= p(A) pour chaque A jn-mesurable 
et pour tous oce S. ' 

. / • \ 
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Pour chaque M fx-mesurable il ejùste alors <v, &' * S tels que 

v(aM) < -^^P- < v(x'M). (17) 
- . — fi(K) — 

Démonstration. .On va apphquer le théorème 6. Soit a un point 
arbitraire de R. A parcourant la ^-famille additive, r(a, A) lui-
même parcourt aussi une famille additive S. Pour tous ces ÏT posons 

o(r) = fi(r^a);=fi(A). 

On a a(S) = fx(R). Soit M //-mesurable et soit x e R. Soit x = Ça. 
On sait que ÎT(x, M) est l'ensemble de tous les y e S pour lesquels 
y—ifa e M. Pour cela, il faut et* il suffit que ytla c£— lM c. à. d. 
que y é / > , f~W). Donc on a r(x, M) = r(a\ Ç-*M). M étant 
//-mesurable il y en a de même pour Ç~1M, donc P(x, M) est 
(T-mesurable dans S. Ensuite on a 

a[r(x, M)] = jn[r-i(x, M) a] = p[r-*{a, f - W ) a} = 
= fi(^M) = fi(M). 

D'après le théorème 6 on a (17) cqfd. 

0 zobecnění vSty Blichfeldt-.Visserovy z geometrie Čísel. 

(Výtah z předcházej íc ího článku.) 

V prostoru R, v němž je definována „míra" fi(M) (nezáporná, 
aditivní množinová funkce4)5) na aditivním systému množin Q), 
budiž dáno h bodů: al,a2, ...,a^ Nechť 0 < ju(R) < co. Nechť 
v(A) :$načí počet bodů a* vyskytujících se v množině A C R. Střední 

hustota množiny těchto bodů v R je —;=r = / r > v = c. Budiž S 

jistá grupa prostých zobrazení prostoru R na R, zachovávající míru 
v R (t. zn. (x € S, M c @ => fi[a(M)] = /Lt(M)). Toto pojednání za
bývá se otázkou: za jakých podmínek existuje pro danou množinu 
M € (3 taková transformace 'oc 7* S, pro kterou transformovaná mno
žina <xM obsahuje alespoň Cfi(M) bodů a; [t. zn. v(aM) >̂ cju(M)]. 
V tomto pojednání je studován též podobný problém pro obecnější, 
aditivní, nezápornou, množinovou funkci v(A). Věty zde uvedené 
jsou v jistém smyslu zobecněním známé Blichfeldtovy vety z geo
metrie čísel, kde v podobném problému1) se jedná pouze o grupu 
vš&ch translací v n-diníeňsionálním kartézském ̂ prostoru. 
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