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" Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 71 (1948) <

Sur une généralisation d’un théoréme des MM.
Blichfeldt et Visser dans la géométrie des nombres.
Viadimir Knichal: -
(Regu le 25 mars 1946.)

M. Jessen généralisa un des théorémes de M. Blichfeldt!) de
la maniére suivante. Soit {£;} une suite de points de 1'espace carté-

sien R, a n dimensions (n = 1, entier). Si M C R,, désignons par

v (M) le nombre d’indices ¢ = 1 pour lesquels &; ¢ M. Etant donnés

a € R,, > 0, nous désignerons par H,e le cube (intervalle) dans R,
au centre a et a aréte . :

Soit

. h = limsup sup > A>0.

n—o aelRy,

Soit M C R un ensemble avec la mesure lebesgmenne mté-
rieure 0 < my(M) < co. -
Alors il existe une telle translatlon dans R, par laquelle
Pensemble M se transforme en un ensemble M’ tel que?)
v(M7) > Imi(M),

M mgmflant un sousensemble convenable de M’. .

(H)
Ui

M. Visser’) généralisa’ ce théoréme de la maniére suivante. '

11'remplaga la fonction d’ensembles’ »(M) par une fonction arbi-
traire additive, non négative, finie pour tous les M bornés, définie

pour les ensembles’ d’une certaine famille addmve tontenant. tous

les ensembles boreliens..
Par une famille additive!) d'enaembles d’nn espace R nous
entendrons une famille jouissante de la propriété suivante:

1) Bhohfeldt H. F.: A new principle in the geometry of numbers, mth -

some apﬁhcahons Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914), 227.
e théoréme jouit d’une forme appliquée 4 la généralisation.

‘) Visser C.: Ori a theorem in the geometry of numbers and a property
of mass distributions‘in n-dimensional space. Akad. Wetensch. Amsterdam,
Proc. 42 (1939), 487.-

‘) Saks 8.: Theory of the Integral Warszawa 1937, p. 7, § 4,

.
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: ’0 te (0 sxgmflelensemble wde) EEE
2 Mte = R — ]’[sQI . |

0 3. M;eU pour v =1, 2, ..=>ZM1,EQ1

vP&r une fonctvon d’ensembles v(M ) additive, non neqatwe [bref
mesure, en anglais meusure )] sur une famille additive Q nous allons
entendre une fonction réelle qui est définie pour tous les M e Ql et
rempllt les condit ons suivantes:

1. 0< 1(M)< o pour M e
2. v Z M) z v(M;) pour chaque suite {M;}

& ensembles dlqjomts de 2.

Sans restreindre la généralité on peut formuler le théoréme
de M. Visser de la fagon suivante. Pour chaque ensemble borelien M
ayant une mesure lebesguienne 0 < m(M) < oo il existe une trans-
lation qui, transforme M en M’ tel que »(M') > ) .m(M). En effet,

_chaque ensemble M contient un seusensemble borelien N C M tel
-que m(N) = my(IM).

-~ A présent on va généraliser le théoréme cité de la maniére

“suivante. On remplacera le groupe de translations dans R, par un

certain groupe de homéomorphies dans un espace métrique plus

' général et la mesure de Lebesgue par une mesure générale. Cepen-

~

et «’ eS B’ €8 tels que

‘tels ques)’

dant on va se borner aux espaces R a mesure finie. D’une part

_ cette restriction admet une formulation du théoréme principal bien
simple, d’autre part elle n a pas un caracté e trop restrictif. En
-effet, on va montrer dans la suite que le théoréme de M. Visser
tésulte comme une conséquence du notre theoreme par un simple

passage a la limite,
.Théordme 1. Soit S un groupe méirisé, séparable et mulnphcatzf

- Sotent «.& et éyal ment Ex des transformations continues en £ ¢ S pour

tout «x e 8 (pour « fixé «& signifie une. homéomorphie de S .n S). .
Soient a(I’) et ©(I") deux mesures définies pour tous les ensembles

*boreliens I'C 8. Soit 0 < a(S) < ©, 0 < 7(8) < 0.

Pour chaque ensemble borelien I'C 8 'tl existe alors xeS, el
o) «IP) < (5) a(ar) o S

L alS) wIB) 2 1S olw'T) @)
Démomtration. Evidemment il suffit de prouxer la- relation (1).

Par S bn va’ désigner le produit cartésxen S x S (métnsé par la

) Voir 4) p- 16,.§ 9. -
: ') La slgmhcatxon des symboles Fﬁ eto. est éVLdenbe

1
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métrique habituelle: g ((x, ﬂ), (o¢ yid )) = ng(a, ') ¥ g‘(ﬂ ,3 )) |
Pour I"C & soit P = P(I) Pensemble de points (~, f) ¢ S tels que .
af e I'. T étant un ensemble borelien, P(I") lui-méme est borelien.
En éffet, soit d abord I" un ensemble fermé. Soit {y;, y,, ...} un
ensemble dénombrable et dense dans §. Désignons par I (n = 1,

8] -

...) lensemble de pointé (%, ) e& tgls que o (yif, I') <

Iy est un ensemble ouvert dans S.
Désignons par A," 'ensemble de pomts (o, ﬂ € 6 tels que'

1.
o (&, y3i) < '

Evidemment A4,° est également ouvert dans S. On ‘a alors

PI) = ﬂ ZI” Al

=1i=1

ce qui représerte un ensemble Go dans &. 61 I'= Z F, on a évi- ,

demment P(I') = Zcp(r et également & — P(I') = P(S — I).

Désxgn()ns par B la famﬂle ds tous les ensembles I'C 8 pour les-
quels P(') est borelien dans S. B étant ung famille additive et
contenant tous les ensembles fermes elle contient tous les ensembles" ;
boreliens dans 3.

Une famille o7- mesurable’) dtms S est la plus petite famllle
additive d’ensembles de & contenant tous les produits cartésiens
M x N ou M resp. N parcourent tous les ensembles de S o- résp.-
7-mesurables. & étant séparable il est aisé de voir que chaque
ensemble ouvert dans S est gr-mesurable, car on peut le représenter
comme une somme dénombrable d’ensembles de la forme M X .N .
olt M, N sont ouverts, donc mesurables dans 8. Alors, la gt-famille
d’ensembles de & contient tous les ensembles boreliens.

"Puisque nous supposons dans notre théoréme que I soit -
borelien dans 8, P = P(I") est un ensemble or-mesurable dans S.
Mors, d’aprés lo théoreme de Fubini on a%) [I < 7(8, . o(8)]

0> 1 —fdr(cx)da(ﬂ) f[dr(oc) f dv(ﬁ)]-._ o
-—-sfo' —-lr)dz(a) f SRR _}

A
]

J ’affirme qu’xl existe un o ¢ § tel que ¢ (oc‘“ll") P ( S) Supposons

que - cette mégahté ne soit pas vrale, donc que pour tmu; les xed

‘:1)Voum),p82§9 L e v
%) Voit ‘J,p 85 o . Lo .
‘..-3»;;, : : . . \ ‘ | ) - - 1‘3.5‘,!
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- on 'ait o (a—lI‘) < Désxgnonq par S (n = 1,2, ...) Pensemble

( )

’ de tous les & pour lesquels o~ < r_(ISS (1 — 711—) Evidemment
on a § = lim §,, donc 0 <1(8) = lim 7(8,). Alors il existe un tel n

n-—>w n—oc

( ?
S) . Ensuite on a

| pour ]equel (S, )

Sfo(a—lr)dr(a) ~[ + [ ;T_{W(s-- 5+

S—S, S,

I 1\ . I1(Sy) 1\

1 — =} —_ ] 2\ I

+ 1(8)( n) ©(S) =1 nt(S) = (l 2n) <!

ce qui est une contradiction. : .
D’une maniére analogue on obtient

L= [1dop) [ de(x)])= [ =75~ dotp).
“On montre également qu 11 doit exister un BeS tel qu'on ait

—1
U= gy
.cas-précédent

Dans le cas contraire on aurait comme -dans le

[ do(s >[(S) o(B) = 1.

s .
De ces deux relatlons 11 suit qu’il existe « € S, Be S tels que

: (S) o'(oc"lF) = 1= 0(8) r(I’ﬂ—l) ,
- erq. f d\ - ' .
g Théoréme 2. Sozent remplzes -les suppositions du théoréme 1.
Soit o(I'x) = a(I') pour chaque « € S et pour chaque I' C S borelien.
C Pour chaque rcs borehen il existe alors f, ' € S tels que

<78 o)
w(6r) < T

" La demonstratlon est év1dente

. Théoréme 3. Soit R un espace métrique, separable Soient v(M ),
.'" u(M) deux mesures définies pour tous les M C R boreliens. Sozt
.~—0<v(1?)< @, 0 < u(B) < .
. ,Soit S un certmn grqupe tmnamf de homéomorphzes de R en R .
'Suppoeona o
L L qudemateunaeR(&eSpouM*—l 2,. )telquef.a»a
entra?ne §.x >z pour chaque e R et E,f-la - a, o
!,‘-336.”',' S , ' Yo
"“‘:‘\',v\--‘ - o < . . ‘ N

<«pr. ®
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‘ 2. que ,u(ocM) = u(M ) pour chaaue € S et pour clmque M C R ,
horelien, :

3. qu’il existe un b e R tel que l’eqahte y(I’b) = ,u(P—Ib) est

urave pour chaque I' C S pour lequel I'b, I'=1b sont boreliens dans R.
- Alors, pour cha,que MCR borelien'sl existe B, B’ € 8 tels que

o < OB <pan. W

Démonstration. On va apphquer le théoreme 2. Etabhssons
d’abord Ia métrique dans le groupe 8. On sait qu’il existe un a ¢ R-
jouissant de la propriété 1. Faisons torrespendre a chaque « e S
le point. f(») = aa € R. La transformation f(x) transforme S.en R
(transitivité du groupe S) et elle est biunivoque. En effet, si aa = fa
(¢, B€8) on-a f~laa =a donc &a-> a -pour &= f—x, donc.
ﬁ—lax = z pour 2 € R, f~lx = 1, « = f. D’une fagon plus générale,
xx = B pour certain x ¢ R éntraine x = p.

Définissons dans S la distance par o(x, §) = o[f(s), /(6)]. La
transformation f(«) est alors une homéomorphie et 1’espace S est *
donc séparable. Soit « € S. Pour & — &[&, £€S] on a f(&) — f(&),
donc &a— &a, donc «éia— oc{-‘a a&; — né. A]ors a&‘ est une trans-
formation continue en é&.

Pour & — & on a &a — .fa dono E—‘lfza — a, donc (d’ap-és la

supposition 1) §—1&; 5—1(1 — & a, &8 la — a, E&la —> a, Ela—>, -

> &, El > EL .

Alors &—1 représente une homéomorphie de S en S. &x est’

également une transformation eontinue en &, car fx = (x—1£—1)—?
(&x est donc une homeomorphle de S en S). Si.I" est borelien dans S,
évidemment I'—! est aussi borelien'dans S et il y en a de méme |
avec I'(x) dans R pour. chaque x ¢ R, car x = ocd entrame I'(z) =
= I'da = f{I'x) ol F'x est borelien dans S.
On sait qu’il existe un b ¢ R jouissant de la propriété 3. Pcsons .
o(I') = u(I'b), ©(I') = »(I'b) pour I'C S borelien.

o, 7 sont évidemment deux mesures dans S. On a a(S)
= pu(Sb) = w(R) et également t(S)=v(R). Soit aeS, I'CS
borelien. Alors on a .

o(Fx) = w(lab) = p(o—1I'=1b) = p(I'=1b) = p(I'b) = o(I'). . .
Soit M borelien dans R et soit I" I’ensemble de tous les & ¢ S pour
lesquels &b ¢ M, donc I'b = M. °I" est donc évidemment borelien °
dans 8. D’aprés le théoréme 2.il existe alors B, B’ €8 tels que

(ﬂr><"‘R’(§‘f 'Lupr).

Dapreés
ool = ﬂ(M), (BI') = »( ﬁf'b) = 1’(1~‘3M). ©(B'T) = v(B'M)
on obtient 1mmédmtement la, thése du notre théoréme




) Sl le groupe S est commutatif on péut supprimer la supposn
- tion 3-dens le théoréme précédent. En effet, on a

Théordme 4. Soient »(M), u(M) deux mesures définies pour tous
les M boreliens dans Uespace mémque sepamble R. Soit 0 < »(R) <
< oo, 0 < u(R) < 0.

© Sott S un groupe transitif et commutatzf de homeomorphzes de R
en R Supposons que u(aM) = u( ) pour chaque « € S et pour cha-
que M C R borelien. '

’ Pour chaque M C R borelien il existe alors B, p’ € S tels que
R :
wpan) < ML < g, @
"Démonstration. On prouve d’une fagon tout-a-fait analogue
. & celle de la démonstration du théoréme précédent que f(a) =
= oaa € R est une transformation biunivoque de S en R (a étant
. un point quelconque de R). Ensuite on établira la méme métrique .
. qu'auparavant. Le groupe § étant commutatif il en résulte que
non seulement of mais aussi £x est une transformatlon ‘continue
en E(x;, EeS).
Posons o(I") = ,u(I’a), t(I") = »(I'a) pour I" C 8 borelien."
Alors on a o{Iv) = u(laa) = pu(xI'a) = u(I'a) = o(I'). Notre
. thése s’en suit immédiatement. ,
‘ Remargue. On peut aisément étendre le théoréme 2 aussi au
-ca8 7(8) = oo {mais ¢(S) < oo]. En parcourant la démonstration
du théoréme 1 on voit facilement que la theése (3) du théoréme 2
" jouit dans ce cas de la forme suivante:
Pour chaque I"C 8 borelien [o(I") > 0] et pour chaque 4 réel
il existe un # € S tel que 7(8/') > 2. Il en est de méme pour la thése
 du théoréme 3 et. 4 dans le cas »(R) = oo.
k Soit R = R, 'espace cartésien & n dimensions (n =1, entler)
Pour ses points et pour les opérations avec eux on va se servir des
notations habituelles dans le calcul vectoriel. Nous desxgnerons par
®B(5) I'ensemble de points (,7, 17, -+ -, 5a1) (7 > 0) OU iy, 4y, ..., in
.. parcourent tous les nombres enticrs. Si Yon a a—be® (77) on
- appelle @ congruent avec b modulo 7 [a = b (mod 7)]. Désignons.
. par ‘H,° I'ensemble de points (x,, z,, . o, .’t,.) pour Iesquc]s — <
. 2 < $7; 1= 1,2, ..., n. Cest un cube au centre 0 et & aréte 5.
' goit Hp=HL 4+ a (un cube au centre a et & aréte 7). Les cubes
. H o oh ag parcourt tous les points ®(n) sont disjoints et couvrent
‘* "R, Soit m(M) la mesure lebesguienne de I’ensemble M C R."

"¢+ ThéordmeH. Soit > 0. Soit v(M) une mesure définie pour tous
 bey M C R borelzens Supposons

= WA D=0 - . )
_",paurchaque:v~—0(mod7;) Smt0<v(H°)<oo o

(PO . ’
‘ 'r”. ! . . S N . . . . .
L S . . . Lo . . !
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"Pour chaque M C R borné et borelzen zl zxzste alors a, a" e R tels '
que

DD o )

VI + a) < 2

Démonstration. On va appliquer le théoréme 4. Choisissons un
r > 0 impair tel que M C H®,, (on va supprimer I’indice r7 jusqu’a
la fin de la démonstration). Construisons I’espace R en 1dent1f1ant
tous les points congruents mod r7.

Pour a, b ¢ B définissons la distance par legaht;e suivante:
g(a, b) = min o(z, y) [o(x, y) étant la distance en R]. Il uffit de
r=a !

prouver l’yir;ébgalité o(a, b) £ o(a, c) + o(c, b). D’apres la définition
il existe x=a, y=0b, 2, =2,=c¢ tels que g(a,c)= o(z, ),
o6, b) = oz, 9) = ez, ¥ + 21— 2,)-
Donc .
ewbrfd%v+a—49<ewzo+d%y+a~wﬁ:
= ¢(a, ) + o(,.b :
L’espace R est évidemment sépara,ble (méme compact).

- Nous allons dire que 'ensemble 4 C R appartient'a B (A C )
lorsque ze¢ A, y = x = ye A. Lorsque A C K et lorsque A est
borelien dans R, il est aussi borelien dans E. .

Si A est borelien dans R posons w(A) =m(4 . H°), #(4) =
=v(4 . H°). .

Ce-gont évidemment des mesures dans ’espace R. Dorénavant
a; va pa,rcourlr tous les points d’ensemble ®(rn). Soit N = Z(M +

+ a;). Cette somme posséde des termes dlS]omts, car M C H°. o Alors' ,
N est évidemment borelien dans R Pour aeRona-

WN + a) = »[H° . Z(M + a;'+ a) v[ZH° (M 4 ai + a)] =
.—Zmr(M+m+@yuﬂﬂﬂ(M+m+mL4;
= Zw[H—a» (M +a)] = vZH~a» (M + a) = »[(M + a) R]

' Dono : L
W(N + a) = v(—M + a) \ o (6) -
et également ‘ ( o ’ :
Wl + o) =md +a)=md). ()
Ensuité ona ' ‘ RN
,u(R) = M(H° R) = M(H") = (fn)" 8



Les points b; pa,rc(;urént Iensemble ®(n). On a (r est impair)
MR) = v(H°) = vZH b H° = > Hpbi= 2 v(Hb) =

bse HO bjeH°
= Z v(H ,,' = ry(H°®,).
“b; ¢H°
Donc .- - ,
(R) == r"v(H ) ‘ )]

Smt S le groupe dé toutes les translations dans R. Deux points
congruents se transforment par une translation en points congruents
- eux-méme. S est évidemment transitif et commutatif.

Pour chaque 4 borelien dans R et pour chaque ae¢ R on a

: u(A +a) =m[H° . (4 + a)] = m(H—“;.A + a) =mH—.4) =
- =mH A ZH" = 2m(H— . H% . A4) =

= Sm[H—*— . " (4 -+ a))] = Dm(H>—% . H° . A) =
= m}jm H—o—% = m(H° . A) = p(A).

: Donc la supposition du théoréme. 4 est remplie. Il existe alors
. a.a’ e R tels que’

A\

- S
o WV 4+ @) < p(R) < WV + ).
* Donc [d'aprés (6), (7), (8), (9)

o TR <o )

! Oqfda . ' :
L “Lemme 1. Soit ¢ ¢ R n>0. Soit v(M) une mesure deflme pour
~ tous'les M C R boreliens. Smt »(H) < oo pour chaque cube H C R.

’ Il existe alors urme mesure »(M) définie pour tous les M C R
botehens telle que M C H,* = 5(M) = v(M) et telle que (M +
z) = »(M) pour chaque z ¢ B(7) et pour chaque M borelien.

‘Démonstration, Le point a; va parcourir 'ensemble ®(n).-Pour:
M C R borehen posons v(M ) = ZV(M H =% 4 a;).

- " Evidernment M) est une. mesure dans R. Si M C H,* on ne:
peut avoir M-. H,2~% == 0 ]3‘18 pour a; = 0. Alors on a v(M )=
":, = (M . H., + 0) = p(M). Ensuite pour z e G ona. -

N

‘;' e, L WM+ x) ,__vl;(M + 2) . Ho—% +a] = /
= Z”[M 'H“"ﬂ"’ + {a: + z)] = ZV(M He— 4 @) = V(M )- -

?‘,z‘ .

" . " ’ ‘. . H . .
r __'w e . . B NEEY N
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Démonstratmn du theoreme de M Visser. On va apphquer le
théoréme 5. Soit M borelien dans R, soit 0 < m(M) < co. Choisis-
sons un A" tel que ~ > 1’ > 1 > 0. Evidemment lim M . H® = M.

Choisissons 1 assez grand pour que e
i ] — ’ -
m(M;) >V—%,— m(M), (10)
ol
, Mi=M. H? : (11)
Chounssom ensuite @ et y > 0 tels que . ‘ _ '
o A wHe : :
R — s > A7 —— > A 12
U D V/l o - ag
Pour 4 C R borelien posons C
' : v'(4) =v(4 . H2). (13)

Evidemment »’ est une mesure dans R et v'(R) < oo.

D’apreés le lemme 1 il existe une mesure #(A) telle que (pom'
A C R boreélien).

. #d)=1+'(4) pour AC Hey s - ‘

et telle que ‘ (14)
' WA + x) =v(4) pour x (6(17 + 3@)

On a [a; parcourt G(y + 34), Vindice h+ 3 est suprimé]
WH y3) = 29(H° . H %) = S o(H— HY) =
| = w(H®) == v'(H) == v(H,").

Alorson a
’ 0<”(Hm3z)<00 '
D’aprés le théoréme 6 il existe un z ¢ R tel que [voir (10), (11), ( 12)]

’ ' y(H,®) . m(M) '
N v(M;—i—- ) - > (77 FRCH T l/i' V}»' m(M) .
dono tel que '

(M4 2) > Aom(M 15)‘
Pour un point u'e B(n +-3¢) convenable on a d0nc v[(M + a:)
H“+"] > 0. Ensuite on a [voir (13), (14)]

V(M +x) He+v] = :

-—v[(M +w—u) HY = v'[(M; + 2 —=—u). H"]—“~
, (M + 2 —w). Hy"] > 0.

Done (M;+x——u) H,s +0. Puisque M; C H ona Mt g—
w—u C H#*. Donc H Hpf 4 @ et HF~*C H’.,+s» Donce -,
M + :c——~uCII,,+st, doncéaprés (14), (13) ' I

[
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( +w—u)—v(M,+w—u)
= y[H,* . (M; —|—x-——u)]<v(Mt+x~—u)<v(M+x-—u).
Alors on a d’a,prés (158)

(M+ z—u) 2 #(M; —{—x——u)—v(M,—{— 2)> 2. (M)

| oqfd. -

‘Dans le cas oli »(M) est une fonction additive spéciale du
théoréme de M. Jessen on peut supprimer quelques suppositions
des théorémes 1,2, 3, 4. )

Dans les théorémes suivants R signifie un espace fixé et S
un groupe de transformations biunivoques de R en R. Dans I'espace

"R soient donnés points: a,, a,, ..., a». A étant un sousensemble

de R, v(A) signifie le nombre de pomts a; contenus dans A.’ Alors

on a v(R) =h. Si ae R, AC R, alors F(a, A) signifie 'ensemble de

tous les x € S tels que o= la e A.

Théordme 6. Soit o(I") une mesure définie pour tous les I d’une
famille d’ensembles additive S de groupe S. Soit 0 < o(S) < oo.

Soit M C R. Soit I'(a, M) o-mesurable pour tous les x e R et le
nombre o[I'(x, M)] = | M| soit indépendent de x.

Alors il existe x, o' € S tels que )
- | M|
ol

Démonstratmn Supposons que Pinégalité

sty > 2 Ml

of8)
soit vraie pour tous les « ¢ S.
Soit % I'ensemble de tous les & « § pour lesquels a M contlent

oty <M < any. (16) -

=h'

- le point a;; soit I'* = S — I'i. I.’ensemble de tous les x ¢ S pour
- lesquels xM contient exactement s points a;,, ai,, ..., a;, du systéme

N {a,}, est évidemment donné par la formule

I'"'F':"'F‘a'r‘u—l*"'I-"'h*‘ (T)

1

- 'Cet enﬂemb}e est o-mesurable, car I'; = I'(a;, M). Par £ nous. allons
s démgner le systéme de tous ces ensembles (1) dxs,]omts couyrant S.

On ‘a done

thl Za(] )=z{ r; o(I") =
i i= r;
I'e®

l ,_1'18

= a(r[)~ > _1 > Z o). b = h’o(ﬂ) = th!

On aboutlt amsx b. une contra,dlctxon



. . S
On peut prouver 1’autre part de l’megahté (16) d’une mamére
tout-a-fait analogue.
Théoréme 7. Soit 1(M) une mesure définie pour tous les M d’une
famille additive d’ens mbles de R. Soit 0 << u(R) < co.
Soit S un groupe transitif de transformations biunivoques de R
en R. Supposons ..
1. que u(xd) = u(A) pour chaque A p-mesurable et pour chaque
x €N, . ) _ .
2. qu'tl existe un a € R tel que « € S, 0o = a = x = 1 (identité
et tel que, I" étant un sousensemble de S pt I'a étant en outre un ensemb
u-mesurable, Nren est de méme pour I'"'a etona

" ule) = w(Ia).

Pour chaque M p-mesurable il existe alors &, o e,Sﬂ_te'ls que

h . p(M) , , -

: < . 7
v(a‘M),__ W(B) (o’ M) (1 ),

. Démonstration. On va appliquer le théoréme 6. Soit a le point
mentionné dans la supposition 2. 4 parcourant la u-famille additive,
I'(a, A) C S parcourt aussi une famille additive &. £ parcourant le
gro ipe 8, £a représente une transformation biunivoque de S en R.
Alors, pour que I" soit un élément de G, il faut et il suffit que I'la
soit p-mesurable. Pour ces I'= I(a, 4) posons [transitivité] '

© o) = ule) = p(I''a) = p(A).
Evidemment I'(a, R) = S, dono , .
o(8) = u(R). -8y

Soit x € R. Soit = £a. Soit M u-mesurable dans R. Comme .
Uon sait I'(w, M) signifie ’ensemble de tous les y € § pour lesquels
ona y—1¢a e M. Pour cela il faut.et il suffit que (y—1&)~1 e I'la, M),
donc que &~y ¢ I'(a, M), c.a.d. y € £I'(a, M). On a donic I'(x, M)

== &l'(a, M). I'(x, M) est donc a-mesurable car M = I"-Y(a, M) a,
donc I'(a, M ) a et par conséquence SF(a M) a sont ,u-mesurables
Ona -

o[I'(x, M)] = o(él(a, M)] = ,u[EI’(a M) a]
= ull'@, M) a] = uI~a, H) o] = (M

D’aprés ces relations et d a,préq (16), (18), il résulte (17). .
Théoréme 8. Soit u(M) une mesure définie pour tous les M d’z‘ne"

famille additive d’ensembles de R. Soit 0 < u(R) < oo. '
Soit 8 un groupe tranfnhf -commutatif de tmns/ormatwns brani- -

voques de R en R.‘Soit u (aA) = ,u(A) pour chaque A u-mesurable
et pour tous x € 8.

R X



4 ‘ Pour chaque M ',u-mesur'ablel’il extste alors v, o e 8 tels cIIHue>
vaM) < {b;’[{%{—)— < v(cx.'M). _ 17y .

Démonstration. .On va appliquer le théoréme 6. Soit @ un point

-

- arbitraire de R. A parcourant la u-famille additive, I'(a, 4) lui--

méme parcourt aussi une famille additive ©. Pour tous ces I" posons
: o(I") = w(l—'a) = u(4). o

On 'a a(S) = u(R). Soit M u-mesurable et soit z ¢ R. Soit z = &a.
On sait que I'(x, M) est 'ensemble de tous les y € S pour lesquels
y—1¢a ¢ M. Pour cela, il fant et il suffit que ytla e¥—1M c. a. d.
que y ¢ I'(@, &~1M). Donc on a ['(x, M) = I'(a} &1 M). M étant
u-mesurable il y en a de méme pour &—!'M, donc I'(x, M) est
g-mesurable dans S. Ensuite on a

o[I'(x, M)] = pu[I'(z, M) a] = p[I'—Y(a, &~'M)a] =
C = (&M = p(M). :

D’aprés le théoréme 6 on a (17) cqfd. ST

"
0 zobecnéni vity Blichfeldt-Visserovy z geometrie &isel.
' (Vytah z ptedehazejiciho ¢lanku.)

V prostoru R, v némi je definovéna ,,mfra* u(M) (neziporna,

- aditivni mnozinové funkce?)’) na aditivnim systému mnozin &),

budiz dano k bodu: a,,a,, ..., as. Necht 0 < u(R) < oo. Necht

; ¥(4) znaff pocet bodi a; vyskytujfcich se v mnoZin€ 4 C R. Stfedn{

hustota mno#iny téchto bodi v R je b _AB) = ¢. Budiz §

. mw(R) . u(R)
jistd grnpa prostych zobrazenf prostoru R na R, zachovaivajici{ miru

v Rt on xeS,; M eS = ula(M)] = pu(M)). Toto pojednani za-

* byvé se otdzkou: za jakych podminek existuje pro danou mnozinu
"M e S takova transformace « z S, pro kterou transformovana mno-

Zina «M obsahuje alespoil cu(M) bodii a; [t. zn. »(a M) > cu(M)].
V tomto pojednan{ je studovan té¢ podobny problém pro obecné;jsf,

aditivni, nezdpornou, mnozinovou funkci »(4). Véty zde uvedené

%

jsou v jistém smyslu zobecnénim znamé Blichfeldtovy véty z geo-
‘metrie ¢isel, kde v podobném problému!) se jedna pouze o grupu

yérch translac v n-dinlensionalnim kartézském prostoru.
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