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Sur la distribution des mesures sur une. sphére 2 n
- dimensions. - |
Vladimir Knichal, Praha.
(Regu le. 19 mai 1946.)

Dans mon article!) ,,Sur une généralisation d’un théoréme des
MM. Blichfeldt et Visser dans la geometne des nombres* ]’al réussi
a prouver le théoréme suivant: :

Théoréme 1. Soit S un groupe métrique et séparable (multzph-
catif). Soient & et & des transformations continues en & e S pour
tout x € 8 (donc, « étant donné, x& signifie une homéomorphie de
8 en'8). Soient o(I') et 1(I') deux mesures?®) définies pour tout I'C S
borelien. Soit 0 < o(8) <o, 0 < 7(8) <. Soit o(l'x) =a(I)

* pour tout « € S et pour tout I'C S borelien. Pour chaque ensemble
rcs bnrelzen il emste alars ﬂ B'e S tels que .

[

<8 ’(S)‘”< apry.

Dans la note suivante je voudrais présenter — par apphcatlon
du théoréme cité — la solution d’un probléme di & M. Rossler — .
d’un probléme tout-a-fait analogue & un théoréme de M. Blichfeldt
connu de la géométrie des nombres: Soient domnés A points z;,
%, ..., Tp arbitraires sur une sphére & n dimensions et a l'aire P et
un ensemble M situé sur cette sphére a la mesure (lebesgulenne)

w(M). Alors sur l’umté d’aire tombent en moyenne - - points ;.
Si'la dlstrfbutlon -de points z; étaxt homogeéne, l’ensemble M oon-
» tiendrait_environs ; #(M) de points cités. ,On se pose la questlon '

'51 l’on peut ,,fa,u'e tourner I'ensemble M quelle que soit 1a distri--

" 1) Cagopis pro péstové.hi matematxky a fymky, Tome 71 1946 page 33.
Théoreme 2.
3) 8. Saks, Theory of the Int.egral Warszawa. 19'{7 . 18 (une mesure
. 'est une foncgion d ensembles ‘non négative et dénombrablement addmve)

4.
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bution.de oés poixitS/de la faqon qﬁe l’éhsémblé tranéfp‘ﬁﬁé pai- cette :

k-
rotatlon contienne au moins-— ,u(.M ) pomts ;. Ce probléme, méme

un probleme un peu plus géneral est résolu d’une maniére affir-
‘mative par le théoréme suivant; ) '
. Théoréme 2. Soit n > 1 un nombre ent@er Soit K K une
sphere @ n dimensions

x0+x1+x2+ sz = . () -

T

cala metrique habituelle (comme un sousensemble d’un espace Ry.1

cartésien & » -+ 1 dimensions). Soit u(N) Uaire d'un ensemble

N C K borelien. Soit »(N) une mesure?) arbitraire définie pour tout
" N C K borelien. Soit’) 0 < v(K) < co.

. Pour chaque M C K borelien il existe alors des transformations
B, B’ isométrigues positives (c. a d. des transformations linéaires ho-
mogenes, orthogonales au. déterminant 1, transformant alors la

- surface (2) en soi-méme d’une maniére lsometrlque — briévement
'appellees ,,rotatlons ‘Yde la sphére K telles que Uon ait

wpan) < K’(j‘{‘f’ ) < ). 3)

_ Avant de démontrer le théoréme 2 nous allons établir d’abord
iquelques remarques et lemmes.

Dans ’espace R,+1 nous allons dés1gner les points et les rayons'
vecteurs correspondants par les mémes lettres.

Soit.f une transformatlon isométrique de la surface K en K

"Pour z ¢ K posons f(x) = «’. Pour x, ye K on af) (' —¢'): =
o= (:t:—-—y)"x done .

.y ==y (4)

" Désignons les pomts (1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0, ...,1)

qui se trouvent gur la sphere K successivement par a,, a,, s, ..., as.

- Ce systeme de points représente une base linéaire"orthogonale dans -

R, .7 (car a?® = 1, a; . a; = O pour i = k). Selon (4), a/g, @'y, ..., @'
forment, évadement aussi une base linéaire orthogonale et 1on a

Ay = Zahaz, ou ok sont- des coefficients réels. Ces coefficients

forment d’apres (4) une matrice ‘orthogonalé au -déterminant

temb=2 1 8i|on}= = + 1 on a la transformation isométrique

positive, dans le cas contrau-e négative. Etantfx = (Zgy Ty se s :c,.)

3) Dans la note citée suh 1) on peut s mstrmr comment le cas d’un svs .

. témé de A pointa z; se peut déduire corhme un 6aa particulier du théoréme 2.
' 4 Dans le* cas v(K) =0la relahon (3) est aussi satmfame. mais ce cas

éat banal..
v ') En apphqua.nt la symbohque du calcul veotonel

-
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x = A CATE ST n) on az = Zx,a. et x = Zﬁ,a i alors d’apreﬁ
((14) =x.a;=2.a; = ﬁ,, donc x' —Zxka k —-Zxkxhat _}_‘x @i,

onc . ;
s o = %“kixk- ' (5)

La transformatien f est doncreprésentée par une transformation (5)
linéaire orthogonale des coordonnées ;.

" D’autre part, soit a'y, a'y, ..., @', une base lmealre orthogonale
située sur K. Il existe alors une seule transformation isométrique f

telle quel on ait f(a;) = a’s. Siz = Vwﬂ, on a évidemment [von' (4)] B

= f (x) = sza i ) (6)

Le systéme de toutes les transformations isométriques resp.
isométriques positives de K en K forme un groupe S = S, resp. -
S = 8,. Ces groupes sont évidemment transitifs.

La sphére K [voir (2)] est un espace compact.

Définissons une métrique dans Pespace S comme il suif: -
Posons ! ‘

elx, ) = Supl x(x) — () | = m&;t | () _ﬂ(x I (7)
pour a, B e S. p(x ﬁ) rempht les postulats d’une metnque

Lemme 1. La transformation { = &n dépend d’une maniére con-
tinue du couple £, 7 S. s

Démonstration. Soient &, o € S, &y = &yo, € > 0. La sphére
étant compacte, on peut choisir £ >0 tel que l'on ‘ait | &(x) —
— &(z") | < Je pour |z —2' | <& x, 2 e K. Soit g(§, &) < e,
o(n, mo) < €. On obtient ensuite o(&n, &) < @(517, Em) + o(Eom,
Soma) = sup | énz — x| + sup | Loz — Eonoxl S sup |y —

—‘Eoyl‘*‘suilfoy'—foy |<%3+é€=5

Y€ > -
Lemme 2. La tran.sformatzon &1 dépend d’une maniére contmue_
de la transformation & € S. . 8 » -

Démonstration. Soit £ e S, & > 0. Il existe alors g > 0 tel
que J’on ait | S“lx-—f‘"lx | <epour o, 2’ e K, |z—2'| <€
Soit (&, &)< &'. On a ensuite g(é =1 E—1) = sup | 5-13: —b 1z l——
=sup|y— 50*‘5y| = sup| 6r‘§oy — Eo“‘fyl ., Bup | &2 —

|z—z k<e :
—_ E —-lz } S €. ’ _ . ~ z,2'e
’ Corpllalres. Bix e Sresp. S et si & parcourt I’espace 8 resp. S,

AY
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alors af, £, £ représente chaque une homéomérphie de S'en S
" resp.de Sen 8. Six e g resp. Setsi FC S resp. S est un ensemble
borelien®), les ensembles «I", I'x, I'—! sont aussi boreliens. ¢

Lemme 3. L’esptwe S et par suite aussi l’espace S (qui est un
'sousensemble fermé de ’espace S) est un espace compact.

Démonstration. Soit a; e S (¢=1,2,...). K étant compact,
on peut choisir de la suite {«;} une suite {8;} partielle de maniére que .
Biag—>a’'y pour ¢—>o0, k=0,1,2, ..., n On a donc (Bi) .
o (ﬁial) - a'k . a,'l. )

Majs [d’aprés (4)] on a (ﬂ@ak) ﬂ,a,) —=ar.a. Il sen suit

a'y.a1=ar. . Le systéine a’y, a’y,...,a’, est donc une base

orthogonale Soit # une transformation Nometrlque transformant

apen a’y. Soit x = (%, y, ..., ;) € K et ¢ > 0 et choisissons ¢ assez
. grand pour que lon ait | ﬂ,.ak—ak[ <-—~-+—l, k=0,1,.

On a | fiw— pr| = | Zaulfiar) — Jeuar) | < 2| far — @] <

< (n + 1) - '““4‘_‘7 =¢&. | - o

\

Il 'en suit fi— feS.
Nous allons considérer le lemme suivant comme connu.

Lemme 4. N C K étant borelien et « étant un élément de S, on a?)
w(6N) = u(N)et 0 < u(K) <oo.

. Dorénavant soit S, le systéme de tels « €S pour lesquels
xa = a (& cause de briéveté on écrit.a, = a) S, forme évidemment
un groupe.

‘ Lemme 5. Le groupe S, est isomerphe et isométrique avec le
- groupe Sp—y (n = 1, entier).

: Demonstratlon Soit o € S,. ax détermine donc uné transfor-
‘mation positive isométrique de la surface K, _; en soi méme (on
- peut considérer K,_; comme un sousensemble de K, en posant
~zeK, 1< z2¢K, x.a=.0). Dautre part, «’ étant une transfor-
' mation positive 1sométr1que de la surface K, ; en soi-méme, on
peut la prolonger en toute la surface K,: En effet, définissons o
- de telle fagon que Ton ait aa = a et cxa, = o'a; pour ¢ == 0,1,

- 'n— 1. Cette correspondance « «— «" est évidemment 1somorphe
- Elle est méme isométrique, ce que nous démontrons de suite.
«, B étant des éléments de S, et 2 étant un élément de K, définissons
Ye K,._.l\ de maniére que l'on ait x = 1y + A’a 4L réels) =

$) I'c § étant borelien dans S il est borehen aussi dans 8§ et récipro-

- quement (S est fermé dans S)
i 7) «N est par suite aussi borelien dans K.

v/

‘“
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=x.a, A= V(x ).'a)' donc A + A = 1, HI < l] On a8 donc 3

oz — | = | A(ay~ﬂy)+l'(w-—ﬁa)l ~Wlo‘y~—ﬁ.2/l< _

< |ay—pPy| et donc sup | xx — Pz | < sup | ay — Py |. Puisque
”‘Kn—l
on a aussi sup | ay —-ﬁy[ < supl ax — x|, on obtient pour la
Ve K,n - ”
distance dans I'espace Sn_l [4 (oc B) = olx, B).
Lemme 6. Il existe un T C S jouissant des propriétés suivantes:

1. Pour chaque x ¢ K il existe exaclement un seul x = oz € T
tel que Uon ait xa = x.

2.8t BeSs, €T, 0a +=—a, on a locﬁeT

3. xeT entraine x—1eT.

4. oy, op¢ T entraine chl—‘a — ag7la | =] ma — oal. La
transformation biunivoque x «— x' de Uespace K en sot-méme donnée

par la relation x = (az)—1 est donc 1sométrique et (en vertu du lem- (

me 4) ne change pas la mesure u. .
C b o, g, i€ T xg e Ty xg@ :{:—-a Xl — Xl pour z—»oo
entraine x; — &g POUT § —> 0.

Démonstration. Pour » = 1 il suffit de poser 7' = 8. Soxt
done n > 2. Soit U le groupe de tous les « ¢ § pour lesquels on a

aag = a; (5 =1, 2, ...,n — 1). Soit T le systéme de toytes les trans-

formations de la forme p—1xp ou B parcourt les éléments de Sy et o

ceux de U. Pour z ¢ K.il existe y & K, tel que z=Ay-+A'a (4, A’ réels, ,
donc 4% + 1’2 = 1). Ensuite il existe un f € S, tel que gy = a,. Soit
a € 8 la transformation qui transforme a, ay, ..., an—1, a respeotive-
meént en points‘+ A'a, — Aa, ay, ..., @n—1, Aao +}.’a qui formént
une base orthogonale au déterminant + 1 située dans K. On a donc
aelU et p~lapa = f laa =g Ylu, + Aa)= Af—1a, + A'f—1a =
'= Ay + A'a = . Pour chaque ze kK il existe donc un élément:

y € T tel que ya.= . Si ¢ + — a, il n’existe qu’un tel y. Supposons ,

que l'on ait f~'afla = p~a'f'a + —a pour §, f' € Su; &, &’ ¢ U. Onr
a ensuite f—laa = ﬂ"“loc a, donc ﬂ(xa =o'a, ob f=fPle Sa.
Evidemment on & e = llao A, 6’0 = A'yay + Nga (tous los -
sont réels, 4,* + 4,2 = A',® + A2 = 1), done l’,a;, + A = Afag +-
-+ 2a. En multlphant cette relation par a = Ba (produit scalaire)
on obtient A’y = A, et donc A, = + 4

~done soit 1: 4 # 0, fay = + ay, .

soxt 2: A= = 0, donc a'a = aa = + a.

(» est une transformation positive jsométrique) et a@; = a; pout--

=12, ,n———l,-at également aam:j;ilao—{—lga;”ocagz:’
:miiFlla a'a; = a; poﬁl\';i =1,2...,m—1 Pmsque ﬂa,-— -

<
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o -_-}:a,.,, ﬂa—'.a a. ﬂa.:ﬁa ﬂm._a, ai = 0 6t d’une mamére;
~analogue a,. fa; = 0 pour 41=1,2,...,n—1, on obtient fa; =
n—1 e

= Z).,Lak pourz =12,..., n—1. Il s’en smtﬂoa = B(Ma, + Aa)=

“i)‘lao_"'zza ﬁa——aa—'illao—t—lza donc Em:—_‘ ‘Ba.
" D’une fa,on analogue on a Boaay = a'Ba, et ensuite faa; = fa; =
n—1 n—l

= 2 Anar et ocﬂa‘= o Yl,kak- Zl,),ak pourt =1, 2, con—1.
A=

. _On obtlent donc faa; = «'Ba; pour i =0, 1,2, ...,n, donc fx =
- =.a'B, done —1ap = f—1a'p’.

Dans le second cas on ne peut pa,s avoir oa = —a, car on
obtiendrait f—afa = f~!(— a) = — a contrairement & l’hypothese
Onadonca’a = aa = a, o'ay = aay = a,et ensuite o'a; = cai.= a;

“pour ¢ =1,2,...,n—1. Donc on a &’ =« =1 (I'identité). On
a donc aussi‘f—laf = f'—1x'f’.
-Soit maintenant 7' le systéme des x ¢ T tels que 'on ait soit
ot = —a soita e UCT.
' Démonstration de la thése 1 pour /. 1l suffit. de démon-

trer qu’il existe un et un seul « ¢ 7' tel que aa = — a. C’est done -
" cet o qui fait correspondre la base —ay, ay, ..., @—1, — @ & la base
orthogonale a,, a,, ..., a. Sil’on avait oz = ﬁa, et &, B e U on aurait

-+ évidemment « = ﬁ. ~

.7 ‘Démonstration de la thése 2. Si 'on & feS,;, aeT,
p @ —aonaxe T et évidemment f—~1xf ¢ 7. Pplsque /3—1aﬂa =

=p baFp-Y—a)=—a,onafWufeT.
: Démonstration de la thése 3. Si xeT on a a ¢ T, donc
: oc.—ﬁ 1(\'[3,0&/368,;,0; € U, donc a—! = f~1a'~8 ¢ T, car a'—1 e U.
. Si a='(@) =-—aon.a «—VeT. Si x~la = —aon a,a(-a) = a,
“aa=—a,doncxelU,a *eUCT. . .
- Démonstratlon de la thése 4. prt d’gbord a ¢ U. Ensuite -
con & aa=3a + Aa, et donc oay = — A4 + Aa, (la matrlce des.
;‘coefflclents doit étre orthogonale et au détermmant 1). 11 s’en suit
@ = Aol —l— )..,oc“laq, = — }.,‘(x*‘la, + i.,oc’“_la, et donc a—la =
e &a——' o ‘ . i g
' aa +. a~lg = 2}.1a =2(a. zxa) a. o (8) _

‘Sl o€ T (done o' ¢ /T) on obtient o’ ="8—Tnp, ot BeSa e u. La.

,- relation (8) est- donc vraie et par conséquent (fa = a) B~lafa + .
kB la—‘ﬁa =2 (a.f~«pa)a, car a . f-lafa = fa . xfa =.4 . ca.
n.a dono a —lg = 2(a-. «'a) a — «’a. Pour oy, 03 € T et en pos&n‘t
Xg@— o= v on aloyTla—~a el =(2(a. v)a«-—v[

«V&(a v)=—~4(a v)(a v)+v==1v1 o
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Démonstration de'la thése 5. S étant compact on peut
choisir de chaque suite partielle de oy; oy, 03, ... une suite partielle
Vis Vos Vas - .- telle que y; = fi—1a'iR;, ou fie Sq, o’se U et ou les
suites {oc',',} et {f;} sont convergentes:. Soit a’;—> &'y, fi— ;. On
a donec o'gay=ar pour k=1,2,...,n—1 et fa =a, donc
x'g€ U, £y e Su. En vertu des lemmes 1et2ona yi— B la'oBe =
= Yo € T et yia — yoa, done ya = zxoa :#:——a Yo €T, done y, = .-

‘ [l s’en suit a; — og.

Lemm¢ 7. Dans S, soit définie une mesure w(F ) pour chaque
I’C 8g borelien. Soit 0 < w(8S,) < 0. Il existe alors une mesure ©(I")
pour I' C S borelien telle que l'on aid

(L) = v(M)

pour chaque M C K borelien. Iy y signifie Uensemble de tous les
x €S tels que aa e M. L’ensemble I’M est évidemment un ensemble
horelien dans S.

Demonstratlon Soit T' ’ensemble construit-dans le lemme 6:
Soit y € 8; décomposons y = «f en un produit tel que xe7,
ﬁeS (on a ya = afla = aa, donc & = o,q est déterminé d’une .
maniére univoque et évidemment B = «—1y ¢:S;). Considérons dans
ce sens Pespace S comme le produit cartésien K X S, [y = (ya,
Xy~ 1y)]. Désignons par 9N le plus petit systéme additif8) contenant
tous les ensembles M X A ot M resp. A est borelien dans K resp. .

Le systeme M contient tous les I"C S boreliens. 11 sufflt de
demontrer qu’il contienne tous les I'C S ouverts.

Posons I'y = I' — «_4S,. %—aS, étant fermé dans S, I} est par
conséquent un ensemble ouvert dans 8. Soit y e I"’l, y=oaf(xeT,
B € Sa, donc aa + —a). Ch01s1ssons e> 0 tel que v' €8, o(y', y) <
< e =y elj. 1l existe un & > 0 tel que Pon ait g(y'ﬂ’, (xﬁ) <e
pour o(n’, o) < &' et,pour o(f,B) <& (lemme-1). Il s’en suit

= o'p’ e I. Ch01s1ssons (la propneté 5 de l’ensemble T) un

"> 0tel que &’ € T, p(«'a, aa) < " = p(a’, 0} < &'. Il existe donc
un tel entourage' M, du point xa dans K et un tel entourage /A, du -
_point 8 dans S, que M; X 4, C I',. On voit aisément que M, X A,
est un ensemble ouvert d&ns §.%) § étant compacb et donc sépa,rable
on a Iy e M.

8) 8. Saks, Theory of the Integral p. 7.

%) En -effet, sait ype My X Af, ¥,~> Y% PORONS ¥ = xfor ¥p = i
(g€ T, ﬂleS pour 3=0,1,2,...), donc a@ %= —a. On a y,a —> ¥,
c’est-a-dire. x,a — o, d’ot1 'on dedmt d’'une part «, € M, pour n > n1,"
d’autre part x, — «, (thése 5 du lemme 6). On a ensuxte 0,1y, = a7
(fernme -1 et 2). c’est-a-dire f. — f,, donc f, €4, pour n > ny, donc enfin
y,‘ ¢M, X Ay pour n > Max (n;, n,) '

-
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- Ensuite, Pensemble I". a_,8, (partie commune) est ouvert dans
&—aSa, donc a—2I". S, est ouvert dans S, et par suite I". x_ oS, =

= {—a} X aZsl".8,, ot {— a} resp. a"aI". S, est borelien dans K
Tesp. dans S..

Définissons pour“’) I'e M:

«(T) = f do(p) f () = — f dv(x) f o(p).
\ ﬂeb X fel’ xreK aBel .
~ ze K BeSq

bmt M un ensemble borelien dans K On a ensuite 7'y = M xS,
[(z €K, BeSa): xafe <> azbaeM<>ameM<>2eM] done

o(Ty)= a'»(;T) f do(B) f dv(z) = (;) ©(Sa) . v(M).

BeS, xe

Lemme 8. Soit définie une mesure w(]‘) pour tous les I'C S,
‘boréliens. Soit .
T L0 < w(Se) <oo;
2. w(al") = w(I") pour x € S, et pour tous les I' C S, boreliens:
3. w(I'Y) = w(I") pour tous les I' C S, boreliens.-
Alors il existe une mesure o(I") définie pour tous les I' C S bore-
liens telle que
1. o(I'n) = u(M) pour tous les M C K boreliens;
2. o(yI") = o(I") pour y € S et pour tous les I' C S boreliens;
3. o(I'—1) = o(I") pour tous les I' C S_boreliens.
-Démonstration. La mesure o soit définie & I'aide de la mesure
u de la méme maniére que la mesure 7 & 'aide de celle » dans le
lemme précédent. Ainsi il est évident que la thése 1 (analogue a celle
“du lemme 7) est vraie (voir le lemme 4).
. . .Démonstration de la thése 2. Soit I borehen dans 8. On a
(we K; B, B e Sa) ‘ ‘

oyl = oS, )fd,u(a,)fdw S) fd‘u y) fd(o B)
a (@)

apBeyl wrel Tﬂ(}l
et ensulte (ca.r oc,,z Yoy € Sa)

6(7/1’) A f dp(z) f d 7"";5/3 )= .
]
Tva Blevl
e N = ;U(—S"*fdﬂ(x)fdw(ﬁ = o(l)

F 2 » aa:ﬂ el
(voir a propnété 2 de la mesure w et le lemme 4)
C 19 S Saks, Theory of the Intagml p. 85. '

—
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])émonstratioﬁ de la thése 3. On a (x, ',y e K ; BeSa)

a(l- S fdw ﬂ)fdy fdw(ﬁ‘l) fdy(z).
a) )

,ﬁﬁr-‘ sSa 'tlﬁ"er‘
ri—a R xF—a

En posant oy = «,—* (voir la propriété 4 du lemme 6 et la propriété 3
de la mesure w) on obtient

= S)fdw f(x) S fdwﬁ)fd'u

Yy ST e I ﬂa_r vel’
't —a z' +—a

En posant ﬂocx B—t=0a, (Boxf~'eT, voir la propriété 2 de I’en-
semble T') c. & d. y=nx,a -—ﬂ(’(rﬁ—la——- Brra = Ba’, il s’en suit

n vl,,ﬁcl‘
1
- f do(f) f duly) = a(I).

nEF-—a
B xyfel’

Lemme 9. Dans S = S, (n = 1, 2,...) il existe une mesure a(I")
définie pour tous les I' C 8 boreliens telle que

L. o(I'y) = u(M) pour tous les M C K boreliens [donc 0 <
< o(S) = u(K) <], - ‘
: 2. o(al’) = o(I') pour « € 8 et pour tous les I' C S boreliens;
3. o(I'1) = o(I") pour tous les I C S boreliens.
Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme a l'aide .
de I'induction compléte par rapport & n en appliquant le lemme 8.
Dans le cas n = 1 S, contient seulement la transformation iden-
thue 1. On pose w(9) = 0, w({1}) = 1. Les suppositions 1, 2, 3 sont
remplies dans ce lemme et par conseq‘iwnt méme les théses 1,23
ce qui est en accord avec lés théses 1, 2, 3 du notre lemme.
© Soit m > 2 (m entier). Supposons que notre lemme 8oit prouvé, .
pour.n = m — 1. Le groupe (Su)q, est en vertu du lemme 5 iso- '
morph_é et isométrique aveo le groupe Sp—i. Selon la’ supposition -
d’induction il-existe donc dans I’espace S, 1 et par suite méme °
dans (Smu)a,, une mesure w(F) définie pour tout I' C S, borelien de
© telle fagon que les prémisses du lemme 8 soient remplies. Ce lemme
donne immédiatement notre thése pour n = m.
- Lemme 10. Dans lespace S il existe une mesure r(F) pour tous
le8 P cS8 boreloene telle que



(') = V(M )
' ‘ptmr tous les M C K boreliens.

Démonstration. On va apphquer le lemme 7. Pour n = 1

déflmssons la mesure w dans l'espace S, de la méme maniére qu’au

- commencement de la démonstration précédente. Pour n > 1'8,

est en vertu du lemme 5 1somorphe et isométrique avec S,—_;; alors,

d’aprés le lemme 9, il existe une mesure w dans S, telle que 0<
< w(8q) <oo. Il en résulte sans peine notre thése.

Démonstration du théoréme 2. Nous allons appliquer le
théoréme 1. Le groupe S = 8§, est métrique et séparable (lemme 3).
Les transformations «£ et £x sont continues en & ¢ S pour tous les

. &« 8 (lemme 1). Soient o(I") et 7(I") deux mesures définies dans les

lemmes 9, 10. En vertu du lemme 9 on a 0 < ¢(S) < et o(I'n) =:
= a(x—ll’*“l) = o(I" ') = o(I') pour tout « e S et pour tous les
I'C 8. boreliens. Selon le lemme 10 on a 0 < ©(S) = (k) =
= 9(K) < 0, car dans le théoréme 2.on a supposé 0 < »(K) < co.

. En appliquant le théoréme 1 on obtient immédiatement pour
I' = I'y la thése du théoréme 2 en considérant que z(8I'y) =
= () = (), ¥(8) = »(K), o(8) = (K, o(T') = w(20)

*

0 rozloZeni m¥r na n-dimensionélni ploSe kulové.
(Vytah z pfedchizejfciho ¢lanku.)

;, Budiz n > 1, celé. Budiz K n-dimensionilni plocha kulova.
Necht u(N) znadi ploény obsah (borelovské) mmoziny N C K. Budiz
»(N) libovolnd mira?) definovand pro viechna borelovskd N C K.
[na p¥. necht »(N) znadi poéet bodu z daného koneéného systému
“bodu: x,, ,, ..., 2, lezicich na kouli, které padnou do mnoziny NJ.
* Necht 0. < v(K) < . Pak pro kazdé borelovské M K ex1stu]i
.",,otoceni“ B, B plochy kulové K tak, Ze plati (3).
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