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Časopis pro pěstováni matematiky a fysiky, rol. 71 (1946) 

Sur la distribution des mesures sur une sphère à n 
dimensions, 

Vladimir Knichal, Praha. 

(Reçu le 19 mai 1946.) 

Dans mon article1) „Sur une généralisation d'un théorème des 
MM. Blichfeldt et Visser dans la géométrie des nombres" j'ai réussi 
à prouver le théorème suivant: ' • . . . . 

Théorème 1. Soit S un groupe métrique et sêparabh (multipli
catif). Soient a Ç et Ça des transformations continues en £ € S pour 
tout aeS (donc, a étant donné, aÇ signifie une homéomorphie de 
S en S). Soient o(r) et r(F) deux mesures2) définies pour tout JTC S 
borelien. Soit 0 < o(S) <oo, 0 < T(S) <OO. Soit o(Pa) =à(r)' 
pour tout a e S et pour tout _T C S borelien. Pour chaque ensemble 
rcS borelien il existe alors /3, /3' c S tels que 

• , ' s 

Dans la note suivante je voudrais présenter — par application 
du théorème cité — la solution d'un problème dû à M. Êôssler — 
d'un problème tout-à-fait analogue à un théorème de M. Blichfeldt 
connu de la géométrie des nombres: Soient dormes h points xly 
x2, ..., Xh arbitraires sur une sphère à n dimensions et à Taire P et 
un ensemble M situé sur cette sphère à la mesure (lebesguienne) 

Àu(M). Alors sur l'unité d'aire tombent en moyenne--^ points X{. 

Si la distribution «de points x\ était homogène, l'ensemble M con

tiendrait environs -p ju(M) de points cités. ,On se pose la question 

si Von peut „fairé tourner" l'ensemble M, quelle que soit la distri-

*) Casopis pro pëstovâni matematiky a fysiky, Tome 71, 1946, page 33. 
Théorème 2. . • • . •' 

2) S. Saks, Thèory of the Intégral, Warezawa 19&7, p. 16 (une mesure 
. est une fonction d'ensembles non négative et dénombrablement additive). 



butionde ces point&f de la taçon que l'ensemble transformé par cette » 

rotation contienne au moins— fi(M) points xi. Ce problème, même 

un problème un peu plus général, est résolu d'une manière affir
mative par le théorème suivant; ) 

» Théorème 2. Soit n >̂ 1 un nombre entier. Soit K = Kn une 
sphère à n dimensions 

V + *i* + - V + ..: + *n 2 = 1 (2) 
/ à la métrique habituelle (comme un sousensemble d'un espace -.ftn-t-i 

cartésien à p, + 1 dimensions). Soit JU(N) Vaire d'un ensemble 
N C K borelien. Soit v(N) une mesure2) arbitraire définie pour tout 
N C K borelien. Soit) 0 < v(K) <co. 

Pour chaque M C K borelien il existe alors des transformations 
/?, /?' isométriques positives (c. à d. des transformations linéaires ho-
inogènes, orthogonales au. déterminant 1, transformant alors la 
surface (2) en soi-même d'une manière isométrique — brièvement 
appellées ,,rotations' ') de la sphère K telles que Von ait 

• • " « r « ^ ( W (3) 
Avant de démontrer le théorème 2 nous allons établir d'abord 

Squelques remarques et lemmes. 
Dans l'espace I?n+i nous allons désigner les points et les rayons 

vecteurs correspondants par les mêmes lettres. 
Soit,/ une transformation isométrique de la surface K en K. 

Pour x e K posons f(x) = x\ Pour^ x, y € K on a5) (x' — y')2 =-
= (# — y)2, donc . " 

x' .y' = x . y. (4) 
Désignons les points (1, 0, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, 0,. . . , 1) 
qui se trouvent «sur la sphère K successivement par a0, al9 a2,..., an. 
Ce système de points représente une base linéaire orthogonale dans 
Ën + \ (car «ia -= 1, ai. ak == 0 pour i 4= k). Selon (4), a,'0, a\>..., a\ 
foraient évidement aussi une base linéaire orthogonale et Ton a 

fanait où ait sont des coefficients réels. Ces coefficients <*==£•< 
forinent d'après (4) une matrice orthogonale au déterminant 
j#*cf = ± l. Si | &H\ = + ,1, on a la, tranaformation isométrique 
positive, dans le cas contraire négative. Ets^nt/X -==- (x09 xl9,.., xn)> 

9) Dans la note citée sub 1) on peut s'instruir comment le cas d'un sys
tème de h points x^ se peut déduire cottxme un cas particulier du théorème 2. 

4) Dans levcaô v(KJ -= 0 là relation (3) est aussi satisfaite; mais ce ce& 
* èetbanaL. \ . ' 

§) En appliquant la syrnboliqùô du calcul vectoriel. 

• M '•'•' ' "v > • , " . ' ; , . . 



x' = (x'0; x\, ..., x'n) o n a ^ = 2 x i a * e t •#' == 2&a'*> alors d'après 

^4) #< •= x . ai = #' . a\ — /?t-, donc x' =^2,xyjb'k = 2 ^ ^ ^ i =^^'ta*-
donc . k k,i i 

x/ = 2*H#*. (5) 

La transformation / est doncreprésentée par une transformation (5) 
linéaire orthogonale des coordonnées x^ 

D'autre part, soit a'0, a\, ..., a'n une base linéaire orthogonale 
située sur K. Il existe alors une seule transformation isométrique / 
telle que Von ait f(ai) — a\. Si x = ^Xityi on a évidemment [voir (4)] 

i 

x' = f(x) = 2*.«'<. (6) 
i 

Le système de toutes les transformations isométriques resp. 
isométriques positives de K en K forme un groupe S == Sn resp. 
8 = Sn. Ces groupes sont évidemment transitifs. 

La sphère K [voir (2)] est un espace compact. 
Définissons une métrique dans l'espace S comme' il suif: 

Posons , ' 
Q(OC, /?) = sup j a(x) — fi(x) | = max | <x(x) — p(x) \ (7) 

xcK xtK 

pour a, fi e S. Q(OC, J3) remplit les postulats d'une métrique. 
Lemme 1. La transformation f = Çrj dépend d'une manière con

tinue du couple >f, rj e S. " % ' • 
D é m o n s t r a t i o n . Soient f0, r}0 e S, Ç0 = Ç0rj0, e > 0. La sphère 

étant compacte, on peut choisir e' > 0 tel que Ton ait | f0(x) — 
— fo(s') I < ï8 P o u r I X—T! I < e'; x, a;' eK. Soit e(£, f0) < £s, 
£(*?> *7o) < e'- On obtient ensuite e(£rç, £0rç0) <£ e(£??, |0^) + £(£<#,' 
fo^o) = sup I f*7# — £oVx I + sup | £0r}x — Ç0rj0x | ^ sup | Çy — 

ZcK X(K ... peK 
— Ç0y | + sup | $0y — Ç0y' | <; ^ + -je. = e. 

| 0—v'J <«' 
V.V'cK l 

Lemme 2. La transformation S—1 dépend d'une manière continue 
de la transformation f € S. . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit | 0 € #, e > 0. Il existe alors a' > 0 tel 
que -Von ait | f0~*# — Ç(Txx' \ < e pour x, x' € K, \ x — x' \ <. e'. 
Soit #(£, £0)< e'- On a ensuite g(f-11, f0~ l) = SUP I É""1* — ^ T 1 * 1 = 

•reiC 

=fa sup j y — ftr1^ I = sup | ^ l f o 2 / — ^o"" 1 ^ I ^ sup | Ç^z — 
ÏV*K VtK ~ |«— 2 r l < e ' 

Corol la ires . 8i <x « sTesp. S et si | parcourt l'espace 8 resp. 5 , 
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alors af, f&, f ~1 représente chaque une homéomorphie de S en 5 
resp. de S en S. Si a e S resp. S et si F C # resp. $ est un ensemble 
borelien*), les ensembles ar, Fa, F—1 sont aussi boreliens. ' 

Lemme 3. L'espace S et par suite aussi Vespace S (qui est un 
sousensemble fermé de l'espace S) est un espace compact. 

D é m o n s t r a t i o n . - S o i t aie S (i = 1, 2, . . . ) . K étant compact, 
on peut choisir de la suite {ai} une suite {/?$} partielle de manière que 
fii(ik -> a'k pour i -> co, k = 0, 1, 2, .. . , n. On a donc (Piak) . 
, (Pm) -> a'*. a'i. . . - . . 

Mais [d'après (4)] on a (^ak) . (/3*a/) = ak . ai. Il s'en suit 
a\ . a'; = ak . a;. Le systèfaie a'0, a \ , . . . , a'n est donc une base 
orthogonale. Soit /3 une transformation isométrique transformant 
ak en a'k. Soit x = (x0, a ,̂ . . . , xn) e K et e > 0 et choisissons i assez 

grand pour que l'on ait | $iak — a'k\ <1 —~z~ï> & = 0, 1, . . . , n. 
7J —j~ 1 

On a | /fer — /Sx | = | ^xk(^ak) — %xk(fiak) | <I 2 | P&* ~ a'* I ^ 
& A * 

, Il s'en suit fa-* fie S. ] 
Nous allons considérer le lemme suivant comme connu. 
Lemme i. N C K étant borelien et a étant un élément de S> on a1) 

}i((xÈ) = fx(N) et 0 < fi{K) < co. 
, Dorénavant soit Sa le système de tels a € S pour lesquels 

#a ==- a (à cause de brièveté on écrit,an = a). Sa forme évidemment 
un groupe. . 

Lemme 5. Le groupe Sa est isomorphe et isométrique avec le 
groupe #n—i (n I> 1, entier). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit a e Sa. ax détermine donc une transfor
mation positive isométrique de la surface Kn~i en soi même (on 
peut considérer Kn—\ comme un sousensemble de Kn en posant 
x e Kn i o x * K, x .a = 0). D'autre part, af étant une transfor
mation positive isométrique de la surface -K»_i en soi-même, on 
peut la prolonger en toute la surface Kn: En effet, définissons a 
de telle façon que Ton ait aa = a et aài = a ai pour i = 0, 1, .. . , 
n—1. Cette correspondance a<—• <%' est évidemment isomorphe. 
Elle est même isométrique, ce que nous démontrons de suite. 
a, fi étanjb des éléments de Sa et x étant un élément de K, définissons 
y e Kn-ïk de manière que l'on ait x = Xy + X'a (A, X' réels) [X' = 

•) Pc S étant boreliertdans S il est borelien aussi dans S et récipro
quement (S eçt fermé dans S). ' , , 

- 7) <%N est par suite aussi borelien dans K. 

4S '' '" 



= x . a, Ax-=- Y(x — X'a)*, donc -A* + 'A ' 2= 1, | A | £ i] . On a donc 
[** — 0 * r = | A(ay—0y) +A'(«a —£a)| - 1*1 I «y ~ fo\ ^ 
<1 | «2/ — /ty I e t donc sup | ax — ftx\ <1 sup | ày —r /ty I- Puisque 

on a aussi sup \ ay — Py\iL 8UP I az — Px 1» o n obtient pour la 
y*Kn-^l **Kn 

distance dans l'espace Sn—i £'(<%, /S) = £(#, /?). 
Lemme 6. i7 existe un T Q.S jouissant des propriétés suivantes: 
1. PoUr chaque x € K il existe exactement un seul a = ax e T 

tel que Von ait aa = x. 
2. Si fie Sa, aeT, aa + — a, on a p~~lap €T. 
3. a c T entraîne a-1 * T. 
4. #!, a2*T entraîne \ a{^la — a2~~ 1a \ = | a-a — a2a |. La 

transformation biunivoque x *—• x' de Vespace K en soi-même donnée 
par la relation ax> = (ax)~

x est donc isométrique et (en vertu du lem
me 4) ne change pas la mesure /u. 

5. av a2, c<3, ... € T, a0 € T, a0a + — a, a%a -> a^ pour i -> ôo 
entraîne ai ~> a0 pour i -> oo. ' 

Démons t ra t ion . Pour TI = 1 il suffit de poser T = S. Soit 
donc n > 2. Soit U le groupe de tous les a c S pour lesquels on a 
aa,i = di(i = 1, 2, ..., n — 1). Soit T le système de t o i ^ s les trans
formations de la forme P^~xap où p parcourt les éléments de Sa et a 
ceux de U. Pour a; c K il existe y e Kn—i tel que x=Xy+X'a (A, A/ réels; , 
donc A2 + A'2 = 1). Ensuite û existe un /7 c Sa tel que /Sy = a0. Soit 
# € /S la transformation qui transforme a0, o^ ..., an_i, a respective
ment en points* + X'a0 — Xa, al9 ..., an_i, Aa0 + X'a qui forment 
une base orthogonale au déterminant + 1 située dans K. On a donc 
a e U et 0-l*pa = j8 W •= p *(Xa0 + X'a) = Xp~la0 + X'p-% == 

' -== Xy + X'a = x. POUT chaque x e K il existe donc un élément 
y e T tel que y a .=-= #. Si # =f= — a, il n'existe qu'un tel y. Supposons ? 
que Ton ait p-lapa = P'-Wp'a + — a pour /S, £' c Sa; a, a' € U. On 
a ensuite P^aa—'P'^a'a, donc Paa = a'u, où p =^ P'P~l eSl. 
Évidemment on à <xa = AjÔ  + A â, a!a = A'JOQ + A'--a (tous lès A 
sont réels, A^ + A2* === AV + AV = 1 ) , donc A'xa0 + A> =-= A ^ +s 
+ A2a. En multipliant cette relation par a == pa (produit scalaire) 
on obtient A'2 =-= A2 et donc A't --=- ± A,, 

donc soit 1 : A* 4= 0, pa^ = ± a0, 
soit 2: A'i = *!-«== 0, donc #'a = aa == ± a. 
Bans le premier ca& on a « a . = A-.O0 + Â x, aao=-- A«a0 —A2a 

(a est une transformation positive isométrique) et aa% =-» a* pour 
t =5-. 1, 2,, ... .̂ .ti — 1, et également <%'a =-=- ± A ^ + A â, a'a^ «= 
==-? AjOç, + A-a, i'a< = a» pour i =ê 1, 2 , . . . , n — 1. Puisque Pa* =-= 



^ ± « 0 * fia=^a, a . fiai = fia . fiai = a . a<: =5 0 et d'une manière-
analogue a 0 . fiai, = 0 pour i = 1, 2, .. . , n -— 1, on obtient fiai = 

n - l ' . 7 _ _ 
— 2^»*#* P o u r * = 1, 2, . . . , n — 1. Il s'en suit fi<\a — fi(X1a0 -f- ^2») = 

fcssl - " _ • _ 
= ± X&Q -f A2a, <%'/fa = <x'a = ± A ^ -f X2a, donc fi<xa -= <x'fia. 

' D'une fa;on analogue on a fi<xa0 = &'/?a0 et ensuite fi<\a{ = /fa; = 
n—1 n—1 , n—il 

= 2 kk&k et <x'fiai -= a' ^Xik&jc = 2^.*^* P o u r * — 1, 2, . . . , w — 1. 
* = i __ * = 1 „ * = l 

^ .On obtient donc fi<xai = a'/tai pour 1 = 0, 1, 2, .. . , n, donc /?<* = 
=,*'/?, donc fi~l<xfi = fi'~l<x'fi'. 

Dans le second ca$ on ne peut pas avoir 0 a = — a, car on 
obtiendrait fi~l<xfia = /?— ̂ — a) = — a contrairement a l'hypothèse. 
On a donc <x'a = <xa ~ a, <x'a0 = ora0 = a0 et ensuite o'ai = 0 a t .= a* 
pour i = 1, 2, .. ,,n — 1. Donc on a <x = <x = 1 (l'identité). On 
a dona aussi0fi~x<xfi = fi'~Wfi'. 

Soit maintenant î7 le système des <x e T tels que l'on ait soit 
aa .4= — a soit <x e Ç QT. 

D é m o n s t r a t i o n de la t h è s e 1 p o u r T. Il suffit de démon
trer qu'il existe un et un seul <x * T tel que <\a = — a. C'est donc 
cet a qui fait correspondre la base —a0 , ax, ..., a n _i , — a à la base 
orthogonale a0,al, ..., a. Si l'on avait <\a = fia et <x, fi € U on aurait 
évidemment <% = /? .< . 

,^ D é m o n s t r a t i o n de la t h è s e 2. Si l'on a fi € Sa, occT, 
aa. =4= '— a on a <% c î7 et évidemment fi~~x<xfi € î1. Puisque fi—x<xfia,~= 
^ fi -oa #:/?-.»(— a) = -—a, on z,fi-x<xfieT. * 

D é m o n s t r a t i o n de l a t h è s e 3. Si cxtT on a a c J7, donc 
<x -= £~ V 0 , où fi c #<-, a ' c U, donc a - 1 = fi-1*'-1 fi e T, car a ' - 1 € U. < 

« Si arr^a) 4= — a on a a—1 € î7. Si ^—^ = — a on a <\(—a) = a, 
^a = — a , donc <x e U, <x x€ U C T. . . 

D é m o n s t r a t i o n de l a t h è s e 4. S?it d'abord <x e [ / .Ensui te 
o a a o,a'^ \a -f- A ^ et donc 000 = — Agi + ^ a 0 (la matrice des 

^coefficients doit être orthogonale et aii déterminant 1). Il s'en suit 
Vase Xx<%^^a^ X%or'xa^, a^ = — A^&^a + A-a"*"1^ et donc <x~~la = 
-=• Xfl -~r X$0 et -

/ ; V çxa + CK—xa = 2A-a = 2 (a . <xa)a. (8) 

:* Si cc'c f (donc a' àT) on obtient a ' « v 5 - ^ f t où ftcS,, TX * E7. La 
; relation (8) est doue vraie et par conséquent (fia = a) fi-x<xfia_-{-
^ ^fi-^^fia^z 2 (a.fi-~lxfia)a, car a . fir*<xfia = /?a ; */?a = , â . aa: 
_v^^Ja ;dçmb <*'—Vi = 2(a--. V a ) a —r <%'a. Poù? <xv a^T et en posant 
•Plô&r.~£0-x± v on a 1 0\~la — a^a \ ~=* \ 2 (a . v)à-—-v\ = ; . 

^^.f4ï* '--^) a .~ 4 (aTtif (a', v) + 1?»=-= | H / •>., N ; / 



D é m o n s t r a t i o n de Ta t h è s e 5. S étant compact on peut 
choisir de chaque suite partielle de ax,-a2, o%, . . . une suite partielle 
7\> Y2> 7z> • • • teil6 que 'y; = /3r~la'iRi, où fîieSa, oc'itU et où les 
suites {a'i} et {/?{} sont convergentes. Soit a ' t -> oc'0, fii-+ fi0. On 
a donc a'^ = a& pour k — 1, 2, .. . , n — 1 et /30a = a, donc 
x'0 e î / , f 0 e /Sa. En vertu des lemmes 1 et 2 on a yi -> /V" Vo ;?0 = 
— y0 e T et yt-a -> y0a, donc y0a = <x0a 4= — a, y0 e T, donc y0 = a0. 
[I s'en suit &i-> a0. 

temmé 7. Z>an«s $« soit définie une mesure a>(F) pour chaque 
/ ' C #a boreliet. Soit 0 < co(£a) < o o . Il existe alors une mesure T(F) 
pour r C S borelien telle que Von ait 

r(rM) = v(M) 

pour chaque M C K borelien. FM y signifie Vensemble de tous les 
x e S tels que aa e M. L'ensemble FM est évidemment un ensemble 
borelien dans S. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit T l'ensemble construit dansle lemme 6. 
Soit y e S; décomposons y ==- a fi en un produit tel que a e T, 
P e Sa (on a ya — ofta = aa, (Jonc a = <y)a est déterminé d'une 
manière univoque et évidemment /î -= ar~1y e #a). Considérons dans 
ce sens l'espace S comme le produit cartésien K X Sa [y — (ya, 
^ya"-"1y)]« Désignons par SDî le plus petit système additif8) contenant 
tous les ensembles M X A où M resp. A est borelien dans K resp. 
Sa, Le système 9JJÎ contient tous les F C S boreliens. Il suffit de 
démontrer qu'il contienne tous les r C S ouverts. 

Posons Fx = F— ot—aSa- oc—aSa étant fermé dans S, rx est" par 
conséquent un ensemble ouvert dans S. Soit y,e rx, y = a fi (a e T, 
/? e /Sa, donc aa + — a). Choisissons e > 0 tel que yf eS, q(y', y) < 
< e => y' e rx. Il existe un e' > 0 tel que l'on ait ç>(y'P', afi) < e 
pour Q((X', a) < e' et pour g((}', /?) < e' (lemmè 1). Il s'en suit 
y' =-= oc(3' e Fi. Choisissons (la propriété 5 de l'ensemble T) un 
e". > 0 tel que oc' e T, Q(a'a, ad) < e" => q(a', a) < e'. Il existe donc 
un tel entourage Mx du point aa dans IT et un tel entourage Ax du 
point /? dans Sa que Mx x AXC Fx. On voit aisément que Mx X Ax 

est un ensemble ouvert dans S.9) S étant compact et donc séparable, 
on a I^ e $31. 

8) S. Saks, Theory of the Intégral, p . 7. 
•) En effet, soit y0 e Mx x Ai, yn-+ y0; portons y0 = <Xo/50, yn = <xn0n 

(<%t € T, P{ € Sa pour i = 0, 1, 2, . . . ) , donc o^a 4= — a. On a yna -> y0a, 
c'est-à-dire ocna ~> «0a, 'd'où Ton déduit d'une part an c Mx pour n > w1? 

d'autre part otn"-*•' a0 (thèse 5 du lemme x6>. On a ensuite an~~1yn -* <Xo~~Vo 
(femme 1 et 2), c'est-à-dire Pn-+ P0, donc ph * Ax pour n > n^, donc e£fin 
yn€Mi x Aj pour n > "Max (np n2). 



Ensuite, l'ensemble.T. a_ f l#a (partie commune) est ouvert dans 
a-~aSa> donc aZlr. Sa est ouvert dans Sa et par suite .T . #- aSa ==-• 
= {— a} X «Zfl-T. Sa, où {— a} resp, ^ r^F . $ff est borelien dans K 
resp. dans Sa. 

Définissons pour10) Fe^SJÎ: 

• T(r) = 4-y jd(o^Jdv{x) - ^ / ^ /*»<»• 
^ ' xtK , " p€Sa 

Soit M un ensemble borelien dans K. On a ensuite F^ = M xSa 

[(x e K, /S € Sa); ocxp e KM o ocœpa e M <=> cxxa e M o x e M], donc 

T<r'>-«w/^/^^ 
p€Sa xcM 

Lemme 8. Soit définie une mesure o)(T) pour tous les f c Sa 

borèliens. Soit 
1. 0 < €o(Sa) < o o ; 
2. co(aT) = œ(r) pour a e Sa et pour tous les r C Sa borèliens: 
3. o)(r—1) = œ(r) pour tous les T C Sa borèliens. 
Alors il existe une mesure or(F') définie pour tous les f C S bore-

liens telle que 
1. a(FW) = ju(M) pour tous les M C K borèliens; 
2. o(yr) = o(r) pour y € S et pour tous les T C S borèliens; 
3. o(r~x) = o(JT) pour tous les r C S ^borèliens. 
D é m o n s t r a t i o n . La mesure o soit définie à l'aide de la mesure 

jx de la même manière que la mesure T à l'aide de celle v dans le 
lemme précédent. Ainsi il est évident que la thèse 1 (analogue à celle 
du lemme 7) est vraie (voir le lemme 4). 

Démonstration de la thèse 2. Soit r borelien dans S. On a 

•X <xxfityr yrcK p„xp€yl' 

et ensuite (car a^x
lyax € Sa) , 

: *m=^JM*)fp>(^r^ï-
rV'rr '-= ^fw*yfwP) - »(T) 

(yqîr la propriété 2 de la mesure co et le lemme 4). 
10) S. Saks, Theory of. the Integral, p. 85. 
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Démonstration de la thèse 3. On a (x, x', y e K\ /? e Sa)' 

ff<r-') = ~m fd^fw*) = ̂  fw->) fM*i 
x$—a x-}=—a 

Î 

En posant ocX' — ocx—1 (voir la propriété 4 du lemme 6 et la propriété 3 
de la mesure co) on obtient 

^) - -mf^f^'^^f^fM*. 
fi xa.,--/rie.T"1 J -fi fi*x'*

r 

x' t- — a x' +- —a 

En posant fîocx'fi—1 = % ( jS^/3 - 1 e T, voir, la propriété 2 de l'en
semble T) a à d. y = /%& = poc^f}—^ = /fr^a = /ta', il s'en suit 

O)(o, 
L_ ľáa>{ß)ľй/-(ß-lУ) 

xyß*Г 

• - ^ / ^ w / ^ y ) ^ ^ -

Lemme 9. Dans S = Sn (n = l, 2y ...) il existe une mesure a(r) _ 
définie pour tous les T C S boreliens telle que 

1. a(FW) = jLi(M) pour tous les McK boreliens [donc 0 < 
< o{S)-= p{K) <cà]i 

2. o-(^F) = cr(-r) pour oc e S et pour tous les f C S boreliens; 
3. air—1) === o,(Fr) pow tous les r c S boreliens. 
D é m o n s t r a t i o n . Nous allons démontrer ce lemme à l'aide 

de l'induction complète par rapport à n en appliquant le lemme 8. 
Dans le cas n = 1 Sa contient seulement la transformation iden
tique 1. On pose co(0) = 0, co({l}) = 1. Les suppositions 1, 2, 3 sont 
remplies dans ce lemme et par conséqtient même les thèses 1, 2, 3 
ce qui est en accord avec lés thèses 1, 2, 3 du notre lemme. 

Soit m ^> 2 (m entier). Supposons que notre lemme soit prouvé 
pour n = m — 1. Le groupe (Sm)am est en vertu du lemi-ie 5 iso
morphe et isométrique avec le groupe #w—1. Selon la supposition 
d'induction ibexiste donc dans l'espace Sm i et par suite même 
dans (Sm)am une- mesure a>(F) définie pour tout F C Sa borelien. de 
telle façon que les prémisses du lemme 8 soient remplies. Ce lemme 
donne immédiatement notre thèse pour n = m. 

Lemme 10. Dans Vespace S il existe une mesure x(T) pour tous 
les Te S boreliens telle que , • 
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r(rM)^v(M) 
pour tous les M C K boreliens. 

, D é m o n s t r a t i o n . On va appliquer le lémme 7. Pour n = 1 
définissons la mesure eu dans l'espace Sa de la même manière qu'au 
commencement de la démonstration précédente. Pour n > l'Sa 

est en vertu du lemme 5 isomorphe et isométrique avec.$n—-îî alors, 
d'après le lemme 9, il existe une mesure œ dans Sa telle que 0 < 
< co(Sa) < o o . Il en résulte sans peine notre thèse. 

D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 2. Nous allons appliquer le 
théorème 1. Le groupe S = Sn est métrique et séparable (lemme 3). 
Les transformations atj et f % sont continues en £ € S pour tous les 

. <x eS (lemme 1). Soient cr(F') et T(F) deux mesures définies dans les 
4emmes 9, 10. En vertu du lemme 9 on a 0 < o(S) < oo et cx(Fa) — 
— o^*-1/1—x) = o(r *) = cr(F) pour tout oc € S et pour tous les 
Fc S. boreliens. Selon le lemme 10 on a 0 < r(S) = r(rK) -= 
= v(K) < o o , car dans le théorème 2 on a supposé 0 < v(K) < o o . 
En appliquant le théorème 1 on obtient immédiatement pour 
r = FM la thèse du théorème 2 en considérant que T(/3FM) = 
==. r(rpM) = v(PM)9 r(.S) = v(K), o(S) = (x(K), o(fM) = /i(Jf). 

* 

0 rozložení mžr na n-dimensionální ploše kulové. 

( V ý t a h z p ř e d c h á z e j í c í h o č l á n k u . ) 
/ ^ Budiž n I> 1, celé. Budiž K n-ditnensionální plocha kulová. 
Nechť ju(N) značí plošný obsa,h (borelovské) množiny N C K. Budiž. 
v(N) libovolná míra2) definovaná pro všechna borelovská N C K 
[ná, př. nechť v(N) značí počet bodů z daného konečného systému 
bodů: xly x2, ...,Xh ležících na kouli, které padnou do množiny N]. 
Nechť 0 < v(K) < o o . Pak pro každé borelovské MQK existují 
„otočení" p, pr plochy kulové K tak, že platí (3). -
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