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Prispévky k theorii nékterych transcendent
pocétu integralniho.
Pise M. Lerch v Broe.
L
Pro | 2| <<1 bude lze rozvinouti funkei

(log (1+2) j=3 9,(a) ..

4 0 r!

v fadu mocnin, jak to bezprostfedné vyplyvd dosazenim hodnoty

]-()igg-ﬂlz1+§‘=1—-%z+§z“—%z"+‘..
do fady binomické; soutinitelé ¢, (a) objevi se tu jako poly-
nomy (cel. rac. funkece); béz{ viak o jejich chovanf pfi velkych
v k vili feSeni otdzek konvergenénich.

Polozme z = 1r¢'r, r << 1, i obdrzime zndmym zpisobem

T 2n
-7
v tomto integrdlu miZeme piejiti k mezi pro »r=—=1, ¢imz se
objevi tvar
T
9, (@) _ 1 0 ane P\ 30| ~(atryig
_2”f[10g(2cos 2)+ 2] e deo.

v!

7T
P 1 = 2 [loge (1 o) e=nio=rvdg,

Z ného plyne ddlezity poznatek, Ze pomér ¢,:v! se s rostou-
¢im » blizf nulle, takZe zlstivd pod stdlou mezi.

PiSme nynf zdkladn{ rovnici ve tvaru

a — % wv a+ty
log* (1 o) =252 "



2

JenZ predpoklddd z kladné v pifpadé hodnot redlnych. Derivujme
obd strany a ndsohme vysledek fadou

log (1 + 2) = 3 (— 1)+~ %
1

i vyjde
a git_l‘ n— b “._1(1+'D q)v u+1__1 ("—1 237"'\,
Tl S = )T =012

on

v s ) « F
Na levé strané je soutinitel p¥i 7 roven
(]

a[q'n‘—nq'n—- +n(n——- 1) (pn~2—...]:
—apata 3 0l (?) g,

v pravo je tyZz soutinitel vyJadren souttem

1 o (V=1 n41
e PN o Ul (b Il (i [CR L

a tak ndm porovnani obou soutiniteld poskytne vztah

(n+ 1)aq,.+a(n+1)z(—1)",u( )qp,,-,,

n+41

'—2’(-—- V(- 1)!("t1)(a+n+1—y)(pn+l_u.

Na pravé strans posledni rovnice od$tdpme ¢len =1 a v ostat-
nich pidme u -+ 1 za u, pfevadéjice je zdrovel na levou stranu;
sloutenim ¢lend obsahujicich ¢. vychdzi pak

wo Dow= 31 (31 )(a+n r
+a0+ D3 (— 1! (M) G

Zde uzijme v drubém soultu identity

(n+ 1) (Z)——- W+ 1) ("3: i)

a spojme oba vyrazy; vyjde tak vztah »
1
@) no+Dge=3 1 (1)@t D —nlon,
u=1

ktery slouzi k postupnému stanovenf hodnot ¢,, @,,... na zi-
klad& hodnoty ¢, =1.




2.
Na misté ¢, (2 — 1) zavedme oznateni G,(a), takze médme
) \a—1 ®
(1%*) (_loé(_lj__ zl) — % G:fa)

P 2%, Gy=1,

- M n+1
n — - ! - n N yy
@) a(+DG=3(=1)% (H_'_l)(ay 7) Gy
To piredeslavie uvazujme funkei definovanou pro a v redlné cdsti
kladné integrdlem
) I“(a):j e~ dx;

pro ni vychdzi ¢dstetnou integraci vztah
Fa+41)=arl(a),
& z ného opakovénim

4) I'(a + m)=1T"(a) (a,m); (a,m) = a(a-1)...(a + m — 1).

Soutasné vzpomeiime I'(1)=1, I'(n) = (n —1)! Jinych
védomosti o funkci /" tu nebude uzito, az na vyjddieni prvnfho
Eulerova integrdlu. Substitucf » z =2 se verifikuje vzorec
pro kladnd v platny

@

(3% f e—vigs=1dy = I'(a)

’
,va

0
kterého chceme uzfti k novému vyjddfeni levé strany; za tim
itelem vlozme do (1*) 2 =e—*—1, i vyjde

@ ami=2(- 1)”(“")

=0
Nédsobme e—v<dr a integrujme v mezich =0 8 £=o0; s po-
uzitim (3*) vyjde tak

() 1= Sy e f e (L— e=)htda,

A —e,

pii temz postup obrdceni pofadu integrace a souttu jest odd-
vodnén absolutnf konvergenci ifady a snadnym ocenénfin zbytki ;
pii tom se doporutuje pfedpoklad » > 2.

1*



Integrdl na pravé strané pfevede se dosazenfm &=—¢—* na
tvar

¢ fe“"" (1 — e~5rtr—1dy —_—fg”—‘ (1 —§tr—14¢ =

_rI@a+»
— I'v+atr’
coz dle (4) md hodnotu
I'(a) C(v)(a,»)
o+a(at+v»)
Dosadfme tuto do rovnice (8) a pfevedeme viecky Cinitele I" na
levou stranu, i obdrifme novy rozvoj z theorie funkce I’
F@+v)__ . a | Gy(n) a(x+1)
S AT C) RO s T s s R Py e
_Gg(a) a(e+1(a+42) +
1.2.3a@+v)a+v+1(t+v+2) " "7
Otividng poddvéd ndm pravd strana vysledek

La+v)

vl_l—_.nglz v @ Ir (’l))

coz pro celistvd v poddvd Euleriiv a Gaussiv soudin

o — 1) !oe

I'(a) =lim (v .

() u-;ma(a-f-l)(a-l-?)...(a—{—'v 1)
Obsahujic Gaussiv soudin jako bezprosttedni disledek, md vici
nému rovnice (5) pfednost v tom sméru, Ze miZe slouZiti k ¢&i-
selnému stanoveni funkce gamma, tcel to, k némuz Gaussiv
vzorec vede teprve po transformaci a zavedeni dal$ich prvki.

Uzitf vzorce (5) k potitani velitiny I' (¢) vyznateno je rovni-
cemi — pii femZ v jest opdt celistvé —

— 1)1 e
®" ro=""Ca 4o

. a G, (a,2) Gy (a,3)
1+£_1 G]a'+v+2!(a+p,2) 3?(a+0,3)+-..

Kdybychom hledali na pi. I'd), zvolime » =10, nafez bude
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9110° (1 + &)
(1
PO=~"3 7 10 %"
3 3 3 3 3
1.4 Gy 1.4.7

L0 14710
24 31.34.37.40
Pomocf rekurentni rovnice (2) pro « =3 vypotteme

, 1 1 T __um
Gi=7 G=—%, =g G=—155

1_3’
14 s=1— 0011079,

natez se vypotet snadno dokonii.

3.
Rovnice (5) v pivodnim znéni

L) _ g qpfule) LOT (a4 )
vt o ) v! T'(v+a +»)

pro piipad celistvého @ > 1 se mize psati

@

) —1—=§.(

ks

—a G, (a) .
v )v(v +1L(+2)...(vFa+tr—1)’
t. j. poddvé rozvoj zdpornych mocnin v fadu fakult. Podle vzorce
z theorie rozdilit
. (—1)yn!
A w T umw+1)(u+2)...(u+n

mozno tuto rovnici psati

G,(a
(@ +»—
Integrujme dle v a ustanovme konstantu pro v = co; objevi se
rozvoj zipornych mocnin podle rozdild pfirozeny-h logarithmi
1
v

(6% ']7 =3 1y (—-—- a)
v 0

»

aty—1 i —_
piAT o Av=l

3 — S aty [ — QA Gv(”) a--¥—1 l
) o =—1 31 (w)(aJr,—-_—-mA+ logv,

a>_1.

1

Pro a =1 piejde pravd strana (1*) na staly clen, t. j. 1; poly-
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nomy ,(«) tedy vymizi pro ¢ =1, a jejich derivace urceny

jsou matefskou funkef (fonction génératrice)

(7) log l9g>(_1;_+ ) __T? C’;(l)

k)

nin+1)G,(1)=

(— 1) nln + . D" l( nt )(" —u) G (1);

+1 u—lt
, 1 , b , 3
6'1‘1):“"2_, Cr’,,(l)zﬁ, Ga(l):_T{a
=Bl g gy 4T

V rovnici (5) odettéme na obou strandch 1 a délme a — 1; pte-
chodem k mezim pro a =1 vyjde

®) v+ 1)—1"(v)vlogv

v I'(v)
O ST I ¢ () N
T 2041 T (+D0@+2) +DE+)Y@+3) "
¢ili zaménime-li v za v—1:

v) _1 G, G, (1)
T e~ =gt T T e D DT
+ G’y (1) . _

v+ 1)+ 2) (v + 3)
V rovnici (b) ddle po odettenf 1 na obou strandch délme a, a
provedme limitni pfechod pro a =O0:

I’ (v) —
(9) —I:(—v—)——logv.._
— G, (0) 1O 1 G, 0 1 G5 (0) 4.
) 2v(z+1) Bore+)@F+2
- 1
(4 1) Gu (0) = V(—l)/‘ ' !(”1’1)0.-,,(0),, G,=1;
s — = G,(0) , — .._.__1_
Iag—1+3)—% v!"z) G1—2’ G2‘— 6’
1 19 271 __ 9 863
G3=T, G4=—’—%, G5=i§=-z" GG=—Q.



Ponévadz

1 1

Z . x -
I—()‘g—(‘l—_{_—z)——f(l-{"Z) dw_%zf(v)dx,

0

a tedy
b)
G"@—:[(x)dx—
| Y
0
1
» r 1— 2—z y—1—z
=(-D"[f - 2””- T -~ da,
0
bude
v()

0<(— 1) <

¢imZ pro tato ¢fsla déno znamenf a omezeni.
V rovnici (8) levd strana

I"(v+1) _I'» 1,
T 8= iy —ler+ o
~ ptevedeme % na pravou stranu a obdrzime zajimavéjif tvar
* re _vt+2
SN T A TICE S
G',(1)

2(—1y , .
+2-V e Ty
Rovnici (9) pidme nyni
I'(v) ._}__Q_Ci’iﬂ/y'l*
. 2 LS04 v
a integrujme obé strany; obdriime nejprve rovnici s neznidmou
konstantou O

|

!
I
Yt
=

=

<

v

. 'Y ( ) -
— —— *__'ﬂ._. v
logF(v)_C—l-—(v )Iogv (1)+1),A log v.
Abychom uré¢ili konstantu C, integrujme obé& strany od v —=u
do »=u+ 1 a uzijme Raabeova vzorce
n41
10) f log I'(v) dv = u log u — u 4 log \/27.

n
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Dosazenfm hodnot
2

»? v
/‘vlogvdv:—_—é— log v— Au?=2u 41
dostaneme
(@) ulogu —u-flog\2nr = C+ = /\ (% log u)
1
——--_\(ulogu) (1¢+—§~)+—2——-—
(I)+1(0)
T +D!
Zde tfeba uvaziti

A wlogu)= (u+1) log(] + —l)—{- log w =log « +

ot 1)[ Z}L+J

A" (ulog u — ).

tedy

bu“+

; 3 [
A‘(u 10%"““‘“):-2—;‘——*—-‘—4-2——!—-;‘?—'—..
Mimo to

A (u?log o) = (u 4+ 1)% log (1 + —l—) + Qu + 1)logu

AQelogn —u)=1log u + -— 21‘

,
=@ut Dlogutut o4 Ly By
a dale
' u
1) Yy |
A" wlogu — u) = (.___1.)__(1_‘._1_)_ 4.

'
Dosazenim téehto hodnot nabyva prava strana rovnice tvaru (a)

C+ [(u -+ --g-)log w + 7-l—~ + %] — l) log u —

o v-)+<_;.~),
1

) 1 e vy
kde zavorka (—zf) znadi velitinu nekoneéné malou zdrovei s — .
~ ]
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AZ na veli¢inu nekonetné malou je tedy pravd strana (a) rovna
CH ulogu—u,
a musi tedy C=1log\27.
Tim nabyvd hofejsi vysledek konetného tvaru
a1y log I'v) = (z—— —}—)log v — v+ log \/2_;—}— o (v),

(7',
W) =— S‘ 191 ANdog v -:('Q) Azlog ¢ —

64 (U)

AP log v —

Tak dospivime k asymptotickému zékonu Stirlingovu. Rozvoje
(8)—(11) jsou zvldstni pifpady zndmych vzorcii; zde bylo ndm
voditkem vyvinouti je ze spoletného pramene (5). Pokud se tyce
integrdlu Raabeova, jsou proii rozmanité dikazy v literatuie;
k nejjeduodussim patii nd§ dikaz spolivajici v oémdné 1dentlté

n+1
_ . ‘ dJ WL (v + l)
J_/%[@M,d‘ =log —p L H =logn,

z nfZz vychdzi
J=ulogu—u-+4 C,

a konstanta
]

C':/'log I'(x) dz

0

se uréf bud na zdklad& dopliikové véty

') 'l —w)=
sin zx’
jako v na¥f publikaci z roku 1888 ") aneb se obdrzi jako vedlejsi
vysledek pfi dikazu Gaussova vztahu.*) (Pokratovani.)

1) Démonstration élémentaire d'une formule de Raabe (Giornale di
Matematiche diretto dal Professore ti. Battaglini, vol. XXYL), aneb O hlav-
nich vlastnostech integrald Eulerovych (Véstnik krdl. ces. spol. nauk z r.
1889). Otidteno v Hermite, Cours rédigé en 1882 par M. Andoyer, 4e éd-
Paris 1891 (str. 129).

2) Theorie funkce gamma. Veéstnik Leske Akademie, ro¢. I, 1892.
gep. otisku str. 10—11 a 24,
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