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Un théoréme sur n courbes simples dans le plan.
RNC Bedfich Pospiil, Brno.
(Recu le 3 novembre 1934.)

Il s’agit d’un théoréme énoncé par M. Cech et démontré par
moi.

Le plan R sera l’espace de nos considérations. Soit F un en-
semble fermé (dans R); soit @ un point de B — F; nous désignons
par g.F la composante de B — F' qui contient le point a.

Soit 7 un nombre naturel fixe;

m _ ,2,..,n+1
u { doit toujours parcourir les nombres {2,3,..., 7
Y : 1,2,...,mn.

Nous désignons par (K; a) Pensemble de tous les points que l'on
peut joindre avec a par ur arc simple dont I'intérieur?) est disjoint
de K. :

Théoréme:

Prémisse: Soit K un continu localement connexe situé dans
le plan R; sotent a et b deux points différents dans R; B’ étant un arc
simple arbitraire dans R aux extrémités a et b, U'ensemble B'K —
—- (@) — (b) contient (au moins) n points différents.

Theése: K contient (au moins) n courbes simples Cy, C,, . . ., Cy
disjointes de (a) + (b) et qui satisfont aux conditions suivantes:

gaov + Ov C ga0v+133) be R_gaou- (l)

Démonstration: Pour n = 1, notre théoréme est dit &
M. Cleveland?); nous n’y reviendrons plus.

Supposons donc que le théoréme soit vrai pour une certaine
valeur de » 2> 1; supposons la prémisse de ce théoréme satisfaite,
si I'on y écrit n + 1 au lieu de #. Il faut démontrer que la thése
reste vraie si 'on y met » + 1 au lieu de =.

1) B’ étant un arc simple, £ et y ses extrémités, B’ — (x) — (y) est
(par déf.) Vintérieur de B’.

2) Voir Moore: Found. of point set theory, p. 242.

%) On supprime la relation avec C,, , ;, C, 1% C, 11, 0", 1, qui n’a pas

de sens. :

293



-

" Posons

Le théoréme étant supposé vrai pour la valeur n, K contient n
courbes simples
' 013 02! LAY Om

jouissantes des propriétés énoncées dans la thése du théoréme.

Soit &« € C, (K; a); B” étant un arc simple arbitraire aux extré-
mités « et b, B"K — () — (b) contient (au moins) » points; il
existe alors n courbes simples C,* ¢ K d13]01ntes de (x) + (b) et
pour lesquelles on a

gaov . - Ova C ga0v+la;3) be R— gaC'u".

Soit g € [R— (K; a)] Cy; alors K contient une courbe simple
C/# disjointe de (a) + (B) et telle que

9aC:# . 9sCf = 0.

Aucun arc simple aux extrémités a et § n’est disjoint de C}#, d’ol
Pon tire que la courbe Cf ne peut pas étre située dans R — (¢,C, +
+ C,); nous désignons encore

C,=CJP.
A chaque point ¢ de C; nous avons ainsi fait correspondre une
série finie de courbes simples Cy¢, Oy, . . ., 0)° assujettie aux condi-

tions suivantes:
7.0 + C.° C 9.Cu+1°%) pour chaque ¢ e C,
aeR—gC¢ sice[R— (K;a)]C 2)
beR—gCf, sice(K;a)C,
be R— g,C,° pour chaque c e C,.
Pour chaque », on a

0, C choc

ceC,

La courbe C, étant compacte, la derniére relation reste valable
méme quand le point ¢ ne parcourt qu’un certain sous-ensemble
fine . I, de la courbe Cj;

posons

r=2>'r.

Alors, I' est un sous-ensemble fini de la courbe C, vérifiant pour
chaque v la relation suivante:

Cy C 2 g.0%. (3)

cer

=(K;a) I, B=[R— (K;a)] I';




G, = .gbC’1 + ﬂ%; 9508, ]
Gy = 90y + % 9.0, (4)
Gui1 = 9aCy + “Z; geCu’
FrG, C Cy + ,952; 0f = F,
FrG, C €, + ZA‘ Ce=F, (5)
Fr@uy1 C Oy + 2 Cf = Fyyy,

cer

ol FrGy, désigne la frontiére de 'ensemble Gy,

En vertu de (2), (4), (5), les ensembles FrG, coupent le plan
entre les deux points a et b; ils contiennent des coupures irré-
ductibles entre a et &6 — nous désignons celles-ci par Hy,; chaque Hy,
étant connexe, on a H, C K,, ou K, est une composante de 1’en-
semble F,; K, est un continu localement connexe (puisque c’est
une somme d’un nombre fini de courbes simples); K, coupe le plan
entre les points a- et b.

Posons
9Ky = 9K, gaKy i1 = gK,11.
L’ensemble FrgK, pour chaque m est un continu localement
connexe?) qui coupe le plan entre a et b. Chaque FrgK,, contient

alors une courbe simple C’y, qui coupe le plan entre a et b (en vertu
du théoréme de M. Cleveland); on a

be R— g.C'n. (6)
De la relation G, C gK, on tire
90"y D Gy, 9aC's41 ) Gogre )

Soit y € C1C';; en vertu de (3), il existe un c e C; tel que
yegCi%;on a cel = A + B; supposons que ¢ soit un. point de
P’ensemble B; de la définition (4) de G;, on tire que y ¢ G, ¢ B — (",
(puisque C'y C Fr@,), ce qui est une contradiction. On a alors
c e A; la définition (4) de G, donne immeédiatement y € G,. Nous
avons ainsi obtenu la relation

0"y C Gy (8)
On a
0/1 . gbOl C OIIGI = 0

4) Voir Moore: Found. of point set theory, p. 212.




d’ou I'on tire
C'y C O (C1 + 9a0y);
il s’en suit (en vertu de (8)):
C'y C Gy + 9.0, = Gy C goC'. (9)
La relation (4) pour u = 2 implique que
C,CG;cad.
€0, C Gg;

en outre, on a
c, ZA Cye C ZA’ Cye C ZA gaCy? C ZF 9.05¢ C Gy C gaC's,
a€ 13 *E. CE

ce qui donne
C'y C gl (10)

¢’y C FrG, C F,.

De la méme maniére, de la relation (3), on en peut conclure
que (u>2)

puisque

C'y C 2] Cur® (voir (2), (4), (5));

cer
il s’en suit

C'u C Qi1 Cgallusn, (11)
puisque les relations (2), (4), (5) donnent
Cu—f C Gy

‘Les relations (9), (10), (11) entrainent
C', C 9.C'»+1 (pour chaque v). (12)

Supposons qu’un ‘point z soit situé dans l’ensemble g,C", .
. [R — ¢aC’y +1]- 11 existe dans ¢,C’, un arc simple B, aux extré-
mités a et x; pareillement, il existe dans

‘ B — (9.C's 41 + C'h 1) + (2)

un arc simple B, aux extrémités b et x; B, est disjoint de €', — en
vertu de (12). L’ensemble B, + B, — disjoint de (', — contient
un arc simple aux extrémités a et b disjoint de C’, ce qui est impos-
sible puisque C’, coupe le plan entre a et b (voir (6)).

On a alors
gao’m +C'n C gaO'm+1>3) beR —gaO,mQ (1’)
les courbes C',,C',, ..., C'n41 satisfont alors aux conditions
désirées. Notre théoréme est ainsi démontré.
%
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Véta o » jednoduchych kfivkach v roviné.
(Obsah ptedchoziho élanku.)

V piedchozim ¢lanku dokazuji tuto vétu:

Predpoklad: Bud K lokalné souvislé kontinuum v roviné R,
a a b dva rizné body v R; kaidy jednoduchy oblouk o koncovych
bodech a a b protina K aspon v n riznych bodech mimo @ a b.

Tvrzeni: K obsahuje n ]ednoduchych disjunktnich kfivek,
které oddéluji body a a b v R.
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