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0 kvaternionech.

Sepsal

Dr, F. ). Studniéka.

Uvod.

Jak jsem na jiném misté ') jiZ poznamenal, vedlo pivodné
odcitani k Cislim negativnim, odéetngm, ana dlouho byla pova-
Zovdna jen za zvliStn{ fikce a tudiZ i zavrhovdna; neb pred-
staviti si néco, co jest menif nezli samo nic, p¥icilo se zdravému
rozumu. Pojem ¢isla co souboru jednotek stejnorodych v této
své obmezenosti taktéZ byl pfilis tzkym, jelikoZ v sobé obsa-
hoval posici néceho, co jest vétsi nezli nic, takZe tak dlouho
jen s ¢isly positivnimi pocitino, aZz koneéné rozvoj mathematiky
dosdhl tak vysokého stupné, Ze mohl pojem ¢isla vibec se roz-
§ifiti i na ¢isla negativni po celd stolet{ nendvidénd a zneuzndvand.

Prvni mathematik zdpadu, nanejvy$ zaslouZily Fibonacct
(1230) uzniva negativni YeSeni tlohy jen tam, kde se jednd
o néjaké debitum a md tudiZ na zieteli i po dnes uzZivané po-
rovnni prfjmét a vyddni, jméni a dluh@ s éisly positivnimi a
negativnimi. Po ném vyskytujf se tytéZ nizory beze zmény az
do konce XV. stoleti, kde Pacioli (1494) jiZz zndmé pravidlo
symbolem

—_— — = _.l..
vyjadiené znd, a¢ zdanlivou neshodu, jak nasobenim ¢isel smy-
Slenych moznd vyvésti ¢islo skuteéné neb redlné, nedovedl ob-
jasniti a vyloziti. I vytetny mathematik némecky Stifel (1544)
nazyvd negativnf ¢fsla ,numeri surdi, ficti infra nihil®, taktéz
i soudasny algebrista Cardano (1545) uvadi je co ,minus purum*

) Viz ,Zékladové nauky o &islech® pag. 39.
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do poétu, aviak snazi se jich viude vystiihati. Teprv Harriot
- skoro na konci XVL stolet{ zjednal jim obcéanské privo v ma-
thematice a od té doby mdlo kdy vyskytl se odpirce ngjaky,
ktery by poc¢itini s nimi zavrhoval aneb ¢iselnou podstatu jim
upiral.

Tak dlouheho boje bylo tudiZ zapotiebi, nezli si negativni
¢isla vydobyla onoho postaveni, jaké zaujimaji cisla positivni,
prostym kladenim jednotky povstévajl’cl’, tak dlouho ziistal jediné
v platnosti tzky pojem éfsla viibec, neZli byl rozsifen tak, aby
se jim zahrnula i ¢isla negativni!

Podobny a¢ mnohem trudnéj$i osud méla ¢isla imagindrni,
k nimZ se ponejprv prislo p¥i FeSenf rovnic kvadratickych, kdyz
bylo dobyti kofene druhého z ¢isla negativniho; téch opravnénost -
“teprv v naSem stoleti uzndna, ba teprv nyni konéi se boj o plat-
- nost téchto cisel v mathematice, jeZ tak mnohych sluZeb ji pro-
ukazuji a prec jen s jakymsi podezienim u mnohych se potkdvaji.

Aby se jim vyhnul, Zdd4 jiZz Cardano p¥i Feleni rovnic
kvadratickych

x4+ b=2ax,

aby a2>b, a podotykd ,si detractio ipsa a®—b fieri nequit,
queestio ipsa et falsa, nec esse potest, quod proponmitur“; tak
na pt. jest'mu fYeseni 5+ V—15 ,solutio vere sophistica®, ba
symbol —1—V —1 ,omnino falsum®, p¥i ¢emZ mu neuslo,
Ze se tyto vyrazy podivné vyskytuji po dvou ¢ili sdruZené. Krajan
jeho Bombells (1579) ukdzal jiZ, jak se md pocitati s veli¢inami
tvaru soujemného (komplex) @ 5V —1,2) pi CemZ nazjvé
-+ V—1 ,piu di meno“ a opak toho —V —1 ,meno di meno*;
aviak jsou mu to jen vyrazy pro jisté vykony, redlnymi Cisly
nesplnitelné. Albert Girard (1629) ptipousti sice opravnénost
cisel téchto, jeZ nazyva ,quantités enveloppées®, Descartes (1637)
rozezndvd je co vmagindrni od reilnych, ale pouZivd jen redl-
nych, takZe jinorodost jejich, aé mevadi tkonim algebraickym,
nedovoluje uznati. jich stejnou oprdvnénost.

’j Soujemné ¢islo skliddd se tudiz z dvou podstatné se lisfefch césti,
_takZe misto prekladu slova ,komplex“ lépe by ge k jich oznaceni
"hodilo slovo »dvojspfezné Eislo.
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Zcela jinak soudil o veliindch soujemnych Leibnic (1676),
maje na zieteli vyrazy pro koFeny sdruZené; pravit v dopisu
k Oldenburgovi: Et vere realesque sunt quantitates, si inter
se conjunguntur, ob destructiones virtuales. Quod multis ele-
“gantibus exemp]is et argumentis deprehendi. E. g

VA+ V=3 + vV -8 =

V této priciné velice prospéla snaha vytknout1 pomeér chh
k ¢islim redlnjm; a tu jiz Wallds (1678) ustanovil V' —1 co
geometricky primér mezi 41 a — 1, nacez Kiihn (1753) ukdzal,
Ze znazornénf ¢isla imagindrntho d4 se provésti kolmici na
piimku vedenou, kterdZ zndzorhuje cisla redlnd, coz Truel
(1786) opétné vytknul a vice privedl k platnost1 ve svété
mathematickém. Hlavni vSak zasluhy ziskal si o nauku téchto
cisel Argand (1806), kteryZz soujemnou veli¢inu @ -} b¢ zndzornil

bodem v roviné a téZ pojem modulu Va2—{—b? zavedl; cisla
redlnd zndzoriiuje tudiz pifmka, Céisla imagindrni pak pifmka
kolmo na piedeSlou v bodé o postavend, proceZ néktefi mathe-
matikové i navrhovali, aby se zavedlo pojmenovéni ,,laterélni )
misto imagindrni, éfsla soujemnd koneCné zndzorhuje rovina a
naopak.

- Po ném ujali se téchto ,nemozZnych, nesmyslnych“ ¢isel
néktetf{ vyteéni mathematikové, vyloZili zcela jasné tlohu, jakd
jim jest v mathematice vykdzand, a zjednali jim tudiZ stejnou
vdZnost s ¢isly redlnymi.

. Predevsim sludf tu jmenovati genidlnfho krajana Argandova
jmenem Cauchy (1821), ktery zavedenim pogmu modul, arqument,
tvar redukovany

_ re¥i=r (cosp-}-tsingp) =a -+ b7,
sdruenost a m. j. usnadnil jich uZivdni, vyzpytovinim novych
vztahlt ukédzal jich zajimavost a hojnym upotiebenim zfejmé
vytknul jich prospésnost. Vedlé ného zaujimé misto neméné
cestné Gauss (1831), ktery si o tato dlouho postrkovand Cisla
tolik zjednal zdsluh, Ze obecné se m4 za to, Ze od ného pochdzi
méitanské pravo, jakéhoZ nyni uzivajf v mathematlckém Svéteé;
kritké oznacen{ imagindrni jednotky
, V—1=1¢ . : _
“jakoZ i jmeno ,komplex“ a oznafeni normy ¢&fsla soujemného
. - : : ©~
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a - b¢ soudtem ctvercl a® 0 pochdzi od ného. Konecné do-
vrdil uzndni jakoZ i upotfebeni téchto cisel Riemann (1851)
svymi duchaplnymi baddnimi v oboru nauky o funkcich, kde
proménné jsou veliiny soujemné, takZe nyni stala se ¢isla sou-
jemnd, kterym po tolik stoleti se mathematikové takika vyhybali,
zamilovanym predmétem nejdimyslnéjsich baddni, a byt i zde
onde se nékdo pronesl o jich nepochopitelnosti, Z4dny mathe-
matik nepozastavuje se vice nad nimi, jakoZ neéini nikdo vice
u ¢isel negativnich.

Jakmile s jedné strany vytknut vyznam a uzndna platnost
¢isel sklidajicich se z dvou podstatné rozdilnych &dsti, z redlné
a a imaginarni b¢, kdeZ ¢ znaéf novou jednotku idedlni, jakmile
se s druhé strany poznalo, jak se dd toto ¢éislo zndzorniti po-
Iohou bodu v roviné a jak prospéSné slouzi v geometrii rovinné:
bylo véci zcela ptirozenou, Ze se vyskytly snahy, aby se tento
pojem zavedenim novych jednotek idedlnich s jedné strany zvse-
obecnil, s druhé strany pak pro geometrii prostornou upravil.
A v této snaze zaloZen plivod nauky o kvaternionech! %)

Jiz Argand, o jehoZ zésluhich bylo pravé struéng, co
nutno, poznamendno, snaZil se podobné vyjadiiti polohu bodu
v prostoru, jak se podafilo pfi bodu v roviné, ale nepfisel k cili,
coz platf i o podobnych snahdch Servoise; pripojenim tfeti sou-

%) Jak pfirozend byla snaha piejiti od soujemnych veli¢in rovinnjch
k vys§fm prostorovym, mohu z vlastni zkuSenosti dosvéd¢iti. Nemaje
ani zd4n{ o kvaternionech Hamiltonovjch a précech dfivéjsich, hledél
jsem pii svych stpdiich na université videfiské r. 1859 pomoci ide-
dlnich jednotek ¢ a j zjednati si relaci sklidajici se z trojélenného
vzorce, kterd by rozpadnutim se ve tfi rovnice poskytla tii zdkladni
vzorce sférické trigonometrie, tedy asi podobnym spiisobem, jako se
vyvine ze vzorcd

% = cos a-fisine,
Fi—=cosp &ising,
poubym nésobenim a identifikovinfm
(T — cos (at-B) - i sin (e-B)
=—=cos acos f — sin sin
2 (sin « cos B -+ cosa sin )
dvé zékladnich vzorch trigonometrie rovinné.
Co jsem hledal, nalezl jsem, avSak nyni nemém vice v paméti
spiisob, jak jsem provedl véc, na niZ ted nekladu Z&dné véhy,
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¢asti k ¢islu soujemnému neb dvojspreznému a zavedenim nové
jednotky idedlnf nebylo mozZna sestrojiti pro prostor analogon
¢isla soujemného pro rovinu. TaktéZz médlo plodnou ukizala se
byti novota, kterou Cauchy v tomto oboru provedl svou symbo-
likou kléidovou; symbolické rovnice jako na pi.
atbjte=ai4bj+¢ .
obsahuji dva klice (clefs) ¢ a j, kterymiz se rozklddd na rovnice
tii a sice
a=a, b=0b, c=g¢

a naopak.

Teprv Hamzlton ptiSel po desitiletém namihavém zkouSeni
r. 1843 na novy druh éfsel, kterdz sklddajice se ze é&tyr pod-
statné od sebe se lisfcich Casti, obdrZela od ného jmeno kvater-
niony, jeZ bychom dobfe vyjadiili slovem ,Cisla CtyrspreZnd.®

Sestavilt pomoci novych jednotek idedlnych ¢, 7, k ¢fslo

= @y - oy - g, |- kay

kdez znaéi «,, @, «,, @, Cisla bud reilnd neb soujemnd, a na-
zval nové ¢islo v pripadé prvnim kvaternion, v druhém pak
bikvaternion.

Ba Kirkmann zv$eobecnil tento pojem novych ¢&fsel idedl-
nich tak, Ze sloZiv z 2n Casti rozliénych pomoci (2n—1) idedlni -

jednotky nové ¢islo
2n—1

e=a,} a1 +a2?:2+--~+a2n—1i2n~1=k§0akik’ (n

Y7 vs

kdeZ a; znali ¢islo redlné, ¢ jednotky idedlné vyjmouc ¢, =1,
obdrZel ¢isla mnohospiesnd neb plusquaterniony, z nichz pro k>3
a ap =0 obdri{ se

€ =ap 0yt + a7 + a3 @)

co ¢islo Ctyrspiezné neb kvaternion, pro £>1 a a; =0 pak

€ =a,+ a7 3)

co ¢islo dvojspiezné neb soujemné a pro &> 0 a a; =0 konecné
(o Apumnns ao

co Cislo jednospfezné neb redlni.

Od té doby, co se Hamiltonovi podafilo pomoci lichého
poctu novych idedlnich jednotek sestaviti a pro upotieben{ pro-
storné upraviti kvaterniony, pracoval neustdle na zdokonaleni
této své nové nauky, aby ji nejen vSestranné rozvinul, nybrz
i platnost "ji zjednal pii FeSeni Gloh geometrickych a mechani-
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ckych. Jak snahy jeho byly skvéle odménény, pozni se nejlépe
z jeho spisu ,Lectures on Quaternions® r. 1853 v Dubliné vy-
- daného jakoZ ze spisu ,Elements of Quaternions®, jejZ r. 1866
syn po jeho smrti v Londyne uvefrejnil. Oba tyto spisy Ccinf
zaklad a dosud takfka jediny pramen této nauky, jelikoZ vie,
. co dosud o kvaternionech bylo sepsino, zejmena Allegrétovo
- dilo ,Essai sur le calcul des quaternions® 1862 a Hankeliv
spis ,Vorlesungen iiber die complexen Zahlen und ihre Funk-
tionen® 1867, kdez v VIIL. a IX. oddilu obsaZena nauka o téchto
veliindch, cerpdno jest ze spisi Hamiltonovjch a jen co do
- formy ucinén jest néjaky pokrok zejména Hankelem, podlé néhoz,
‘a€ s valnymi zménami a dopliky, sestavena ndsledujici prostd
- nauka o kvaternionech.

Arithmetika kvaterniondi.

§ 1

Co jsou kvaterniony a jak se oznaéuji.

Jak' v idvodu bylo jiZ poznamendno, jest kvaternion ¢islo
sklddajfcf se ze ¢tyr podstatné se od sebe liffcich casti, takZe
znacét-li a,, a,, a,, a; Cisla redlnd, zl, %y, 7, idedlni jednotky,
0 mchz plati

32 =41 =43=—1, 41 =1, Y
-jest ¢islo ctyrélenné - _
: “—ao+“1‘1+%’2+a3"3 ®)
kvaternionem.?) KaZdd z téchto Ctyr ¢dsti md jinf rdz do sebe
a predstavuje ¢islo, abychom tak Fekli, jinak barvené, takze
_bychom pro porovnini fici mohli, «, predstavuje cfslo, dejme
tomu, bilé, a,7, cislo modré, a,z, ¢islo Zluté a a, 7, Efslo Cer-
vené, celf kvaternion tedy &fslo strakaté. - Z této rozlicnosti
" plyne dile, Ze tu nemiiZe miti vSeobecné platnost tak zvany
zékon kommutatxvn()stl jeji vyjadiuje vzorec
: a.b= b a

4 Jsowli gy, @y, 4, Cisla soqjemnz’n tvaru a -+ b¢, sluje o bikva-
ternion. .
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a Ze tudiZ tieba na zikladé vzorch (4) ustanoviti, jak se maji
ostatn{ souciny téchto idedlnjych jednotek.

K tomu cili kladme pii ndsobenf ¢itatele v kazdém zvlast-
nim pifpadé stejné na obou stranich a povaZme, Ze o stejnych
jednotkdch jiZ a prior: plati kommutativnost, jelikoZz stejné za
stejné vzdy poloZiti dovoleno.

7 posledniho vzorce (4) jde, zndsobime-li jej ¢, a 2, na
obou strandch, klademe-li prvnf fmktor napied,

G Gt =4 =0%. 7, =—1,
a druhy faktor na zad, .
Uy ly o g T Uy Uy T2 7y L Byt = — 1y ;
jest tudiz
Uty =— 1,
iyt = — i,
a znasobime-li na obou stranich
I
LUl = = = 0)
podobné obdriime ze vzorci
Ty == —- 13,
il i3 %,
znasobime-li v steJnem porddku na obou strandch,
) 22z, 23:—5.,13__121.,:—21,
z Cehoz jde téz :
. bty =173
taktéZ obdrzime ze vzorci
Tty = =y,
Wiy ——1,
znasobime-li stejnym splisobem, jako prvé,
by iyl =y =0y 1, = — 1y,

z eho jde téz

Pty =1 .

%) Zde vyskytuje se zfejmé ve vzorci
Tty = — 1,0,
Ze o téchto jednotkich neplatf pravidlo zéménnosti &initeld, nybrz Ze
souéin dvou zméni své znameni, jakmile se postavenf jich zaméni.
K znézornénf tohoto alternujicfho zjevu slouz{ dobie porovnénf sou-
"¢inu s tkaninou; skl4d4-li se osnova z nitf modrych (i), outek z nitf
Flutych (i), obdrZfme urditou tkaninu (i, 3,); je-li viak osnova Zlutd
(¢,) outek modry (z,), bude tkanina sice z prvkd stejnjch, ale obra-
cené upotiebenych (— 7,%,), ¢imZ se vyménf rub a lc.
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Sestavime-li tyto vysledky, obdrzime

Gty =1 | Gty =—1,
Toly = | Gty =—1, (6)
T3y =ty | Oy Oty = —1,.

Znasobfme-li tyto vzorce, jak po sobé jdou, jednotkami
T3y %, %, Kladouce je u prvnich nazad, u druhych napied,
obdrZime pomoci zdkladnich vzorci (4)

gty =—1 | 4307 =1 3
Uty ty =—1 it =1 (7
Bt t,—=—1 Ty 0y 1y = 1.

Vsechny tyto vzorce, podlé nichZ se nutno ¥iditi pfi po-
¢ftan{ s kvaterniony, mozZnid zahrnouti schematem nésledujicim:
Vepisme do kruhu smérem rulicky hodinové tyto t¥i idedlni
jdeme-li

jednotky 7, %,, 73, pak d4 soucin dvou, {nej deme-li

} smérem

positivnf

ruéicky, {negativnf

} tretf, soucin t¥i v { gxﬁlén; } piipadé

{Ii }; Gtverec jednotlivich téchto jednotek di pak — 1,

v ¢emZ se podobaji tyto idedlnf{ jednotky obycejné jednotce
imagindrnf. °

Jak ze vzorce (5) patrno skladd se kvaternion z casti
redlné a,, jiZ nazyvd Hamilton skaldrem neb ddsté skaldrni, a
z ¢asti idedlné a, ¢, + a,7, + a3 7;, jiZ nazyva taktéz z pricin
geometrickych vektorem, takie kritce jej oznaciti miZeme co
soubor téchto dvou €isti podstatné od sebe rozdilnych; zave-
deme-li k oznacem redlnosti symbol R, idedlnosti pak I, bude

podlé toho A
«=Ra +Ie, 8)

@=a,,
Ia=a,7, + a, % + a3%,.%)

%) Pii této pifleZitosti budiZ poznamensno, Ze sestaveny byly jesté jiného
druhu ¢&isla idedlni; znaéi-li totiz ¢« kofen binomické rovnice
an—1,
ar pak c¢islo redlné, sluje
a=a, %+ at,+...4an in
podlé Gaussa a Dirichleta Cislem idedlnym.

kdez tedy plati




Zaroveh tu patrno, Ze pro
a, =0, a;=0
se kvaternion « proméni v obycejné Cislo soujemné
e=a,}+ar,
takZe nauka o kvaternionech se v tomto zvlaStnim p¥ipadé stane
naukou o ¢islech soujemnych.

P¥i tom nutno koneéné poznamenati, Ze jako pii obyéejnych
Cislech soujemnych i zde rozezndvime kvaterniony sdruzené (kon-
jugované), pri nichZ cdst idedlni md opacné oznaeni; zave- -
deme-li pro oznaceni tohoto pojmu vzdjemnosti symbol K,
bude tedy

Ke=Roa—Ie«. 9)
kvaternionem s « sdruZenym.
" (Pokragovéni.)

Prispévek k reseni ploskyeh trojuhelnikii.

P. Julian Vervaet v Bohosudové.
Obr. 8.

A

V libovolném trojihelniku ABC (obr. 8.) budte BC=a,
AC=0b, AB=c tii strany, e, B, p piislusné Ghly, v,, v, v.
piisluSejici vysky, 2s obved, p plosky obsah, R polomér kruhu
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opsaného, = vepsaného a 7., 7, 7. poloméry vnéjsfch kruhit do-
tyénych, z nichZto se kazdy jedné ze ti{ stran a zdrovei pro-
dlouZen{ dvou druhych dotyka. "

1. ProdlouZivie dvé strany trojihelnika ku pf. AB i AC,
rozpolme thly vnéjsi DBC, ECB. S priisetného bodu O roz-
polovacich pfimek BO, CO spustme kolmici OF na ttet{ stranu
BC. Tato svisld jest polomérem r, vnéjifho kruhu dotycného,
k strané a nalezitého. Neb z OFBXY OGB a CFO O3 CHO
vyplyvi OF = OG = OH.

Uhlop¥iénou OA rozlozime étyrithelnik ABOC ve dva troj-
thelniky ABO a ACO. Podstavy téch trojihelnikd jsou strany
b i c; vysky jejich OG a OH jsou rovny 7,. I mame tudf

ABOC = ABO + ACO = % b+ 0)re.
Ze ale téz
ABOC = ABC - BOC=p +_;— are,
~ protoZ jest
T 1.
P+ 5 ar, — —2—(b+lc)'r,,.

Tuto rovnici dle r, feSice nabyvime
2 _

7.":b—.{—c—-a': s—a

TymzZe cinem aneb cyklickou zdménou dokéze§, Ze jest

2 _p
'r""—c—}—a—b_ s — b @)
Z = ®

‘ r"—a-—}—b—c— s—c '
Odtud véta: Polomér vnéjsiho kruhu dotycéného rovnd se
ploskému obsahu trojihelnika délenému nadbytkem poloviéného
obméru nad dotknutow stranu. Zef

__ % _p
"= e s @)
abe
R= )
- pr=s(s—a) (3—Db) (s—c) (6)

- toho ddkazy hledej v obvykljch knihdch uéebnych.
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2. Sectouce (1), (2), (3) a od utvoreného souctu edectouce
(4), obdriime
1

1 1 1 abe
ra+9b+rc—r_p( s_b—{— —————):—~——-

s—¢ S

=4R, i jest tedy
AR=r,+ryFr.—r

1
R:—4:—(’ra—‘{"7'b+1'c——7'). (7)

Odtud plyne véta: Polomér kruhw opsaného rovnd se (tur-
tind souctu polomérd vnéjsich kruhi dotyényjch zmenseného o po-
lomér kruhw vepsaného.

3. Utvotfme-li ze vzorcd (1), (2), (3) prevratné hodnoty,
obdrZime sectouce

Ll 1 oddehted o

Vzorec (5) vydd vsak

P p
Z rovnice (4) jde vSak
s 1
AR
procez mame
1 1 1 1
T aalrnie sl e ®)

Odkudz véta: Prevratng polomér kruhw vepsaného rovnd
se soulté prevratngych polomérd vnéjsich kruhi dotyémyjch.

4. Sectouce rovnice (2) a (3) nabudeme

ap
e =P (s—b + s—c¢ (s—b)(s—c) ’
a odecteme-li (4) od (1), Objer se

To—r=p|—- ])
¢ — P\ s(s—a)

7y

Nésobime-li tyto dvé rovnice a ptibliZime-li pak ke vzorci
(6), vyjde

. a’p? —
(ro-10) (ra—17) = ¢ (—a) (5—b) —0)

I jest tudiz

0= V(ra-{— 7¢) (Ta=—7) (9)
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Podobné se obdrzi"cyklickou zdménou
b= V(ro+try) (ro—r) (10)
c= V(ra—-}—rb) (re—r) (11)

Z toho viiime vétu: KaZdd strana trojuhelnika rovnd se
ctvercovému kovent ze soudinu, jejZ obdrZime, zndsobime-li soudet
neprislusnijch polomérs, z vnéjsich kruhd dotyénych s nadbytkem
prislusného nad polomér kruhu vepsaného.

Disledek. Ze vsech kruhii trojihelnika se dotykajicich
jest vepsany nejmenSif, maje nejmensi polomér.

5. Ndsobenfm rovnic (1), (2), (3), a (4) vyplyvd

4

— P — P_‘ —_ 2
TTalsle=3 (s—a) (s—b) (s—c) — p* =P5
procez
p=Vrr,rr, (12)

to jest plosky obsah trojihelnika rovnd se &vercovému Korenu
ze soudtnu poloméri &tyr kruhi dotyényjch.

6. Znamy jsou vzorce

o s (s—a
cos? — = (s—a)

D) T (13)

p= —Lbcsina:bcsin—g—cos—of—. (14)

2 2 2
Majice jiz zietel k rovnici (4) nabyvdme z (14)
be = P = i
S 1 « . o o
smn —g— cos —2—- sin -ﬁ- cos TZ-
Dosazenim této posledni hodnoty do (13) vyplyne
;:os 2= 1L (s—a) sin —-
r 27

2

proceZ
r=(s—a) tg —g— . (15)
Taktés obdri se ddle

r=(s—b) tg -‘;— , 16).

r=(s—c) tg—g—. ¢¥))
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Poucka v téch tfech vzorcich obsaZend zni: Polomér kruhu
vepsaného jest roveh nadbytku polovicky obvodové nad jednu
stranu zndsobenému tangentou poloviéného dhlu proti té strané
leZictho. Pomocf téchto rovnic lze urditi dhly trojahelnfkiiv.

7. Rovnice (15), (16) a (17) poskytuji mimo to

s—-—a:rcot—g—, ‘ s-——b:rcot-g—, s—c:rcot%.

Jezto ale téZ p — rs, vynikne dosazenim téchto hodnot do
rovnic (1), (2), (3)

ra:stg—g—,'rb:stg%, rc:stg—g—. (18)

Z toho jde uméra:
ra:rb:rc:tg%:tg—g—:tg%—,

to jest poloméry wnéjsich kruhi dotyénmjch maji se k sobé jako
tangenty polovicnych 4hla trojihelnikovych.
8. Nésobice rovnice (18) nabjvime

rarbrc:s“’tg%tg—g—tg—g—.
Jezto pak dle (12) a (4) rorpr, = s®r, jest
s”r:s%é%tg—é—tg—’é—,
procez
r=s tg—g—tg——g—tg—;-, 19)
s:rcot% cot g—cot—g—. (20)

Pro plosky obsah p — s nabyvime tudy dvou ndsleduji-
eich vzorch :

p:r”cot—g—cot-g-cot—%:sztg%—tg—gtg%, (21)
Cili: Plosky obsah trojuhelnika rovnd se &verc poloméru kruhw
vepsaného, vedenému do soudinu cotangent polovienych w4hlg troj-
whelnikovijch.

Plosky obsah trojihelnika rovnd se &tverct polovieného ob-
méru vedenému do souinu tangent poloviényjch 1ihld trojuhel-

nikovyjch.
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9. Z (21) vyvadime

P __ =, B 4
= —3 ty »Qr-tang 9
tg —é’
a z (18) Ty T = S%tg —[21 tang %—' .
I jest tedy
.__‘p_ =, ¢,
procez
pP=rp7e tg—g— . : (22)
Takz i

P :o'cratgl‘f— =,y —?;—.

Z cehoi véta: Plosky obsah trojihelnika rovnd se soudinu
polomérs dvou vnéjsich kruhi dotycnijch zndsobenému tangentou
polovicného <ihlu, jejZ sviraji dotknuté strany.

10. Dosadice vyse nalezené hodnoty

s—a=rcot =, s—0b ::'rcotﬁ‘e, s—c = rcot -

2° 2 2
do rovnic (1), (2), (3), obdrzime
Tq = p—&—, ry = p—»-, re = p_}_
7 cot o .r cot-2~ 7 cot —2—
Odtud vdZime poznovu tti vzorce pro plosky obsah, totiZ
p=rr,cot '—;‘« =77y cot —2« = r.rc cot —%— (23)

Gili: Plosky obsah trojiihelnika jest roverk poloméru kruhw vepsa-
ného zndsobenému soudinem z poloméru vnéjsiho kruhu dotyéného
a cotangentou poloviéného whlu protéjsiho.
11. Postav v rovnici ()
p-——l——absiny——l—acsinﬁ'
= =3 ;

tehdy jest
) c b

. — 2sin p - 2sinf’
procez .
"b=2Rsinf, c=2Rsiny, bc—=4R*sinfsiny.
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Tato hodnota, byvsi do (14) dosazena, vyda
p=2R*sine sinf siny, (24)

to jest: plosky obsah trojuhelnika rovnd se dvojndsobnémuw ctverce
z poloméru kruhw opsaného vedenému do soutinu sinusi vdech
tr thld.

12. Vypoétéme nyni soucet i soucin stran v trojihelniku
ze znamych rovnic

2p = av, = bv, = cv,,

z nichZ nejprv vyvadime

1 1 1
«4-btc=2p (T«+?E+"EJ)
a dosadime-li tu hodnotu do (4),

r 2p
to jest: prevratny polomér kruhu vepsaného jest roverls souttu
prevratnyjch vijsek.
Podobné vyvozujeme :

1 _ adb4e¢ 1 1 1
e )

3
abe = 8p7 ,
Vg Vp Ve
a dosadime-li tu hodnotu do (b),
3 2
R= 8p = 2p .
4p ve vy v, Vq Up Ve

Z toho jde
p:V-%Rv,mwc = -%V2Rvavb$:. (26)
To niam podavd vétu: Plosky obsah trojihelnika rovnd se
polovicnému dtvercovému koveni ze soudinu i viSek s pramérem
kruhu opsaného.
Porovnidnim vzorce (8) s (25) vznikne

1 1 1 1 1 1 .
o T Tty ey G0
Soudet prevratngjch poloméri, z wvnéjsich kruhd dotycénijch
rovnd se souctu pirevratnyjch vysek.
' 13. Jak povédomo jest v kazdém trojihelniku:
a:b:ic=stna:sinf:siny.
I méme tudiz

a+b—~4c __ sina-sinf | siny
a

- sin o

neboli za piicinou, Ze jest
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a4-b-+4c=2s, sina-sinp -t siny=4cos —g—cos —g—cosé—
P o
i.t vat-—2sm—2—cos—§,
jest ' B 7
s cos - €08 —
e sin — .
2
Z toho jde
B /4
@ €08 5~ 008 5
§—m— =
sin —-
2
Taktéz najdes pouhou cyklickou zdménou
bcos —Z— Cc08 —‘x— C CO0S _a_ cos __ﬁ_._
2 2 2 2
s = 3 = ; . (28)
sin o stn - :

Odtud plyne véta: V kaZdém trojithelniku rovnd se polovina
obméru jedné strané vedené do soucinu cosinusi poloviénych hld
prilehlijch a délené sinusem polovicného whlu protdjsiho.

Dosadice hodnoty veliiny s do (19) a (18), nabudeme
upravice

a s £ sin - b sin 1 sin — ¢ 8in —sin - B
2 2 2 2 2 2
r= - = 3 = ” , (29)
008 - c08 5~ cos 5
a cos B cos -2~ b cos -1 cos — ¢ €08 -~ cos —ﬂ—
2 2 2 2 2 2
ra= — VP == , (30)
cos —- cos B cos -
2 ' 2 2

to jest poloméry Ctyr kruh@ dotyénych lze vyznacliti stranami a
uhly trojihelnika.
14. V trojihelniku jsou vysky v ptrevriceném poméru stran.

Jest totiz
VoV =sinfisine,
wiv,=smy:sinf,
Veivg=SInO:SINY,



7 toho jde '
-1 _ 1 sinf 11 sy

v T v,  sine ) v, v,  sine’
procez
: Bos 2
»1_*_#1__*_ 1 _ 1 sine-fsinf-Fsmy 1 Zoos g %79
Ve vy | v, Vg sin o v, .«
sin —-
2
Dosadice tuto hodnotu do (25), nabudeme
B s 2
1_ 1 20032cos2_
r v sin —_ ,
"3
tedy
v, $i—-
rm— 2 31)
2 cos LA cos 4~
2 2
Rovnéz i
Vg SIN —— v, 8in -
¢ 2 ¢ 2
r= - ” = - 7
'2cos—é—cos—2— 2003—2—003?
Délfme-li pak rovnici (19) rovnicemi (18), nabjvime
. v o_ @ Y _ a f
=0 UG % tg 5 = rytg 5 tg 9 = r.tg 3 g -,

aneb dosadime-li za » hotejsi hodnoty (31), obdrZime posloupné
dle r 7, , Yedice

.o . A .y
Vg St - vy SN - V, 8N —5-
. — ¢ 2 - — 2 ’ 2
a__—_.-’ l’b"— -—_.———'-, rc:-——'————_“ .
. . L. . 0,
2 sin {3 sin 3’ 2sin-; sin y. 2 sin - sin —{1
2 2 2 2 2 2

Poloméry tii kruhl dotyénych jest trojihelnik dokonale
uréen. Za priklad vypoéitej Ctendf trojuhelnik, pro ktery jest
re = 70, 1, = 55, 7, = 66.

15. Ku posledu znamenejme jeSté poloméry ¢tyr kruht

dotyénych vyskami trojihelnika.
5
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Z rovnic 2p = av, = bv, = cv, vyvozujeme

I jest tudy
v, v,
a+b+c—_2s“_(1+?ﬂ_ +E;)c’

9 — (v,, vy vy v, vuvc) .

Vo Vp
Jeito pak
. — 2p _ ove
"EaF e s
jest
_ Ua Up Ve o
T VeV VoV — Vv, (33)
Déle jest
Vo ¥ Vg Vg — Up Vg
2(s—-a):( b+v o 2 )c,
VgV Vp Vg — Vo U,
2(s—b)=( b+vivb )c,
VgV = Vp Vg — V¥
2 (s—c) = ( +v:vb ") c
I obdrzime tedy
—_— 217 —_ C U — Vo Up V¢
Te=3 (s—a) T 2(5—a) T e | vev.— v, (34)
f— 2p J— C Y, . Vo Up Ve
=3 (s—b) = 2(s—b) T v + VpVs— v, (35)
- 2p — Cle  _ Vg Up U, (36)

2 (s—c) 2 (s—c¢) Vg Ve - Vs Ve — Vo Up

Ku cvieni vypocCitej ctendi timto ndvodem trojihelnik,
v ném# v, = 111, v, = 1212, v, = 12

Dodavek. Uloha: vypoéitati trojihelnik, dény-1i jsou dvé
vysky v, v, a polomér R kruhu opsaného, moZno FeSiti tim, Ze
se vzorce (33), (34), (35), (36) do rovnice (7) dosadi a tieti
vyka v, vyhledd. Povnice odtud vzniknouci jest ale c¢tvrtého
stupné. Znd-li ¢tendi jednoduSsi feSeni této tlohy, necht ji
u veiejnost uvede v téchto listech.
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