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GAST MATB;iMATICKA.

B

MnozZstvi ireducibilng souvisla mezi n body.
 Eduard Cech.
(DoSlo 4. listopadu 1931.)

I

Topologie nedobyla si dosud v universitnich pfednadkach
mista, které by ji naleZelo vzhledem k jejimu stale rostoucimu
vyznamu v celku matematlckych véd; v teském jazyce pak Zidna
jeji partie nebyla dosud zpracovina. Z toho divodu poklidém za
vhodré vlastnimu tématu (v. &4st IL.) pfedeslati struény vyklad
téch znamych pojmu, kterych budu potiebovati. ‘

" 1. Mnostvi R (slozené z jakychkoli prvki) nazveme (topo-
logicky) prostor') (a jeho prvky nazveme body), kdyZ podle n&jakého
pravidla 7z byly zvoleny uréité &asti R, které nazveme v R uzaviené.
Pfi tom pravidlo # musi byti takové, Ze jsou splnény nasledujfef -
axiomy (pozadavky): 1'1: 0?) a R jsou v R uzaviend mnoZstvi;
1'2: jednobodové mnozstvi®) jest v R uzaviené; 1'3: souéet‘)
4 + B dvou v R uzavienych mnoZstvi 4, B je v R uzavfeny;.
1'4: priifez®) ]akehokoh (tFeba i nekoneéného) systému v R uzavie-
nych mnoZstvi je v B uzavieny. Mnozstvi:4 C R®) nazyvé se v R
oteviené, kdy?z komplementdrnt mnoZstvi R — A7) jest v R oteviené.
V R oteviend mnoZstvi majf tudiZ ndasledujici vlastnosti: 1'5:
0a R jsouv R otevrena mnozstvi; 1-6: ]e-h x hbovolny bod z R

1) Diikladné pouéeni vécné i historické o rﬁznych po;mech prostoru
nalezne se v knize M. Fréchet, Les espaces abstraits, 1928. Prostory zde
vySetfované. majt tam.jméno espaces accessibles. - .

?) Symbol 0 znadi prdzdné mnoZstvi (nemajicf ié.dného prvku)

3) Mrio¥stvi -obsahujiéi jediny bod @ zna¥ime (z). -

1) Soudet libovolného systému%mnolstvi je mmno¥stvi t&ch bodi, kterd .
naleZeji (aspori)- do - Jednoho ‘mndZstvi da.ného systému, ‘oznadeni jako
u séitan{ é&isel.

5) Prufez llbovolneho systemu mno¥stvi Je mno¥stvi’ téch. bodd,
které néle¥eji do vlech danych mnoZstvi; oznaSeni jake u nésobenf &isel.

94 C B nebo B ) A znamens, Ze mnoZstvi- A je &4st mnoZstvi B.

"N"A-—B ]e mnoZstvi téch bodﬁ kters . JSOU v A, ale mkoh v B.
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pak R — (z) jest v R oteviené mnoistvi; 1'7: prifez 4B dvou
v R otevienych mnoZstvi je v .R otevieny; 1'8: soudet jakéhokoli
systému v R otevienych mno#stvi je v R otevieny. K témuz
pojmu prostoru miiZzeme také dospéti tak, Ze -definujeme v R
oteviens mnozstvi axiomaticky pomoci 1'5 — 1'8 a pak definujeme:
mnoZstvi 4 C R nazyvd se v R uzaviensé, kdyi R—Aijev R
oteviené.

2. Nejdulezitéjsi priklad prostoru je k-rozmérny euklidovsky
(nebo cartézsky) prostor Ry, t. j. systém vsech uspofadanych
skupin (z,, . . ., #z) k redlnich é&isel. [Specielné R, je mnoZstvi viech
. redlnich (‘,isel] Aby to byl prostor v naSem smyslu, je tfeba defi-

novati v R; uzaviens (nebo v R; oteviend) mnozstvi. Tuto definici
najde étendf ve spise V. Jarnika: Uvod do teorie mnoZstvt,%) odd. 4.,

odst. 4. a 5., kde je také ukizdno, %e naSe axiomy 1-1—1'4 ]sou
splnény. Mnohem obecnéjsi piiklad uddme pozdéji (v odst. 5).

3. Necht R, B* jsou dané prostory. Necht mezi R a R* existuje
]eanJednoznaéné zabrazenf takové, Ze obrazem v R otevieného?)
mnozstvi Jest v R* oteviené mnoZstvi a obricend kazdé mnozstvi,
]ehOL obraz je v R* otevieny, jest v R oteviené. Pak pravime,
%e R.a R* jsou homeomorfni prostory. Pfedmétem topologie (zvané
nekdy také analysxs situs) je studium téch vlastnost{ prostor,
které se nezméni pfi homeomorfnim zobrazenf.

4. Necht 4 C R. Pak existujif v R uzaviend mnozstvi F D A4;
prifez viech takovych F podle axiomu 14 jest opét téhoZ typu;
je to tedy nejmendi F. Nazyva se uzavieny obal mnoZstvi A v pro-
storu R; budeme jej znaditi 4.1°) Z definice snadno ndsleduji véty:
41: 4 = é,‘kdyi_g_je_n'kdyi_A je v R uzaviené; 4'2: kdyz 4 C B,
pak A CB; 43: A+ B= A+ B. s

" 5. Necht S C R. Pak v § uzavienym mnoZstvim rozumime
pruf'ez 8 8 libovolnym v R uzavienym mnoZstvim. Snadno vidime,
Ze axiomy 1°'1—1'4 plati pak i pro S, t. j. kazdd ¢dst prostoru ]6
prostor. Ztejmé v S oteviené mnozstvi neni pak nic ]meho nez
prifez S s hbovolnym v R otevienym mnozstvim,

Specielnd libovolnd &ast eukhdovského By je prostor, coz dava
jiz velmi obecny piiklad prostoru.

T Je-li § uzaviené v R, pak kaZdé v § uzaviené mnoZstvi ]est
uzaviené v B. Je-li § otevrené v R, pa,k kazdé v S oteviené mnoi-
stvi jest oteviené v R.

- 8) Dodatek ke II. vyd. Petrova, Integralnlho podtu.
. %) Lehko vidime, %e v této defmlcx mﬁieme slovo ,,otevfeny“ viude
nahraditi - s!oyem suzavieny ‘.
ige A“’) To'j Je oznaéeni obvyklé ve Fundamenta Mathematwae Jarnik 1. ¢’
. P o,. ) .
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6: Necht. 4 C 8 C R. Necht 4 jest uzavieny obal mnozstvi 4
v prostoru R. Pak AS jest uzavieny obal mnozstvi 4 v prostoru 8S.

Dakaz. Predné AS jest uzaviené v § a obsahuje A. Za druhé
necht H D A jest uzaviené v S. Pak existuje v R uzaviené .F

takové, Ze H = SF, tedy F D 4, takze (4'1 a 4'2) F D4, tedy

H = SF D AS. Tedy AS je nejmensi v S uzaviené mnoZstvi
obsahujici 4.

7. Necht k = 2 3,. Prav1me ze soucet Z A, (4, Sasti

daného prostoru R) mé oddélené séitance, kdyz pro 1.<r < k
A, jest uzaviené v Z Arakdyzprol <r<s=k ]est A4, = 0.

r=
\% teto defmlcl slovo ,,uzavreny muZeme nahradm slovem ,,ote-
&

vieny*‘. Vskutku kdyz tieba mnozstw A, j jsou uzaviena v 2 A,,
r=1

pak kaidé 4, = Z A4, — ZA, jest oteviené v Z‘A,.

r#a

8. Necht souéet A + B mé oddé&lené séitance. Necht A, C A4,
B, C B. Pak také soutet 4, + B, ma oddglené’ séitance. Dulcaz
Jeito AB = 0, také 4, B, = 0; mimo to Ay = A(4,+ By); jezto A
jest uzaviené v 4 +: B, nasleduje, Ze A, jest uzaviené v 4, + B,.
Podobné i B, jest uzaviené v A, - B,.

9. Necht soudty 4 + B, A + C maji odde&lené séftance. Pak
soutet 4 + (B + C) ma oddglené s&itance. Dikaz. Jezto A jest
uzaviené v A + Biv A + C, existuji v R uzaviena F,, F, takova,
7¢ A = F\(A + B) = Fy(4 + C). Pak jest A C F,, A CF,, tedy

F\F,(A +B+C)=F, . F,(A+ B)+ F,. Fz(A+0>
_F2A+FA A+A=4

aviak F,F, jest uzaviené v R, tedy A = F,F, (A + B 4 0) jest
uzaviené v 4 4+ B + C. Zcela stejné se dokaze, Ze 4 jest oteviené
v A+ B+ C. Dile AB=0, AC = 0, tedv AB+C)=0 a
B4+ C= (A+B+0)———A JeztoA]estotevl‘enévA—kB—{—C'.
B+CJebedyuzavrenevA+B+C

10. Mnoistvi ‘S C R nazyvé se souvislé, 1) kdyz S+0a kdyz
rozkla.d S8=4+ B s oddélenymi séftanci je moZny pouze iri-

—

11) Tuto definici zavedl po prvé N. J. Lennes, Curves in non- Metrical .
Analysis Situs with an Application in the Calculus of Variations, Amer.
Journal of Math., 33, 1911, str. 303. Nez4visle na Lennesovi zavedl stejnou
definici -znovu K. Hausdorff v knize Grundziige der Mengenlehre, 1914,
kap. VII § 7. Nésledujici jednoduché véty pochézejf od Hausdorffa.
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vdlné, t. j. tak Zze A = 0 nebo B = 0.!?) Ziejmé pak obecnsji
rozklad § = Z A, s oddélenymi séitanci je moZny pouze tak, Ze

r=
A, =058 vyp,mkou jediného indexu r. Zfejmé jednobodové mnoz-

stvi je souvislé, kdeito mnozstvi kone¢ného poétu £ > 1 bodd
neni souvislé.

11. Necht 8§ = 4 + B s oddélenymi sditanci. Necht 7' je
souvisla &dst S. Pak TA = 0 nebo TB = 0. Dikaz. Podle 8 jest
T = AT + BT s oddélenymi s&itanci.

12. Necht 8;, S; C R jsou souvisld mnoZstvi; necht S,S, 3 0.
Pak S, + 8, je souvislé. Ditkaz. Necht S; + 8, = 4 + B s oddéle-
nymi séitanci napravo. Jeito S,8, C S; + S,. pfi vhodném ozna-
geni 8,8, 4 5 0. Podle 11. je pak $;B = 8B = 0, tedy B = (S, +
+ S,) B=0.

13. Necht S £ 0. Necht kazdy par a, b bodt z S jest obsazen
v souvislé dasti S. Pak 8 je souvislé. Dikaz. Necht S =4 + B
8 oddélenymi séitanci. Kdyby nebylo 4 = 0 ani B = 0. mohli
bychom zvoliti bod a v 4 a bod b v B. Body a, b byly by v sou-
vislém T C 8, tedy by bylo AT 5 0 5= BT, coz je spor proti 11.

14. Necht M je systém souvislych Shsti prostoru R, které
viecky obsahuji dany bod a. Pak soudet S systému M je souv1sly
- Dakaz. Necht S = A4 + B s oddélenymi séitanci. Pfi vhodném
oznadeni bod a je v A4, tedy 4 3 0. Kdyby bylo B 3 0, mohli
bychom v B zvoliti bod 4. Bod b (a oviem i bod a) byly by v né-
jakém mnoZstvi T systému I, tedy v souvislé &asti S, a bylo by
tedy AT 5 0 &= BT, co% je spor proti 11.

15. Necht S je souvisld &ast prostoru R. Necht S C 7 C 8.
Pak 7 je souvislé. Dikaz. Necht T' = A + B s oddélenymi séitanci.
Podle 11. pfi vhodném oznadeni SB =0, tedy S C 4, 4 0.

Podle 4'1.a 6 jest A = T'4; podle 42 8 C A4, tedy T C A, takze

A=TA =T, tedy B=0.

16. Necht S # 0 je dané mnoistvi. MnoZstvi 4 nazveme
komponentou mnostvi S, kdyZ je to souvisli &ist S, kters neni
obsaZena. v Zadné jiné souvislé Gasti 8.13) Necht 7' je jakakoli
souvisld &ast S; pak 7' je &dsti jedné komponenty 8. Vskutku
existuji souvislé &4sti U mnozstvi S obsahujici 7' (totiz jisté
U =T); jeito T je souvislé, je T 5 0, takie podle 14. soudet 4
véech U je souvisly. Ziejmé A je Zadand komponenta S. Jeito
jednobodové mnoZstvi je souvislé, vychézi specielné, ze kazdy bod
z S je v néjaké komponenté S. Na druhé strané pro dvé razné

- 13) Vidime, Ze souvislost mnoZstvi S je topologicka vlastnost prostoru §

nezavisld na volbd Zir§tho prostoru R, do kterého prostor S je vnofen.

1%) Pojem komponenty mnoZstvi S je zfejm® zavisly pouze na pro-
storu 8, nikoli na Zir§im prostoru R, do kterého S je vnofen.
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komponenty A4, B mnozZstvi S -je vzdy AB =0, nebot’ jinak by
A + B byla podle 12, souvisld &ast S. -

Je-li ‘S samo souvislé, mé jedinou komponentu (= 8). Kdyz
8 (& 0) neni souv1sle poéet komponent § je > 1 (konecny nebo_
nekoneény). -

17. Necht 4 je komponenta mnozstvi §. Pak 4 ]est uzaviené
v 8. Dakaz. Jeito A C A.8 C A, mnoistvi 4.8, je souvislé

podle 15, Jetto A C A.8 (S8, jetedy 4 = A4 .8. podle definice
komponenty.

18. Necht S = Z A, s oddélenymi séltancl 7= 0. Necht S

nelze pséti jako soucet vice neZ k oddélenych séitanct :#: 0. Pak
Ay, ..., Ax jsou komponenty mnozstvi S (takie S ma pravé k
komponent) Dikaz. Necht Ay = By, + B,+1 8 oddélenyml séitanci.

Kladu-li B, = 4,, . .., Bi_y = Ax_1, jest 8 = ZB, Pro1<r<

<s<k+1 ]e pa,k BB, = 0. Mimo to mnoastw B, jsou oteviend
v 8: to je zfejmé pro r < k;pro r =k nebo r =k + 1 je B,

oteviené v Ay a A; jest oteviené v 8, takZze podle 5, B, jest oteviené
E+1

v 8. Tedy soudet ZB, =8 mi oddélene s¢itance, takze aspofi

]edno B, =0,t.j Bk = 0 nebo Bi1 = 0. Tim je dokazano, ze Ay -
je souwsle Necht (v. 16 ) A’ je komponenta mnozstvi S obsahu-
k—

jiei A;. Jeito S ZA, + A s oddélenymi séitanm, podle 11.

ZA, =0, t j- 4% = Ax. Tedy Ax je komponenta. mnozstv1 S.
=1

Ste)ne pro ostatm A,. ‘
19. Necht S mé koneény pocet k > komponent A Ak.

Pak S — ZA, s oddélenyml séitancl To nasledu]e ze 16. a 17.
r=1

20. Necht S je souvislé ¥4st souvnsleho prostoru R. Necht
R— 8 = P 4 @ s odd8lenymi fs¢ftanci. Pak S 4 P je fsouvislé
mnozstvi.4) Dikaz. Necht § 4P = A 4+ B s oddélenyml stitanci
napravo.‘Podle 11. pfi vhodném “oznadeni ;S4 =0,:tedy 4 C}P,
takze podle 8. soudet 4 + @ ma joddslené siftance. Podle 9. tedy -
také soudet A + (B-+ Q) mé oddélené séitance. Avéak A4+ B!+
+Q="S4+P+Q= S+(R —8) =R je souv1slé tedy budto -
A—Onebo (B+Q—-O tedy)B._O

uy B. Knaster et C: Kuratowakl Sur lea ensembles connemes, Funda
menta Math., 2, 1921, str. 210 (théoréme VI) .
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21. Podle. 5 hbovolna ¢dst mnozstvi R, vSech realnich é&isel
je prostor. Speclelne interval <a, b> (t.]j. system viechz,a < 2 < b;
a, b dané redlni &isla; a < b) je souwisly prostor. Dikaz. Necht
<a bb=4+4+ B s oddelenyml s¢itanci. Mnoizstvi A; B jsou
uzaviend v {a, b>; ‘@, b> jest uzaviené v R, a ohraniéené; tedy (5)
mnoZstvi AB jsou uzaviend v R,. Mame uvésti ke sporu hypotésu
‘A + 0, B3 0. Jeito AB = 0, existuje!®) &¢islo. @ > 0 takové, Ze
kdyz éislo @ je v A, &islo y v B, jest vidy |« — y | > a.'Na druhé
strané existuje ziejmé v <a, b> koneéna posloupnost g, 2, . . ., Tn
takova. %e xg=, tn =y, |Tr1— % | <aprc 0 Z<r<n—1
P¥i vhodném 7 bude viak xzr v A, x,, v B, takZe nerovnost [ Try1 —
— 2, | < @ odporuje definici tsla a.
- 22, Prostor homeomorfni s intervalem <a, b> nazyva se jedno-
- duchy oblouk; obrazy bodd a,b jsou jeho Lmym body.1%) Jeito
prostor homeomorfni se souv1sly'm prostorem ziejmé je souvisly,
vidime, Ze kazdy ]ednoduchy oblouk je souvisly.
23. Jsme nyni s to udati vSecky souvislé ¢éasti prostoru R,
* &isel redlnich. Jsou to predevdim vSecky jednobodové d&asti, za
druhé vSak podle 13. a 21. vSecky intervaly. Jinych souvisljrch
dasti viak R, nemd. Nebot kdyz S C Ry, kdyz S obsahuje -vice
nez ]edno ¢islo a kdyZ § neni interval, ex1stuJe v R, — 8 &islo a
takové, Ze AS & 0 4: BS, kde A (B) znamend mnoZstvi vSech
relnich &sel vétstch (mensich) ne% a. Aviak mnozstvi 4, B jsou
oteviend v Rl, tedv 8 = AS + BS s oddélenymi séitanci, takze S
neni souvislé. ,

II..

24. Necht @y, A, .+ s (n=2,3...) jsou razné body pro-
storu R. Pravime, Ze R jest treducibilné souvisly mezi body a,, ay, . . .,

, 4y a piSeme, abychom to naznadili, B = I(a,, a,, . . ., a), kdyz:
I Rj je souvisly prostor; 20 Zidn4 Gast S F R prostoru R obsahu]wl
viech n bodl a,,a,, .. ., a, neni souvisla. Pro » = 2 tento pojem
byl zaveden ‘Lennesem v pojednéni citovaném v pozn. 1) a byl
podrobné studovan Knasterem a Kuratowskym.!'?) Piipad.n > 2
_ nebyl, pokud mi je zndmo, dosud vySetfovin. Podle 23. interval
- 4a, b> jest ireducibilné souvisly mezi body a, b, ale nikoli mezi
jinym parem svych bodi. JeZto souvislost je topologicka -vlastnost,
' ]ednoduchy oblouk jest ireducibilng souvisly mezi svymi dvéma
; kra]nlml body, ale nikoli mezi jinym parem svych bodi. '

LBV, Jarnik 1 c.; str. 701; VI,

. 1¢) A priori krajni body mohly by se’ zméniti pti zménd homeomorfniho

. zoli:razeni na mterval z vysledku na konei odst. 24 ]e viak zfejmé, Ze tomu
tak - nenf

< oMy Loe. sub 1), V. téZ L. Vxetorls, Stetige Mengen, Mona,tsheftef Math.

” i fPhYS 5 31. 1921 str. 173—204. MnoZstvi I(a, b) ma.Ji tam nézev Linten-

"2
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25-. Necht R=1I(a;,as...,anm) (m=2,3,...). Necht .5,
by oo by (m=1,2, 3 .) jsou dalsf. body prostoru R. Zfejmé
R = I (al, gy« « oy Oy bl, bz, ce

'26. Necht R — S + 7. Necht ST = (x) jest jednobodové
mnozstvi. Necht S =1 (ay,...,am ), T =1(by, ..., ba, ) (m,
n=123...). Necht S, T jsou uzaviena v R.8) Pak B =1
{@. . . .. G, bl, <« by). Dikaz. Prostor R je souvisly podle 12,
Necht P je »souvxsla &ast R obsahujici body a,, . .., @m, by, .. ., ba;
mame dokazati, Ze P = R. Polozme SP = S, TP= T,, takie
8y(Ty) -obsahuje body ay, ..., am (b, ..., bs). Jezto 8, T jsou
-uzaviend v R, jsou S,; T, uzaviend v P. Jeito. P = 8§, + T, je
souvislé a 8y % 0, Ty = 0, jest STy & 0. Avsak ST, C ST = (x),
tedy STy = (). Necht Sy = 4 + B's oddélenjrml séitanci a necht
bod z nalezi tieba .do B. MnoZstvi 4, B jsou uzaviend v Sy; Sy, To
jsou uzaviens v P; tedy .4, B -{—T0 jsou uzaviend v P. Dile
4B+ T, =AB —|— AT, = AT Co(Sg — () Ty = STy — (x) =
= 0. Tedy P =A + (B + T,) s oddélenymi séftanci; jeito B +
+ Ty 7 0 a P je -souvislé, jest. 4 = 0. Tedy S, je souvisld, Shst S
obsahupcl body a, .. am; x, 'takie 8, = 8. Podobng T, =T,
tedy P = R.,

27. Necht R=1 (al, az, .oy a,,) Necht z je daléi (F ay, ay, .

a,,) bod prostoru R. MnoZstvi R — () mé koneény podet. k
komponent, jest 2 <k <mn. Kaids komponenta P mnoZstvi
R — () obsahuje aspoii jeden z bodi ay, @y, . . ., a,. Necht a,, . . .,

.. @y, jsou ty a jen ty z bodd a,,a,, ..., as, které jsou v P.
Pak jest P+ (x) = I (ay,, . . ., &y, ). Mlmo to mnoistvi P jsou
oteviend v R a mnoistvi P + (z) jsou uzaviens v R. Dikaz.
Jezto R— (x) obsahuje viecky body a;, Gg5 + - Oy mnozstvi

— (%) nem souvislé. Tedy R — (x) lze psiti jako souéet dvou

oddélepych stitanci #F 0. Obecné&ji necht’ R— ()= ZP (k=

=2, 3,...) s oddélenymi séftanci 3= 0. Mnozstvi P, ]sou otevrena
v R— (x) které jest oteviené v R, tedy P, ]sou oteviena: v E.
Tcdy P, + (x) ]sou uzavrena, v R, riebot na pi. Py + (2) = R—

— Z P,. Podte 20. P, + () jsou souvmla mnoistvi Kdyby na pr
r=2

P, neobsahovalo iadny z bodi ay, ..., an, byla by R— P1
S’ (P + (x)) souv1sla (podle 12) éast R obsahu]ici véecky

18) Tento yei‘edpoklad je podsbatny Priklad (prostor R je Bésti eukli-
dovské roviny R;): S jest usetka spojujici body z = (0, 1), @ = (0, — 1);
T skladdé se z bodu = a z bodd (¢, sin 1/2) (0 < ¢t < 1). Jest 8 = I(a, x), |
T = I(b, ) pro b = (1, sin'1), ST (a:), nikoli véak—R S + T = I(a, b).
Mnoistvi T neni uzavi‘ené v R

C
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body a,. . .., ay, takze by bylo R — P, = R, z éehoz spor P, = 0.

Necht tedy na pt. a,, ..., a, (m = 1) jsou ty a jen ty z bodi

@y, . . ., @n, které jsou v P,. Necht S je souvisld éast P, + («) obsahu-
k

jici v8ech m + 1 bodu a,,;. oo, x. Pak § + Z (Pr + () je
’ : r=2
souvisld (opét podle 12.) éast R obsahujici vSech n bodu a,. . . .. @y,
k .
takZe S + Z‘ (P + (x)) = R. z dehoz P, C 8, tedy § = P, + ().

Tedy P, + () =1 (a,,. .. ..a,,. x). Jeito kazdé z k oddélenych
mnozstvi P, obsahuje aspon jeden z bodid a,, ..., an, jest k < n.
Volim-li k¥ co nejvétsi, podle 18. P, jsou komponenty mnozstvi
R— (). .

28. Specielné pro n = 2 mame tento vysledek: Necht R =
= I (a, b). Necht z je dalsi (¥ a, b) bod z R. Pak R — (x) ma dvé
komponenty A(x), B(x), z nichz prva (druhd) obsahuje bod a (b).
Mnoistvi A(z), B(x) jsou otevienda v R; mnoistvi A(x) + (z),
B(z) + (x) jsou uzaviend v R. Mimoto A(z) + (x) = I (a, ),
B(z) + (x) = 1 (=, b). Necht nyni y je dal&i (3 a, b, ) bod pro-
storu R. Pak jedno z obou souvislych mnoZstvi A(y) + (y). B(y) +
+ (y) je tasti B — (x) a tedy &asti jedné z obou jeho komponent
A(z), B(x). Neni A(y) C B(x), jeito A(y) obsahuje bod a. ktery
nenf v B(z). Podobné neni B(y) C A(x). Tedy budto A(y) + (y) <
C A(x) nebo B(y) + (y) C B(z), takie R— (B(y) + (y)) > BR—
— B(z), t. j. A(y) O A(z) + (). Tedy A(x) + A(y) a budto
A(y) C A(x) nebo A(y) O A(x). To vede k nasledujicimu wuspo-
Fdddnil®) mnoZstvi R: 1° Bod a predchazi kaZdy jiny bod z R.
29 Bod b nasleduje za kazdym jinym bodem z R. 3° Jsou-li z, y dva
ruzné dalsi ( a, b) body z R, pak x ptedchazi y, kdyz A(x) C A(y).
Ziejme kaidy bod z A(x) (x 3 a.b) predchazi x, kdeito kazdy
~ bod z z B(x) nasleduje za x.

29. Necht prostar R = I(a, b) jest uspofddan podle 28. Na-
zveme ntervalem v R kaZdou vice neZ jednobodovou &ast S mnoz-
stvi R, pro kterou plati: KdyZ z, y, z jsou body z R, kdyZ « pied-
chézi y a y pfedchdzi z, kdyZ body z a z jsou v S, pak také y je v S.
Necht' S je vice ne¥jednobodové ¢ast prostoru R = I(a, b); pak S
je souvislé, kdyz a-Jeh kdy¥ je'to interval v R.2°) Dskaz. Necht
predné S jest interval v R majicf prvni bod « a posledni bod y; jsou
Styfi moZné pipady: 1°c =a, y =b, 2 =a, y+ b, 3z F+ a,
y=>b,4°x % a, y & b. V prvych tiech pifpadech jest resp. S = E,
S = A(y) + (y), S = (x) + B(x), takie S je souvislé podle 28.
Ctvrty pripad prevede se snadno na tietf, nebot pak zfejmé S jest

i’) L. c. sub 4), str. 219, théoréme XX.
20) L. c. sub W), str. 221, corollaire XXIV.
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interval v A(y) + (y) = I{a, y). "Necht 2a druké 8 jest libovolny
interval. Zvolme libovolng body’&x yv 8 (x % y). Kdyz tieba z
ptedchdzi y, pak ten- interval v R, jeho prvnim bodem jest
a poslednfm “y, je souvislou &dst{ S obsahujicf i y; tedy S je
souvislé podle 13. Necht' za tFeti § nenf interval v R. Pak v S — R
existuje bod z % a,b takovy, Ze §.A(z) 3 0+ §. B(x). Jeito
SCR— (x) = A(x) + B(x) podle 11. 8 'neni souvislé, -°

Stejnou vlastnost ma také inversmi uspofddini mnoZstvi' R,
které obdriime, vymémme -li roli bodit a, b. Ztejmé viak %hdné
jiné uspoiadani R nemiZe miti také tuto vlastnost.

30. Ve 28. zavedené uspotddani prostoru K = I (a, b) ma také
nisledujfef vlastnost: 21) Necht R = S + T; 8T = 0. Necht 8, T
jsou intervaly. Necht bod a je v'§ a bod b je v 7'. Pak budto existuje
v 8 posledni bod & nebo existuje v 7' prvni bod §; ale z-bodi «, §.
existuje jen jediny. Dakaz. Existuje-li «, zfejmé S = A(e) + (a),
takZe (podle 28.) 8 jest uzaviené v R; neexistyje-li a, ziejmé S je
soutet viech A(z), kde = probihd S, takZie S je soudet mnoZstvi
(podle 28.) v R otevienych, tedy (1'8) § je v R oteviené. Podobné T'
jest uzaviené v R, existuje-li ﬂ, a oteviené v R, neexistuje-li 8.
Tedy, kdyby. véta nebyla sprivné, soudet R = § + T msél by
oddglené séitance 3= 0 a prostor B by nebyl souvisly.. S

"~ 31. Necht o
. W
jsou rtzné body prostoru R (k= 2, 3, . ) Body (1) tvori sist T

prostoru R; necht § = R — 1. Necht ke kazdému bodu a, z (l)
existuje aspoii-jeden jiny bod a,, z (1)'tak, Ze’

: S+(av)+(an)"‘1(a"’an) e (9)
Pak lze body (1) rozdeliti ve dvé (neprazdné) skupmy tak, e (2)

plati, kdyz a jen kdyz body @y, @y jsot v riznych skupmach_
dsou-li by, .. br; ¢y, . G (r + 8 =k) tyto dvé. skupmy, plﬁeme

~I*(b,,.. biley, .. e)®)

Dukaz Vyjdéme od uréitého piru a,, a, sph"m]{cmo podminku (2)f
a uspofédejme S + (a,) + (24) podle :28. Tim je mno¥stvi § také
usporadano “véta dokdzZand v odst. 29. plati pak také pro S. Madme
oviem k disposici-. dvé takovi uspofaddni S navzdjem inversniv
Poznémka na konci odst. 29. plati zfejmé také pro S Z: cehoz

21).L. c. sub ), str. '221, théoréme XXIII.

'22) Udinéné (}ai‘edpoklaady ‘dajize realisovati pri hbovolnych r, 8. Pfiklad:
R je bsti euklidovské roviny: . b, =(—18,) pro lgvgr, kde ﬂ,.

jsou libovolna mezi sebou riznd éisla intervalu (— 1, 1>{ ¢, = (1,%,) pro.
1<v<L s, kde 7,, ‘jsou mezi sebou rﬁzné. gisla z ¢(— 1, l), S je mno¥stvi

bodi: (t sm—’—m) pro—-l<t<1



18

snadno Vychazi ze par navzajem inversnich uspofadani mnoZstvi S,
ke kterému dospéjeme takto pomoc1 bodt a,, a,, zlstane’ beze
zmény, kdyz body a,, a, nahradime jinym parem bodu z (1) spliiu-
jicim oviem také podminku (2). Rozhodnéme se pro urdité z téchto
dvou navza]em inversnich uspofddani mnoZstvi S; to vyjidiime
tim, Ze rekneme, Ze jsme S orientovali, co? tedy lze pravé dvéma
zpﬁsoby Zvolme nyni libovolny bod z v § a oznadme P(z) (Q())
mnozstvi téch bodu z 8§ — (z), které predchazeﬁ z (nasleduji za x).
Plati-li (2), podle 29. bud'to mnozZstvi

P(z) + (@), Qx) + (ap) ™
jsou souvisld a mnozstvi -
P(z) + (24), @) + (a) - (**)

nejsou souvisla nebo obrécens mno#stvi (*) nejsou souvisla & mnoz-
stvi (**). ]sou souvisla. Zddané rozdélenf bod (1) obdriime pak
zfejmé tak, %e do prvni skupiny dame ty a jen ty z bodu a,, pro
néz P(x) 4+ (a,) je souv1sle, takZe ve druhé skupiné budou ty a jen
ty z bodu a,, pro néz Q(z) + (a,.) je souvislé. Rekneme pak, Ze
- body (1) z prvni skupiny jsou pocdteéni. (komove) body pro S; pro
vdecky body (1) zavedeme pak spoleény nazev: krajni body pro 8.
- Zménime-li orientaci S, pfejdou oviem potatetni body v koncové
a naopak.
Jsou-li by, ..., br (¢, ..., Cs) polatetni (koncove) body pro S,
jest .

Plz) = P(z) + (2) + 2, (bn);  @(z) = Lzl (c).
Dikaz. Mnoizstvi P(x) jest otevrene v 8, takie S —P(z) =Q(x) + (t)
jest uzaviené v 3. Kdyby bod x nebyl v P(z), P(z) bylo by uzaviené
v 8, takZe by bylo S = P(x) + (@(x) + (z)) s oddélenymi séitanci,
coz ]e nemozné. MiZeme se z divodi symetne omeziti na dikaz
prvé formule (3). Méme tedy jesté dokazati, Ze body b, jsou a Ze
- *body ¢, ne]sou v P(x) Kdyby n&ktery bod b, nebyl v P(x), bylo
by P(z) uzaviené v P(a:) + (by ) takze soutet P(x) + (b)) by mél
odd&lené s&ftance, coZ je nemozné, nebot P(x) 4 (b,) je souvislé.

Kdyby n&ktery z bodi ¢, byl v P(x), podle 15. mnoistvi P(z) + (¢}
bylo by souvislé, co je spor.

32 Necht _
Sy, Vg e .y UK (k_23 ) (4)
]sou body prostoru R. Necht o ,
Sl’ Sz, .o Sl (l = 1 2 3 ) (5)

jsou v R oteviend mnozstvi. Necht
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k

=2t +ZS,, @

pfi demZ kaidy bod z R alem ]en do jediného z k + 1 scitancu
na pravo. Pro 1 < 2 <1 necht . A

SA_SH—Z a,)+2 )=I*ay,....ar|by,...,04), (rs=1,23...)

pi demZ ay, . . ., ay, by, . . ., b jsou rizné body z fady (4). Jsou-li%?)
Si, Sy dvé rizné z mnozstvi (5), necht existuji indexy »y, v, . .,
t=1,23...; vv;...=12,...1) takové, Ze p»y =4, mn=p

aZepro 1 < i<t jest S, .S, F 0. Ke kazdému p(1 < p < k)
necht existuje aspoti jedno 1 (1 < 4 < 1) takové, Ze bod v, nédleZi
do 8,. Je-li libovolné zvolen index A (1 < A < 1), plati-li (7), je-li -

bod a, (b,) libovolné zvolen mezi r body @y, . .., a, (mezi s body
by, . .. bs), necht neni mozné udati indexy 7, vl, e (t=01,
2.. .; Vo V15 + . .« = 1,2, . ., 1) vesmés iizné od- mdeku /1 tak, aby

bod a, nilezel do S,, a bod b, do 8,, a aby®!) pro 1 <+ =<1 bylo
S, S, = 0. Pak pravime, Ze R ]est obecny strom;?®) body (4)

vi—1 *
jsou ]eho vrcholy, mnoZstvi (5) jeho strany.

33. Vrcholy a strany obecného stromu R nejsou prostorem R
]ednoznacné uréeny, nybrz zalezejl na jeho vytvoreni. Toto vy-
tvoreni muzeme vidy voliti tak, Ze dané body (v koneéném poétu)
prostoru R jsou vrcholy. Nebot kdyZ pfi daném vytvofeni (6)
obecného stromu R bod x prostoru R neni vrcholem, nybrz nélezi
tieba do strany S, orientujme S, (podle 31.), oznatme P(z) (Q(z)) -
mnozstvi téch bodu z S;, které predchazeji x (ndsleduji za x),
pfipojme k vrcholim (4) novy vrchol z, ze stran (5) vypustme S;
a nahradme ji novymi stranami P(x) a @(z). Ctenéf snadno shleds,
Ze pfi novém vytvofeni prostoru R zistanou v ,Platnosti véeckyr
podminky pro obecny strom.

34. Strany (5) obecneho stromu (6) Ize pséti v takovem po-

tadku, Ze prostory Rj = Z,S (1< AL1) jsou obecné stromy 26) .

Dikaz: Zi‘e]me R, jest- obecny strom pii libovelné: volbg strany S;.
Necht PH urtitém 1 (251 <1) byly jiz strany 8,, . . ., 8;—; tak
voleny, %e Ry, ..., Ri_; jsou obecné stromy. Je-h S, daléi strana

) Tato podminka odpadne pro I = 1. L -

#) Tato podminka odpadne pro ¢=10.

%) Jsou-li Sa ]ednoduché oblouky a je-li v (7) (pro” Laide l) r=2g8=1,
piejde mnou defmovmy ‘obécny strom v to, femu Vv-t. zv. kombmatomcke
topologii se ¥ika strom. .

. ) Vreholy a strany obecného stromu B2 jsou v.Ra obsaiené vrcholy N
a strany obecného stromu R. v
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(zvolend libovolné), existuji strany 8;=S8,. S,,..., S, =8,
takové, Ze ;S',l , - S F 0. Zvolme i tak, Ze v,"> 1 aZe pti tom ; jest
co nejmensi; polozme pak §; = S,,. . Ctenat snadno dokaze, e pii
této volbé strany S; take R, Jest obecny strom, &imZ je dikaz
dokonden. Jeito S;. ’:—-1 %+ 0, jeito b,, C R;_,, jeZto séitanc;
v (68) nemaji spoleénych bodil, existuje v R;_l vrchol a, ktery je
krajnim bodem pro Si. Orientujme S; tak, Ze a je poditetnim
bodem pro S, a oznatme b néktery koncovy bod pro S;. Pak b neni
v Ri,. V opaénem pripadé by totiZ existovaly v R, ., strany S,,
§’, takové, ¢e pro prvou (druhou) bod a (b) je krajnim bodem.
Jezto R;_, jest obecny strom, ex1stovaly by indexy %, ..., %
vesmés <1 a takové, Ze v, =, v = u' a mimo t0%) §,, ;S',‘ + 0.
Jeito viak a (b) ndlezf do S,, ( ,,) a jeZto a (b) je pocateém (kon-
covy) bod pro S; a v, ¥, ...,%n ¥+ 4, nebyl by R obecny strom.
35. Necht bod z obecného stromu R neni jeho vrcholem. Pak
— («) neni souvislé mnozstvi. Dikaz. Oznaéme 8, tu stranu R,
kters obsahuje 2 a zavedme oznaleni (7). Orientujme S, tak, Ze
body a, (1 < »<r) jsou pociteéni pro S;. Necht mnoZstvi 4
sklddd se jednak z bodé a, (1 <» <r), jednak ze vSech t&ch
S, (1 & A), pro které lze udati indexy v, v, . . ., 2 (¢ = 0) vesmés
+ 1, tak, Ze néktery z bodﬁ_a. (1 _f__ v < ) nalezi do.8,,, Ze v = u
a Ze pro 1 < ¢ <t jest?) 8,;_ .8, 4 0. Podle definice obecného
stromu R za,dny b(1<r<Z s) nenalez1 do 4, takie mnoistvi
(R S;))—A4 obsahu]e viecky body b,. Ziejmé A jest uza-
Vrene v R. Je-li v & 'a vrchol obecného'stromu R a nalezi-li v do 4,
zfejmé A obsahuje kazdou stranu S, (u & 1), pro kterou v je kra]-
nim bodem; .z- toho nisleduje snadno, Ze A jest oteviené
v . R— 8, ‘takie B jest uzaviené v R—&8;, tudiz (v. 5)
také v R. Oznatme P(z)(Q(x)) mnoistvi té&ch boda z &
které predchdzeji z- (ndsledujf za z). Pak jest R= (4 +
+ P(z)) + (B + Q()), oba sditanci jsou uzavieni v R a nemaji
Jmého spoleéneho bodu nez z (v. 31 (3)). Tedy :

— (2) = [(4 + P(z)) — (2)] + [(B + Q@) — ()]
8 6ddélenym1 séxta.ncl % 0, takZe R — (x) neni souvislé.

36. Zachovejme oznateni odst. 35. Modifikujpe strany a vrcholy
obecneho stromu R podle 33.27). Ctenai snadno shleda Ze

R, =4 + P(a), &—B+m@

jsou obecné stromy; jejich vrcholy a strany ]sou v R obsazené
- vrcholy a strany R. Obetné stromy R, a R, map spoleény pouze

"’) Symboly z, P(x), @(x) ve 33 maji stejny vyznam Jak.o ve 35..
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bod x, ktery je pro oba vrcholem; kazdy z.nich obsahuje jedinou
stranu 8 krajnim bodem z (jsou to strany P(x) a Q(x)).

- 37. Krajnim bodem obecného stromu R nazveme takovy jeho
vrchol.. ktery je kra]nim bodem pro- jedinou’ stranu’®®) Kady
obecny strom md aspoii dva rizné krajni body. Dikaz. Kdyz
podet stran I =.1,.je to zfejmé; necht tedy ! > 1. PiSme strany
S(1<ig) v takovém potadku jako ve 34 Pak kaZdy koncovy
bod pro S; je krajnim bodem pro R (nebot’; jak ve 34. bylo ukézéno,
neni v R;—,). Tedy existuje aspoii jeden krajni bod pro R. Aviak
v konstrukei odst. 34. muZeme ‘stranu S, voliti libovolng: tedy
miZeme predpokladatl, ¥e S, obsahuje krajni bod pro R. Jéito
také 8; obsahuje krajni bod pro R, m4 R aspoii dva krajni body.

38. Kazdy obecny strom je souwsly Dikaz. Kazds strana S;

je souvisld; tedy (podle 15.) také 81 jsou souv1sla mnoZstvi. Jsou-li -
8;, 8, dvé ruzné stra.ny, ex1stu]i indexy v, #, . . ., % (t =2 1) takové,

zev,,:l m-—,ua,S #Oprol<z<tTedy(podlel2)

—-1°

ZS’,’ je souv1s1é “Aviak kazdy vrchol v, (1< u<k) je v né-

=0

kterém mnozstv1 Sl l) Tedy podle (6) Z‘ S, = R, takse
X =1 .
Rj je souvislé podle 13. ’
39. Necht v je krajni bod obecneho stromu R. Pak R—v ]e
souvislé. Dakaz jako ve 36.,. jen misto 8; se vezme S; — (v).29)

. '40. Bod a obecného stromu R nazveme singuldrnim bodem
pro R, kdyZz R — (a) je souvislé. Podle 35. kaZdy singuldrnf bod
‘je vrcholem, - takze singuldrnich bodd je kone¢ny poget. Podle 39.
kazdy kra]ni bod .je singuldrni,?) takZe podle 37. kazdy obecmy-
strom mé aspoti dva singulérni body..

41. Necht R jest obecny strom; necht pl, PDas '+ + -, Pn jSOU
viecky jeho singularni body (tedy n = 2, 3,...). Pak R = I (p,,
Pas - - - Pn). Obecnéji necht ql, qg, .o q,,, jsou ‘rizné body :(m = 2)
obecného stromu R. Pak I (g, % - - > gm) tehdy.a jen tehdy,
kdyZ mezi body gy, . . ., gm vyskytnou se v8ecky body py, .. ., Pn.
Dulcaz Necht 8 je souvisld &dst B obsahu]igx viecky body .py,

. 28) Uvidime v odst. 49; o krajni body obecného stromu R ]SO\J. pro-
storem R jednoznatnd uréeny (nezévisle na jeho vytvoFenf). -

A ) Kdy% Syi_y-8e, + 0, jest [Soy_; — (v)]. [S,,-—-(v)] + 0 Jmak by
v byl krajnim bodem obou stran' Sy; 1 Sv;s col jé spor.

- %) Mohou existovati. singulérnf body, které nejsou.krajnf.’  PHklad:
R je tasti euklidovské roviny R,. R mé &tyFi vrcholy @ = (— 1, —sinl), -
b=(Lsinl),c=(0,1),d = (O —1) a dv8 strany: prvé g'ruha) je mn6Z.,,
stvi bodd (4, sin 1ft) pro — 1 < ¢ < 0(pro0 <t < 1) Vﬁec body:g, b, e, &
Jsou singulérni;-ale pouze a, b jsou krajni .

ﬁasanll pto péstmﬁni matematiky a tytﬂry Roénlk 8L - -'b' ' ‘ ‘ 9 .
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Pes - « ., Pn. Kdyby nebylo 8.= R, existoval by bod z v R— 8.
Jeito S obsahuje vseckV"smgula,rm ‘body, mnozstvi BR—(z) C 8
by nebylo souvislé. Tedy R — (z) = A + B s oddélenymi sditanci
:f: 0. Podle 11. p¥i vhodném oznateni BS = 0. Mnoistvi B + (z)
je souvislé (podle 20.) a vice nez jednobodové, tedy obsahuje
bod z, ktery neni vrcholem pro R. Jeito BS = 0, bod z je R — 8§,
takze 8§ C R — (z). Podle 35. a 36. jest R — (z) = [B, — (2)] +
+ [R, — (x)] s .oddélenymi s¢itanci, kde R,, Rz jsou obecné stromy.
Kazdy z obou obecnych stromii R, R,, mé podle 37. aspoii dva
krajni body, tedy aspoii jeden krajni bod & . Kazdy takovy bod
je v8ak zfejmé (krajnim, tedy) singulérnim pro R, tudiz nélezi do S.
Tedy S .[R,— (2)] + 0, S.[R,— (2)] & 0, coZ je spor proti 11.
Tedy S = R. takie podle 38. R=1(p, ..., pa). KdyZ mezi body
, gm se vyskytnou vSecky body p,, . . ., pa, jest R=1 (q;. .. .,
‘e q,,,) podle 25. KdyZ na pf. bod p; se nevyskytne mezi body
Q1 - - -+ qm. jest B — (p,) souvisld (jezto p, je singulirni) &ast R
obsahujic{ q,. . . .. gn. takie neni R =1 (q,, .. ., qn).

n
42. Necht” R = Z P, (n=223,...). Kaidé P, necht jest

r=1
uzaviené v R;%') kazdé P, necht jest obecny strom. Necht x je bod
prostoru R takovy, Ze P,". Py = (z) pro 1 <r < s < n. Pak R jest
obecny strom. Snadny dikaz pfenechdvdm ¢tenafi.

43. Necht R =1 (aj,a, ...,as) (n=2,3,...). Pak R jest
obecny strom. Dikaz. Pro n = 2 je to ziejmé. Mohu tedy pied-
pokladati, Ze n > 2 a Ze véta plati pro prostory ireducibilné sou-
vislé mezi m < n body. Za tohoto piedpokladu poddm dikaz
v odstaveich 44.—48.

44. Hlavnim prostiedkem k dfikazu ohliSené véty je vysledek
odst. 27. Pi"edpoklé.dej me nejprve, Ze bod z lze zvoliti tak, Ze podet k
komponent Py, P,, ..., P; mnoistvi R — (z) je > 2. Jeito kazdé
z mnozstvi P, (1 < < r < k) obsahuje aspoii jeden z bodi a,, . . ., aa,
ka?dé z nich mtZe obsahovati nejvy§ n — 2 z bodu a,,. ., aq.
Jsou-li viak a,,, . . ., a,, ty a jen ty z bodi al, . . .» @, které nalezeji
do P,, jest 1 <m < n— 1 a podle 27. jest P, + () =1 (ay,, .- -
a,,, ), tedy podle piedpokladu uéinéného ve 43. P, + (z) (1<

<r<k) jsou obecné stromy. Aviak podle 27. P, + (x) jsou
=r= ' 4
mnoistvi uzaviena v R a zfejm& B = Z (Pr + (z)) a (P + (X)) .

. (Ps + (x)) = (). Tedy podle 42. R ]est obecny strom. K témuz
vj'ahdku dospgjeme stejnou cestou, kdyz sice k = 2, aviak kaZda

z obou komponent P,, P, mnozstvi R — (z) o'bsa.huje vice nei
~jeden (tedy opét nejvys n — 2) z bodi a,, . . ., an.

31) Tento pfedpoklad je podstatny; jak ukazuje pﬁklad v pozn. %)
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45. Zbyva provésti dukaz za predpokladu, Ze p¥i kazdé volbé
bodu:zx & @y, a,, . . .,an 'vf:'prostomﬁ'zR’c.‘nmdistvi R — (z) ma. dvé
komponenty, z nichz jedna — oznaéme ji P,(x) — obsahuje pravé
jeden z n bodu @, ..., a, — necht je to bod a,z — kdeito druha
komponenta R — () — oznadme ji P,(x) — obsahuje body
ar (1 <r<n; r ¥ v(x).” VySetfme nejprve ten pifpad, Ze pii
vSech moznych volbich bodu x index »(x) nabude méné nei n
hodnot. Pii vhodném oznateni bude pak stéle »(x) > 1. MazZeme
predpokladati, Ze neni R = I (a,.....a,), nebot jinak R jest
obecny strom podle predpokladu uéinéného ve 43. Tedy existuje
souvislé § C R, S § R obsahujici viecky body a2 , @n. Neni-li
S =R—(a,), existuje v R—S8 bod z+a . an; pak
8 C BR— (z) = P,(z) + Py(z). tedy podle 11. a 19 bud’to S C P ()
nebo 8 C Py(a); jeito S obsahuje n — 1> 1 z bodu Qs . - o Aas
neni S C Py(z), takie S C P,(z)., ale ani to neni mozné, ]eato
v(x) > 1, takZe bod ) ]e v 8; ale nikoli v Py(z). Tedy za ucménych
predpokladu o S musi byt1 8 =R— (a,), takie R— (@) =
= I(as, ..., a). Tedy podle predpokladu uéinéného, ve 43. jest,
R — (a,) obecny strom. Necht

Uy Vg .. tr (h=2,3...) (4)
jsou vrcholy a _
S.8....8 (=1,23. ) (5)

jsou strany obecného stlomu R — (o). Kdyby bylo R — (a,) =
= R — (a,), bylo byb R = (R— (a,)) + (a,) s oddélenymi séitanci

3 0, coZ je nemoZné; tedy R = R — (a,), takZe (v. 4 3) existuje
aspon jedno A (1 < 4 < l) takove Ze bod a, nale#{ do S; (tedy do
— 8h).

46. Necht S je takovs strana obecného stromu R — (a,), Ze

bod @, nalez{ do S, — 8;. Orientujme S (podle 31.). Je-li z libo-
volny bod z 8, oznaéme @,(z) (@,(x)) systém téch bodi z S, které
pfedchizeji « (ndsleduji za z). Pak jest Si = @,(x) + (2) + @u(),
tedy 81 = Q,(z) + (z) + @y(x), takZe bod @, nileif do @,(x) nebo
do @y(z). Oznaéme Ty(T%,) systém té&ch 2 z ;. pro néZ a, naleii
do Ql(a:) (Qu()); pak Sy =T, + T,. Piedpoklidejme ne]prve Ze
v S emstup body =, ytakove %e x predchézi y nebo z = y, Ze x
jev T, azeyjev T, Podle 29. mnozstvi Q,(x), @y(y) j jsou souvisld;

tedy podle 15. mnozstw () + (a1), Qu(y) + (ay) jsou souvisla,
takze podle 12. mnoZstvi, S’z = Q,(z) + @i(y) + (a,) je souvislé.

Zvejm¥ 8'; C 83 — (z). Podle (3) v odst. 31. a podle 15. mnoZstvi
8”4 vzniklé z §'y pfipojenfm krajnich bodi strany S obecného
stromu R — (a,) je také souvislé, Myslime-li si v odst. 38. provedcny
ditkaz souvislosti obecného stromu aplikovan na R — (ai), vidime.

9*
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snadno, Ze zustane v platnosti. kdyZz Si a jeho uzavieny obal
v R — (a,) nahradime resp. mnoZstvimi 8';, 8";. t. j. Ze mnozstvi
{(R— (a,)) — S:] + 8’2 = R, je souvislé. Aviak toto mnozstvi
obsahuje viecky body a,,.... @, ale nikoli bod =z, takZe neni
souvislé, nebot R.=1I (a,,....a,). Tedy udinény piedpoklad
o bodech z, y je nemoiny, tak¥e 7, .7, = 0 a kazdy bod z T,
-predchazi kazdy bod z T,. Je-li T} & 0 & T, oznatme b (c) né-
ktery podateéni (koncovy) bod strany S; obecného stromu R — (a,),
takze Si + (b) + (¢) = I (b, ¢). Predpoklady véty ve 30. jsou pak
zrejmé splnény, kdyz misto R; 8, T' vezmeme resp. S; + (b) + (c),
=+ (6), Ty + (¢). Tedy v Si existuje bod x, ktery je budto po-
sledmm pro T, nebo prvnim pro T,. Modlflku]me .podle 33. vy-
tvoreni obecného stromu R — (a,) tak, e k vreholim (4) priddéme
Jjako novy vrchol pravé uréeny bod z, kdesto stranu S; nahradime
novjrml stranami @,(z). @y(z). Pak shleddvame: Bod a, je v jednom
a jen ]ednom z mnozstvi Q,(x), Q,(z); je-li a, v Ql(x) a piseme-li
Qx) =T+ T, analogicky s hotej§fm rozkladem S§; = T, + T,
je Ty = 0; jé-li @, v Q,(x) a piSeme-li obdobng Q,(z) = T"", + T",,
jest T, = 0.32)
47. Dospéli jsme k vysledku, Ze (za piedpokladii udinénych
ve 45.) lze vytvofeni. gbecného . stromu R — (a,) z vreholi (4)
a stran (5) voliti tak, %e pro kaZdou stranu §; takovou, Ze bod a,
je v 8y — 8;,.jest T, = 0 nebo T, = 0 (v oznadeni odst. 46.). Pii
vhodné orientaci S; bude 7T, = 0. Necht b, ..., b, (cy, .. -, Cs)
(r,s=1,2...) jsou poditeéni (koncové) body takové strany S,.
Jeito (podle 6.) uzavieny obal 8; v prostoru R — (a,) jest S; — (a,),
" jest : .
Si—(a) =I* (by, ..., br | Cis -« + Cs) (8)
a ' '

ol =1
S, =8 + (a5) +§1(bv) + ; (cs).

Mnozstvi 8; + (a,) + (c,) je souvislé podle 15. Necht U je souvisl

6ast tohoto mnozstv{ obsahujici body a, a ¢,. Je-li U & 8; + (a;) +

+ (¢;), existuje bod x v §; — U, tedy U C (81 — (2)) + (@) + (c1).

~ Definujme Q,(z), Qs(x) jako ve 46., takie Sy — (z) = Q,(x) + Qu(x)
8 odd&lenymi séitanci. Podle 31. (3) bod ¢, neni v Q;(z), takie

(v. 6).@y(z) jest uzaviené v @i(z) + (c1); tedy soudet, @y()-+ (c1)

mé oddslené séitance. Jeito 7', = 0, bod a, neni v Q,(z), takie

soudet Qy(x) + (a;) md oddélene s¥itance. Konetnd a, F ¢, takze

. soudet (a,) + (¢,) ma oddélene séitance. Tedy podle 9. také souéet

. '89) Pre ldﬁda se ovéem,-ie nové stranv’ Qx(l‘), Q,(m) jsou onentovany
souhlasné R
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[Qu(2) + (@)] + [Qula) + ()] O U

mé oddélené s&ftance. Tedy podle 11. U . [@,(x) + (a,)] = 0 nebo
U . [@z) + (c;)] = 0, coz je spor, nebot U obsahuje body a, i c,.
Tim je dokazano, Ze Si + (#;) + (¢;) = I (a,, ¢,). Z toho a z (8)
nasleduje podle 31., Ze .

E}:j#(al, by ..., by )-cl,...,c).

To plati pro viecky takové indexy 4. pro néz (a,) C S Pro ostatni
indexy 4 plati (8), kde 8; — (@) = Sa. . .
Z tohsto vysledku vychdzi snddnd, Ze pripojenim bodu a,
k vrcholim (4) obecného stromu R — (al) pii ponechani stran (5)
vzmkly prostor R jest obecny strom. Nebot viecky ve 32. vyjmeno-
vané vlastnosti obecného stromu az na posledni jsou zfejmé splnény.
Posledni vlastnost zni: Je-li @ podateéni a b konecovy'bod strany 8,
neni mozné udati indexy v, v, ..., » (£ = 0) vesmé&s ruzné od 4

tak, aby bod a nalezel do S,,, bod b do S, a aby*) pro 1<i<¢
bylo 8, ,.8,, & 0. Pfedpoklddejme naopak, Ze 'pti urdité volbé S;,

a, b lze udati vy, v, . . ., . Zvolme v 83 bod z a definujme Q,(x),
Q.(z) jako ve 46. Mnozstvi

(Qu(>) — (2) + Z 8, + (Qz(x) — (x)) = S*

podle 31. (3) obsahuje vSecky krajni body strany S; a podle 12, je
souvislé. Z toho divodu diikaz souvislosti provedeny v odst. 38.

plati, kdyZ mnoZstvi S,t (pro dany index 1) nahradime mnoi-
stvim S;*. To znamena, Ze :

= (R—8:) + Si*
je souvislé mnozstvi. To je vdak spor, nebot R, obsahuje viecky
body a,, a,, . . ., a, nikoli v8ak x a R = I (a,, as, . . ., @a).

48, Zbyvé provésti dikaz za predpokladu, ¥e p¥i ponechani
predpokladi vyjrnenovan)"ch na poditku odst. 45. index »(x) na- -

bude (kdyz x probihd R— Z (ar)) v8ech hodnot 1,2, ..., n. Pro
1<r<n oznatme A4, souéet viéch mnozstvi Pi(x) (v oznaéenf

zavedeném na poéatku odst. 45 ) piislusnych tém = z R — Z‘ (as);

pro né% »(z) = r. Tedy bod a, néleZ{ do 4, pro 1<r< . Mxmo to
» jsou v R oteviensd mhoZstvi podle 1'8, nebot Pl(x) jsou' v R

oteviend podle 27. Tedy soudet Z‘ A, mé oteviené séitance = 0;
: . . - =1 . N

\
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jeito 'R je.souvisly prostor je tudiz Z' A4, + R, takZe mohu zvoliti

r=1

bodiaxz v R— 2_ A,. Jeito bod a, je v A,. jest x + al, R
: =1

Tedy podle rrméich predpokladi existuje rozklad R -— (z) =

1(Z) + Py(x). P vhodném oznadeni jest »(z) = 1. takZe
podle 27. Py(x) + (2) = I (ay, 2). Py(x) + (2) = I (a,. . . ., @, );
mnozstvi Py(z) 4 (), Py(z) + (x) podle. 27. jsou wzavieni v R
~a jest : >

[Pi(z) + ()] + [Py(2) + (2)] = B; [Pi(2) + (2)] . [Py(z) +
L H @] = ().

Jezto Pl(:v) + (x) = 1 (@, ), Py(x) + () jest obecny strom. Staéi
dokazati, Ze také P,(x) + () jest obecny strom, nebot pak R jest
obecny strom podle 42. KdyZz v P,(z) ex1stu1e bod YFay..., 0
ta.kovy, ze bud'to (Py(z) + ()) — (y) m4 vice nez dvé komponenty

nebo Ze v kaidé komponenté tohoto mnozstvi jsou aspon dva
z bodil z, a,, . . ., ay, pak Py(x) + () jest obecny strom podle 44,

Necht tedy pii kazdé volbé y, (y) C Pz(x) V (a;), mnozstvi

r=2
Py(z) + () ma pravé dvé komponenty Sy(y): “Ss(y), z nichz prva
obsahuje jediny z n bodl z,a,, ..., a, Staéi dokdzati, Ze pfi

#4dné volbé bodu y v Py(x) -—Zﬂ' (@) neni bod x v 8,(y); nebot

pak Py(z) + () = I (as. . . ., an, a,) jest obecny strom podle ditkazu
v odst. 45.—47. Kdyby viak pii n&jaké volbé bodu y bod  nalezel

do 8,(y), mnozstvi S;(y) + P,(z) = Si(y) + [Pi(x) + (»)] bylo by
souvislé podle 12. Avsak - '

Sy(y) + Sy(y) + Py(x) = [(Po(z) .+ () — (y)] + Pl(x)
= [Py(z) + (z) + P[z(x)] — (?/) — (¥),
 [Sy(y) + Py(@)] + Sy(y) = Pyy) + Py(y). -

Séftanci na levo jsou souvisli, na pravo oddéleni; tedy podle 11.
budto o
Si(y) + Pl(“?) = Py(y), Sa(y) = Pu(y)

: Si(y) 4 Py(x) = Py(y), Sx(y) = Py(y).

‘Druhy piipad je vSak nemozny, nebot Sy(y) obsahuje body a,, ... .,

,n, kdeito P,(y) obsahuje jediny z bodi a,..., ax. Tedy
S,(y) + P,(x) = P,(y). Aviak bod a, nilezel by do Pl(a,) a bod =
do 8,(y); tedy by P,(y) obsahovalo-body a,, z, takZe by bylo »(y) =

tedy

nebo :
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=a,, (x)C Pl(y), .tedy (x) C 4,. To je spor nebot bod z byl
zvolen v R ———Z‘ A,. ~

49, Smgularnf body obecného stromu R byly defmovam topo-
logickou vlastnosti; naproti tomu krajni bedy byly v odst. 37.
definoviny pouze na zékladé uréitého vytvoreni obecného stromu.
Lze v8ak také krajni body. obecného stromu definovati topolo-
gickou vlastnosti: Necht » je bod obecného stromu R. Bod v je
krajnim bodem pro R tehdy a jen tehdy, kdyz S C R, S & 0 je
souvislé, kdykoli § + (v) je souvislé. Dikaz. Necht predné bod »
nenf vrcholem pro R, nybrz naleii tieba strang S;. Pak 8 = 8y — (v)
neni souvislé (v. 29.), aviak S + (v) = S; je souvislé. Necht za .
druhé bod v ]e vrcholem, nikoli v8ak krajnim bodem pro R. Pak
existujf dvé rizné strany 8;, S, obecného stromu R takové, Ze

bod # je v 8;. S,, ‘Mno#stvi'S8;, S, jsou oteviens v R, take soudet
S = 8;:+ 8, ma oddélené séitance; tedy S neni souvxsle aviak
S 4 (v) = [Sl + ()] + [Su + (v)] je souvislé podle 15. a 12.
Necht za treti bod v je krajnim bodem pro R, tedy krajnim bodem
‘jediné strany 8;. Orientujme S; tak, Zesy, je koncovy bod pro S;.
Necht § C R, § 4= 0 a necht S + (v) je souvislé; mame dokdzati, -
Ze 8-je souvislé. Jezto (R — 8i) — (v) = XS, + Z(»,), kde S,.
probiha od §; rizné strany a v, od v rizné vrcholy ‘obecného stro-
mu R, mnoZstvi (R — SA) - (v) jest uzaviené v R, takie soudet
[(R—8;) — (v)] + (v) méd oddélené sditance. Kdyb bylo S C
" C BR—8,, podle 8. také soutet S + (v) mél by oddélené séitance
a mnoistvi S + (v) nebylo by souvislé. Tedy 8.8, 0. Je-li-
libovolny bod z 8;, oznatme P(z) (Q(z)) mnozstvi téch bodiu z S;,
které predchazeji z (nésleduji za z). Mohli bychom podle 33. za-
vésti bod x jako novy vrehol; pak by (v. 31 (3)) @(z) byla jedina
strana s krajnim bodem v; z toho nasleduje, Ze jako bylo-8S; (),
je také SQ(x) 4 0 pii libovolné volbé bodu z v 8s. Jekto SS;
zvolme z v 88;. DokdZeme, Ze Q(z) C S. V opadném ptipadé mohh,
bychom zvoliti (y) C Q(m)———b’ Jeito S8Q(y). & 0, zvolme (z) C
C 8. Q(y). Podle 33. mizeme zavésti body z, 2 Jako nové vrcholy;
bod z bude pak po&itednf a bod z koncovy bod nové gtrany T = .
= Q(m) —[@(2) — (2)] a bude (y)C 7. Podle dikazu ve 35. bude
) = 4 4+ B s oddélenymi séitanci, z nichZz prvy . (druhy)
obsahu]e z (3). Tedy A8 % 0 5= BS. Te je spor proti 11., nebot -
() C Q(x) + 8, takze S + (v) je souvisld &dst R — (y). Tlm je
doké,zano, Ze Q(z) C 8. V1déh jsme, Ze, kdyZ bod z zavedeme jako:
novy vrchol, strana -S; se- nahrad{ stranou Q(x);. je to tedy pouze
dovolens zména ‘vytvoreni obecného stromu R, budeme-li pred- ~
Poklédatl, e S C 8. Necht nyni 8§ = 4.+ B s oddélenymi s&i-
tanci; pn Vhodném oznaéeni podle 11. S; C A Tedy B.C (R—-
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— 8;) — (v), takZe soudet B + (v) ma oddélené sc¢itance. Tedy
podle 9. také soudet (4 + (v)) + B md oddélené s¢itance. AvSak
(44 () +B =S8+ (v) je souvislé; tedy B =0. Tedy S je
souvxsle ‘
*
Sur les ensembles connexes irréduetilblesv entre n pdi’nts.
(Extrait de Particle précédent.)

Soient " ‘ o
UV, (k=2,3....) . (1)
Sy 8 WS (l=1,2.3....) (2)

des sousansembles ouverts d’'un espace topologlque R. Soit

R = Z(’U,, +ZS,1,
pn=1 1

des points et

S; = 8 +Z(a,,)+2bq | (3)

g=1

les r + s points a, et b, figurant dans la suite (1); en outre, sup-
posons que, pour 1 <AL, 1< p<retl<g<s, Pensemble S;
soit connexe irréductible entre a, et- b,.. Supposons que. pour
1<A<uxl il existe des indices vy, 2. ...,% (E=1.2.... )
tels que ¥, =4, n=p et S, .8, :i-OpourlSz<t Suppo-
sons que pour chaque p (1 < u S k) 11 existe au moins une valeur
de A(1LAL1) telle que (v,) C S;. Enfin si, pour 1< i,
‘on choisit des points a, et b, (voir (3)), supposons qu’il soit im-
possible de déterminer des indices wy, 7, .. ., v (t=0,1,2..
1< wnslet wf A pour 0<¢ £t) de maniére que Ton alb
(@) C 8y, (b)) C S et 8, .8, 40 pour 1<4<t Un point v
de l'espace R soit appelé smgulzer lorsque l’ensemble B — (v) est
‘aonmexe. ‘Tous-les points:ginguliers: de- B:-figurent dans la suite (1).
Le point v, (1 < # < k) soit appelé une extrémité de R si 'inclu
sion (v,) C Sy n’est. valable que pour une seule valeur de 4 (1 <
&£ A< 1) L'espace R posséde au moins deux extrémités; chaque
-extrémité est” nécessairement un point smguher, mais il peut
arriver aussi qu’il existe des points singuliers qui ne sont pas des
extrémités. Un point v de R en est une extrémité s’il n’existe aucun
sousensemble .S non connexe de ‘R tel que I’ensemble S + (v) soit
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connexe; et cette propriété est caractéristique pour les extrémités.
Si Py, Doy - - . Pa sont tous les points singuliers de R, I'espace R
est connexe trréductible entre les points py, Ps, . . ., Pn: ceci signifie
que R est.connexe et qu’aucun-vrpiisouseysemble.connexe;de. B
ne peut contenir simultanément les n points py, p,, . . ., ps. Réci-
proquement, si un espace topologique R est connexe irréductible
entre m points ¢,, ¢,, . . ., gm, alors R a la structure qui vient d’étre
décrite et tous les points singuliers de R figurent dans la suite

Q1 920 -+ 5 Ome '
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