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Příspěvky k theorii některých transcendent 
počtu integrálního. 

Píše M. Lerch. 
(Pokračování.) 

Vraťme se k integrálu M (s, w); kladině ux za se a pišme 
„ =- uv: 

M 

vložíme 

^ + 

oo * 

«,_) = _ je r _ + я , ; 

_ _ _ _ _ - _ i _ _ _ _ / в - * _ i \ * 
,« + _.-- І r! Г Ч ' 

a vyjde 

Af («, uv) = — ti8"11' Í--É- /V-*(e-x— l) _ - ' dar; (23*) 
1=1 V ' J 

dosadíme hodnotu 
OD í OD f J 

re-»'(e-*_i)V-1„„ = r(s) /J7 (_.£>> 
o 

a obdfžíme rozvěj 

_í̂ «_)--__ M-í-M/«-; (23°) 
r(s) i »i 

podobně se obdrží 
__í___k__ = «'-2 J__í__ _. V . (23*> 

V trigonometrickém rozvoji (18) ( 0 < | < 1 ) 

B («? + 1 , _) = A0 + 2 J (A, cos 2»|_ -f- B, si- 2»í»} (18') 
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mají sou6initelé Av a Bv hodnoty A(2VTT, W) a B (2vit, w), při 
čemž 

. ,, x M(s,\iv) D n . XwM(s — \,Xw) 
M^=^W B(x'w)z= *r*m ' 

tedy 
A,-. . / « \ , _ 1 v K(v) A — 

w 

w = — ; ^(0) = - ^ ^ , 

při čemž v je pomocná veličina mezi --- a -=-, na př. v = 1*05. 
o o 

Ježto X je brzy veliké, hodí se tyto rozvoje k výpočtům 
i pro nevelká w. Totéž platí o rozvoji poloukonvergentním, jenž 
vychází z identity 

M(s, co) _ 
T(s) ~ 

o 
neboť zde ca = .*«;. 

Tato identita ukazuje, že TTA Je c e ^ s t v á fankce 
-*- W 

transcendentní s, podobně —pr--—". Pro záporné celistvé 

s=_ — m je 
[•M(,9>w)̂  , _ _ , n H * m(m — l)(m — 2)...(m ~ 2y) _ 
\ A*) | _ ZŠL } • c o 2 ^ 2 

m m(m — l)(m—'2) ____+ 
a z identity 

ю4 

M(s-hю) _ 
Г(s) ~ 

1 Л ł-f 2и—1 

"ІГ U ( * ' 2 У ) K 1)" Ł Yг' * ãx (24< 
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plyne 

(Wß-щ = í ( _ 1 } 
l -П : 5 ) )s±z-m 0,1,2,... 

vm(m— l)(w — 2)...(m — 2 * - f l ) _ . 
oэ ^ 

1 m(m — 1) m(m —-l)(m — 2)(m — 3)  
— ^ S ? ' ~̂6 ••• 

Píšeme-li A(l,w\s) atd. v případě obecném, máme tedy 
pro 5 = — m 

m—2V—-1 • 

гv 
- 2v-f 2 ' 

AM-m)=dtLri%+HAí) 
Bii,w\-m) = £-l)Ml(l)^. 

Rady (23) se v tomto případě 5 = — m zakončí, čímž vycházejí 
další identity. Rovnice (18f) tu přejde v rozvoj Bernoulliova 
polynomu, ježto 

R(w + l — m) = — 8Z%(w+š). 
Dále nám rovnice (17') 

00 OD 

/

cos9JLX C sinXx 

——— dx, B (A, ic \s)= —•—— dx 
(w-\-x) J(w + x) 

o o 
dávají integrací po částech 

á( . l l f- | ;?) = - | . B ( . « , i - | * - > - l ) , 
1 s ( 2 5 a ) 

B(X,w \s) = —r — -r- A (X, w I s + 1), 
Iw *• 

tedy při označení 
B, = B(Á, w I «), 4 ==«_t (X, w I s) 

z čehož vycházejí rozvoje poloukonvergentní (24) přímo 

-:•*-._! M ) - (»,5) 
8~*ylV+1 ^V + 8 _ r >lV + 6 '••' 

B _ J (*,-) , (s,4) 
AW A w T . Kw 

6* 
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6ili s udáním zbytků 
я _ 1 » (s, 2v + 1) 

A(Л,гv\s) = 2(-l) ( ' ^ } 

Лгv+W'v+\ 

+ (~l)n(^A(Л,w\S + 2n), 

"~ " (s. 2rï 
5 (A, w I в) = Л(— 1) ' ' j . + 

+ (- i ) w -^-m«l« + a«)-

(24') 

a cos rø — w sm rø 

w .<H-i 

Definice (17*) funkce M(s,to) dává přímo 
M (s + 2) + »«-íí o?) = r(s + 1). (26) 

V rovnicích (25b) volme A = 1, a položme 
00 

.4 cos to i? sin tp -= / — dx -= J(s), 
J * 

vyjde pak, píše-li se a za 8: 

J(<x) + <X (* + 1) J (<T + 2) : 
Znamenejme 

J(l—s) = 0(s) 
a vložme o + 2 = 1 — s; obdržíme 
(«) *(* + 1) # 0 0 + O>(.$+ 2) = — ^ [ ( 5 + , l ) c o s w + wsinu;]. 
Avšak 

00 

0 ($) = /cOS X . a* -V# #i (S) = r (S) COSy — ^ (5), 
O i 

^ W ^ - e o - . f e - ^ í - l ) ' ^ ^ ; (27) 
O 

vložíme-li to do (a\ obdržíme 
s (s + 1) *; (.s) + ^ (5 + 2) = w° [(s + 1) cos w + w sin i*]. 

Zde píši s + 2* za 8 (funkce (27) je definována pro 
s>0), násobím 

(-D r 

(-,2-+2Y 
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a sečtu pro v = 0 , 1 , . . . n — 1: 

n * f f ( s : + 2,) - + ig.(« + 2 , + 2) 
* X ' (*,2-) - ^ *' (*,2- + 2) " 1" 

[(s + 2»' + 1) cos io + w sin .«]; + (-1) w 
S-f .'1/ 

(s, 2к + 2) 
vyjde 

".r1 >• , + 2 v (s + 2* + 1) cos w + гø sin гc , 

^ ( s ' и ) = à ( - 1 ) w — ( ľ т т а + a ң - ï ) " " + 

+ (-i) 
n <^ ( s + _ 2 »_ 

~(~~~2~~~~~~~' 
(27*) 

r ^ + 2*) lim ~L—~—-^ — 0. 
W-z-oo (.V, Zn ) 

Podobně vyjde pro funkci 
IV 

r % cř2 (srw) = \x mixdx = 21 (— 1) = / • * • • 

«Í> 
s+2'' 4-1 

(2* + !)!(* + 2- + 1) 
(28) 

vyjádření 

,.,,•-, = * ( - 1 ) V - ^ | ^ = . («•» 

Rozvinutí funkcí -4, (w) a #,(wl) pro malá sv obsaženo je 
ve vzorcích 

$71 \ 
H~^ A? (?v) cos w — I^ (w) sin w = T (1 — $) sin - ^ — 

li 

- < f , ( t -«,«o, 

A" == At («•) sin u- + #, (»;) cos it- = r (1 — s) cos '-£- — 

ą ( i - s, tv), 

(29 

při čemž ^ a ĉ_ se určí řadami (27) a (28), při záporných s 
pak s výhodou řadami (27*) a (28*); 

oo oo 

A (») - / T - T T * ' B>(íť)=/ T~rr • 
j ('» + «•) ' J (w + -0 



Pro celistvá kladná $ se pravé strany jeví v neurčitém 
tvaru oo — oo a sice (£ značí veličinu nekonečně malou) pro 

* = 2n + 1 — f, 

H _ ( - i ) M r ( - 2 „ + | )co S ^-(-i)" F ^ j T -

, ^ X ; (2»)!2(--»)* 

Pryní dva členy 

( - ! ) » ( ~ ^ l + ž> 
0 0 | l ( l-ť)(2-0_(2»-Š) (2»)lj 

^yT{ r' ( 1>- l 0 g w + 1 + T + --;+_}' 
podobně jeví se K pro s = 2n + 2 — £ ve tvaru 

_ • = ( - i) B + 1r (- 2» - i + e co. -£ _ (-1)" ** 
2 v '(2» + l)lf 

— f_(""" ̂  (2- + 1)! 2 (» — »)' 

jenž se určí týmž způsobem: 

r-'coñxdx . » (2» + 1 ) — log w 

Xы+Г — ( -) (2^)1 (2») ! 

(0,1,2) - „-<*—> 

„£( l)(2,-)!2(*-«Y 
00 

/ 
BJnxdx . n %p (2» + 2) — log _9 

, ^ — ( - ) • (2» + 1)! 

(0,1,*,..) v «; a < ' ' - и ) 

- - * ( - - ) ľ„v * ' ( 2 - + l ) . 2 (-—»)' 
_ Г ( Í ) 

KЗO) 

* W - _ Ч # ) 



87 

Tak obdržíme 
oc-

ícosxdx _ip(5) — log03 f 1_ 
J x~> ~ 24 \03* . (—4) 0-3*.2(- • 2 ) ' 

o-з* , 03* o-з* 
720-2^814 1016 •}= 

.»(5 )- log0-8 , 10* ______ 0 0 0 0 0 6 2 5 

" 2 4 : + 4 . 8 * 4 . 3 * + O 0 0 O U b 2 f > > 

^ (5) = g —0-57721566. 

Naproti tomu je zcela jednotný tyar pro 
. STÍ 

TT sin — 
lim ir(l—- s)sin47-i= l i m v^rrr^ — (—lfo/o * ÍTV 
*=_„ \ v 2 J í=_2n r(«) sm sn y 2 (2n — 1)! 

1 г ( 1 - * ) с о в Й = 1 ] 
1^ &}$=*. 

SП 
JTCOS--5-

lim | r ( l - s ) c o s V > = lim -v...,.-.-- = (—-•) ^ i | Á v~ ° ' w " 2 | ^^-ir(s)sinsnr v *' 2(2«)< ' 

a tedy 

«08_ , » я _ • , _ _ _ / W2""2"4"1 

a:2" ч " ' 2(2»-l)! Д,( J J (2ý)!(2*-2и+l)' 

ÎҶ81) 
sinx _ « » » - w2"-2"*1 1 
a ; 2 B + 1 v ' 2(2»)! ,4,v ' (2i>+l).!(2v-2» + l)*j 

Řady (30) a (31) pro střední hodnoty » a w, kdy ostatní 
výrazy nejsou výhodný, se velmi dobře hodí. Na př. 

sinж , я 4"~8 , 4Гl 4 1 4 

/

siná 3 

rf.r_ — — — + xb 48 — 3 ' 6 ( - l ) 120.1 5040.3 

4 5 

915 + ••• 
56 Poslední člen = — 0-000564, následující člen — ž í a po-

4 9 4 
třebí tedy jen ješti člen = — 5 . 

J • 1319 106 
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Též pro w = 6 vystačíme již se členem " , - . б' 8 

9. 
Ve své práci O hlavních vlastnostech integrálů Eulero-

vých*) podal jsem jako zobecnění Raabeova integrálu vzorec 
platný pro celistvá kladná m, jenž se v užívané zde symbolice 
píše i ' , 

i 

/logr(u + x) cos 2mn (u + x) dx = 
i ' (32*) 

= x— 1 — + sin 2mun log u — SiQZmun) . 
2mjt \ 2 v I 

Zde hodlám určiti analogický integrál, v němž funkce cos 
nahrazena funkcí sin: 

i 

J=z I log F (u + x) sin 2mn (u + a) dx = 
o 

tt-fl 
= / log F .(#) sin 2mžĉ r dfa?. =/>• 

-p- = log w вin 2шш, 

Patrně 

tedy 
r Ti - rt J cos 2mw/7 . . f cos 2mWiT -J = J logwsin2mw^dítrr -- logw + f—s dw; J 2nm ° j 2mw7r 

vložíme-li sem hodnotu (20) 
2mH7T 

/

C082muji 1 Fcosr: , ^ 1 rftí = - — J ďa; + ( 7 = 6 + --- CL (2mun), ^Mnun 2mnJ x * \ 2mn 
co 

vyjde 
, ' COS2WM,T 1 - . ' . 

J=z C -r log u + ^ (7ř (2mun), 2mn 2mn 

*) Véstník král. čes. Spol. nauk r. 1889, str. 216. 
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a zbývá jen určiti konstantu C. Limitní přechod w = 0 dává 
vzhledem k okolnosti Ci (£) — log J c\J E 

E -f log (2mn) 

/ 
log Г(x) sin 2mxтт dx = C + 

kde E jest Eulerova konstanta. 

Integrál na levé straně je znám (na př. z řady Kumme-
rovy) a má hodnotu 

log m E 4- log (2n) 
^mn 2mn ' 

takže vychází C = 0, a tím 
i 

' log r{u-\- x) sin 2mn (u -f- x) dx = 

(32b) / -

= ~ {Cí (2mw.7ř) — cos 2ww^ logw} 

Ze vzorců (32a) a (32b) plyne bezprostředně při zkrácení 

cú — lmun 
i 

' log r (ti + z) cos 2mxfi dx = 

o (33a) 

= — --r- cos co -f sin co Ci (fů) — cos 03 Si (co) \ 
2mn I 2 v ' 

i 

/
log F (u + jr) sin 2mx7i dx = 

(33b) 

= -s ] — ~ sin co — log ^ + sin co Si («) + cos OJ C\ (©)}. 

Je však dle vzorců (20') 

I "o .&* (w) I s í n Cú — CI (ro) cos co = .á (o), 

I SÍ (n-,) I cos a> + Ci (o?) sin fx> = B (o))f 

> 
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kde A a B jsou dány vzorci (191) a (1S2); tedy máme 

/ 
i 

/ 

i Ti/ i >. o J B(2mun), log -F (t* + x) cos 2mxit dx = —> —, 

i 
i ^, , ч • o л A (2mun) + log u log Г(u + x) sm 2mxn dx — *————- 2 —: 

/ * 

— x 

připojíme-li ještě integrál Raabeův 
i 

ílog r(u + oč) dx = u log u — u + log \/2n, 

obdržíme Fourierovu řadu (0 < x < 1) 

logr(w + cr) = wlogII~w + log \j2n — logw .2* \-
i mn 

. »tB(2mun) A(2mun) . \ + 21 —- cos 2mxn - sm 2mxn I, 
1 y mn mn J 

takže vzhledem k identitě 
* sin 2mx7t 1 

T mn 2 
vychází v 

log r (u + x) = (t* + a? s~ I log w — w + log \J2n + 
V , ' (33) 

. »/B(2mun) 0 .4(2mt**) . 0 \ 
+ -£ J —^ cos 2mxjt -- '- sm 2mxn 1, 

Vr-i^ mrc m.* / 

0 < a r < l . 
Klademe-li x — v, podruhé x = l — ^ a sečteme-li vý

sledky, při čemž dlužno předpokládati 0 < r < l , vyjde 
log{r(ti + t?)r(w+l — v)} = 2u\ogu — 2w + 21ogV2^+ 

. 2 • cos 2mvn n 

J £ B (2mun). 
n ] m " 

CO „)=/>-» j * ; 
+ a?4> 

kterýžto vzorec přichází v naší práei čís. 37 z VIII. ročníku 
Rozprav české Akademie. 
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Podobně vychází z (33) 

OD 

Á / 0 \ / —2munx & &% 

A(2mun)=Je \ + x*
% 

o 

Nahradí-li se v (33a) a (33*>) funkce log r(u + x) polou-
konvergentní řadou, již uvažovali Sonin a Hermite, vyjdou ho
řejší poloukonvergentní řady pro funkce A (p) a B (&>); v nich 
to = 2mun, tedy ve zvi. případě m = 1, co =r 2un9 takže již 
w = 4 vyžaduje a>>24. To vysvětluje, že v řadách těch bylo 
dlužno se omeziti na co značně veliká. (Pokračování.) 

0 uzavřených konvexních křivkách. 
Napsal Bohuslav Hostinský. 

(Dokončení.) 

9. Plošný obsah uzavřené konvexní křivky definované rov
nicí p=f(a) ustanovíme jakožto limitu součtu; sečítati jest ne
konečně malé trojúhelníky, jež mají za základnu element oblouku 
ds, za výšku p a vrchol v počátku O (jenž jest uvnitř křivky). 
Vychází 

%7l 271 271 

Pz= ±-fPds=±-ff(f+f) da=4-Ar - / ' s ) «f> 
0 0 o 

poněvadž částečná integrace dává 
2?ř * ^71 271 

fff" da =.[/. fif—ffda = - ffda. 
O ' 0 * 0 

Vyjádříme-li pak funkci /(«) trigonometrickou řadou jako v od
stavci 3., obdržíme 

.P = w;-£i(»r—l)(a! + M). 
-5 2 
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