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P1 ispévky k theorii nékterych transcendent
poctu integralniho.

Pige M. Lerch.
(Pokracovini.)

Vratme se k integrdlu M (s, w); kladme ux za = a pxime
W=uv:

®

M (s, uv) = u'" f e —gid—a—:——

v+ z® :
vlozime 0
= e D
a vyjde
M (s, uv) = — "léli‘;%@— e‘“'(e_’——l)vm"_' dz; (23%)

dosadime hodnotu

o oo //
fe_ uz (e“ 1 )’x"‘l dz=T(s) a ‘f:‘; _ (2&)
a obdrzime r:)zvol' I
podobné se obdrzi
y;_(_ST:-(él);“Q: W’ z: as;,(!v) Au, (239

V trigonometrickém rozvoji (18) Q< £ < 1) ‘
 R(w& 8)= A4, + 23 (4, cos 2én + B, sin éi) (18")
1
' 6
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majf soutinitelé A, a B, hodnoty A (2v7,w) a B (2w, w), pH
Sem%

M (s, Aw)

Al uw)= B (ty w) =202 6 —1, 1)

—res) Y D)
'A(x,w)—_—._(7)" ‘?” 5, 4"y

» B().,w):).(w)’—s a (v) du ,

. vl

’

" tedy

Aw 1 —s
%= A(O):—Iw1 ’

ph tem¥ v je pomocné. veli¢ina mezi —- a 5; ,

Jeito 1 je brzy veliké, hodi se tyto rozvoje k vypodtim
i pro nevelkd w. Totéz plati o rozvoji poloukonvergentnim, jenz
vychdzi z identity

na pf. v=1-05.

M(s,0)

Ir's)
n—1 v v m_x 8+2nd N
21 (3’2,,1*;1)+( ' F(;mhfe Z“r;, (24)

nebot zde © = Aw.

Tato identita ukazuje, Ze Jg,(?; )m ) je celistvd funkce

M(s—1)
r's)

transcendentni s, podobné Pro ziporné celistvé

s==—m je

M(s,0)) . __ rHmm— D (m—2). =)
{ T }.— Pl "t B

—=—m v=p,l Dyeer

=_%+ m(m—1)(m—2)

ot

a z identity .
. M(S— 1,‘ GJ) _—
' I(s) -

| St (5, ) >_ ---c,_—x bza+zn-idx .
TR e )m f e

Q+x‘£
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plyne
Mis—1l,o0)| _ ., ymm—1)(m—2)..(n—2v+ 1)
{ I(s) }st:: oi,a(,... Y o™t
1 m(m—1) 'm(m——l)(m—2)(m—3)
0t ot + S -

PiSeme-li A (i, w|s) atd. v pfipadé obecném, maime tedy

Pro s—-—m
m—2v—1

6,0 —m =" @ 01y )

=0,1,2

B(4, w]-m)_z(—-l) <2v)'(m)22—7:;-

11,2y

Rady (23) se v tomto piipadé s=—-—m zakonti, ¢mz vychazejf
dal8f identity. Rovnice (18') tu pfejde v rozvoj Bernoulliova
polynomu, jeZto

R(w+ & —m)=—8% (w +§).
Ddle ndm rovnice (17')

cos 2:c_ ﬂ B w|s)= sin Az

(w )’ ) (0@
dévaji integraci po tdstech
A4, w[s):js B(4,w|s41),

A (4, wls)__

1 s (256%)
BAw|s)=——— A4 w|s+ 1),
Aw 3
tedy pfi oznadeni
B,=B(,w|s), A4, =A@, w|s)
s s(s+1 1 s(s+1
As 12w 1 JE )As+2’ s I';s (12 )'Bs+z ’(25,')

z tehoZ vychdzeji rozvoje poloukonvergéntni (24) ptimo
A= S (&3 ()

4 — 3 T e )
8 12w:+1 24'&0”3 2 wa+5

1 (s,2)

(s 4)
B,: s Aswﬂ.s + ;

y
G*



84

¢ili 8 uddnim zbytkd

A4, w s)—"z_l(— 1)1’ 2(:3”;!_1321 +
n (S, 2'7)
— A + 2
+( ]an @ ’( w;s) n)’ (24'1)
B( 9 W‘ 5') " ( ) 2'21:1 1ws+2v +
+(— 1)"(c 20) B (4, w5+ 2n).

[

Definice (17*) funkee M (s, ®) dévd piimo
M(s+2) + a2 M(s)=I'(s+ 1). (26)
V rovnicich (25°) volme 4=1, a poloZme

]
. cos
A,cosw B sinw = —dx =J (s),
X

. vyjde pak, pise-li se o za s: .
\ sin
J (6) + o (5 - 1) ](a+2)_ "'°°S“;C+f" ne
Znamenejme '
J(1—s)=®(s)
a vloZme ¢ + 2 =1 — s; obdrZime
(@) s(s+ 1) D)+ DP(s+ 2) =— w [(s+-1) cos w+ w sin w].
Aviak

D(s)=[cosx.2"'dx & (s)=1I (s)cos 1922 — &, (s),

0 .
s4-29

w
Ve O

g, (s) = f & leos o de =3 (—1
0

vloﬂme-h to do (a\ ‘obdrzime
sE+DI G+ 6+ 2=uls+ 1)cosw+ws1nw]
Zde pisi s+ 2» za s (funkce (27) je definovdna pro
s > 0), ndsobim
. (= 1)’
(s, 20+ 2)
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a seétu pro »—0,1,... n—1:

v & (s + 20)

: w1, (s + 20 4+ 2)
' A = 1y -

(s T (s,20F2)
w8+ v
+ (— ) 5.2 +2)[(s 4+ 2r 4 1)cosw +wsm wl;
vyjde
o e ¥ oe(s 4 2v + 1) cosw 4 w §i{l— w
A= C TS G D T

n c/ (\ -+- 2'7) (27*)
+ (1) —(“'2'”—)‘—’

Podobné vyjde pro funkei

ws—{-w +1

&, (s, w) :fx“"sin zdx = .g(- 1)" @G EDGEHFD (28)
0 ;

vyjadiéni

v o (s+ 20+ 1)sinw — wcos w
W SE+ LG+ 2+ 1)

Rozvinuti funkei A (w) a B, (w) pro mald « obsaZeno je
ve vzoreich

&y (s 0) =2 (— 1)
0

.(28%)

H==Ad_ (w)cosw — B, (w)sinw=1"(1— ) sin %ﬁ —

— & (1 — s,w),

(29
K= A (n)sinw 4 B, (w)cosw =T (1 —s) cos ‘g_ -

: — (1 — s, w),

pii emz & a &, se urdi fadami (27) a (28), pfi zdpornych s
pak s vyhodou fadami (27*) a (28%);

A (w)y= f cos_.:da):“ B,(w)= ?ini(&:; .
; w2
' 0




Pro celistvd kladnd s se pravé strany jevi v neurlitém
tvaru oo —oo a sice (& znalf velidinu nekoneén& malou) pro

s=2n-}+1-—§,

_ n gﬂ w
H=(—1"T(- 20+ &) co8 3 — (— 1) g —

wzv—zn
- ,.( D’ 201200 —n)’

Prvni dva &leny

én
(~ I)n{ cos 9 I’(l + §) wf }

Nl T=pe—5H.en—9 @1

(_1)" ’ _ i _l_ .
Q¥ @)l I"(1) —logw+4 14 5 +":+2n ;
podobng jevi se K pro s=2n -+ 2—¢ ve tvaru

én wt
7 — D @nF D)~

2 (v—n)

2( D (2 yFDI2(r —m)’

K_.(——l) F(—2n—1 + &) cos>2

jenz se urd tymz zpiisobem:

Foos 2 d ' ¥@ntl)—lgw
2n+] =(— @n)1 —
(0,1 ,2‘,...) » wﬂ (3 =—n)

TV EaEe =y’

® \
sinmdx_( 1)nz,u(2n—}-2)——logw _ >(§O)
e @n + D!
01,2,.) v W
2 Ve e =
I ()

w()= T
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Tak obdrzime
‘coszdz _yw(®)—log03 [ 1 1
& % 031 .(—4) 03%.2(—2)
" 08 L 08¢ 03 .
T 7202 814 1016

_y(®)—log03  10¢ _ 10°

2%. T3 L 32+°00°°6%
¥ (6) = 2o — 0GTT21566.
Naproti tomu » je zcela Jednotnj tvar pro
' . ST
7 8in —
ra 11— 2 =(—1) ser
n { (1—s)sin }_H,. F(s)sinse 2@n—1)
o
nCOS—

im (1 cos S\ = lim ———-—2—-—(—1)"———”————
m,..,.,{ (1—s)co —5} smant1 D (s)Sin s — 2(2n)!
a tedy
COB x ﬂ 2,, w2v—2n+l

) ,ﬁ( (211) 1Zv—2n41)’
(1)
Billx » P 3y—2n-4-1
BETYE dr =

=1 2(2n)! ,.=°( o) v +DIE —2n 4+ 1)

__ Rady (30) a (31) pro stFedni hodnoty n & w, kdy ostatnf
vfrazy nejsou vyhodny, se velmi dobfe hodf. Na p¥.

fsinx A T 4' "
o dr= 24 —_ —~
z 48 —3 ' 6(—1) 120.1 5040.3
4
4
—gi5t
Poslednf &len =— — 0000564, ndsledujici tlen 5: , & po-
£ 4

tebi tedy jen jeSt& Elen

1319 10°°
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15

Téz pro w—=6 vystatime jiz se élepem 915"

9.

Ve své prici O hlavnich vlastnostech integrdli Fulero-
vych*) podal jsem jako zobecndni Raabeova integrdlu vzorec
platny. pro celistvd kladns m, jenZz se v uZivané zde symbohce

pise \ .
1
f]ogl’(u—{-x) cos 2min (u + x) dx =
' (32%)

»0

1
2mn‘ 2
Zde hodldm urtiti analogicky integrél, v némz funkce cos

nahrazena funkef sin:
1

J= log[‘(u—i— x) 8in 2mzm (u —F«c) I

Z_ 4 sin 2mun log u — 8i (2 mun) }

u-1
log I (z) sin 2mar dzx.

n

Patrné
dJ

= log u sin 2mur,
~ tedy

J:flogusin 2mun dy = —

cos )mun w+ f co8 2mwz

vioZfme-li sem hodnotu (20)

Smurr
€08 2musn 1 [cosx |
f‘_&m&_ du 27”7{[ dz + C=0C+ +— ‘) C’a (2mun),
vyjde o ) 4
JS=C— "°S2i::‘l“’ w4 2 — Ci (mur),

*) Véstnik kral. ges. Spol. nauk r. 1889, sir. 216.
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a zbyvd jen urditi konstantu . Limitni pfechod » =0 dava
vzhledem k okolnosti Ci (&) — log 5oV E
1

E
flog I'(z) sin 2man de = C 4 + log (2m=

2mn

0

kde E jest Eulerova konstanta.
Integrdl na levé strané je znam (na pf. z fady Kumme-
rovy) a mé hodnotu

log m
2mn

E+ log (27)
2mn

+

takze vychdzf C =0, a tim
X :
flog I'(u 4 z) sin 2mz (u + z) de =
0 ' (321’)
1
2m7e

)

{Ci 2mum) — cos 2mun logu} .

Ze vzorci (322) a (32%) plyne bezprostfedns pi‘i zkrécenf

®w=2mux
1

flog‘ I’ (u 4 z) c0s 2macn dz =

| (33%)
= 2/}47{ :—;I— ¢os » 4 sin © (i (w) — cos w Si (m)}. »
;
log1' (u + x) sin 2mz7 dx — _
E (33Y)
L

 2m=n 1— 2

Je viak dle vzorci (20')

sin o — log u + sin » Si (w) —{- cos @ Ci (co)]

!
[‘% —Si (m>] 8in & — Ci (v) ¢0s 0 = 4 (0),

[—;'- — 8 (m)] cos @ + Ci (w) sin w = B(w),




90

kde A a B jsou dény vzorci (19") a (18%); tedy mdme

1

__ B(2mun),
flogl‘(u + z) cos 2men dx = g
. .
1
s . A(2mun)4-logu
f log I'(u + x) sin 2mzn dx — — S ,

®
. pHipojime-1i jesté integral Raabeiv

1
flogl‘(u—}—ac)dx:ulogu—u+logV2—n,
J .

obdrzfme Fourierovu fadu (0 <z <<1)
log I' (u + «) = ulog u —u +log 27 —log u 2

B (2mun) A (2mun)
ma mn

® sin 2mam

RS

o8 2mxe —

+2(
takZe vzhledem k identite

Bt sin 2mm 1
T mn 2

sin 2mzrt) ,

vychdzi o .
log I' (u + w):(u-{—x——»;—)logu—u—}—log Ver 4

B2 2 (83)
+2.( (2mun) ( mun)

co8 2mamw — —~ gin 2mam)

l<r<l1.
Klademe-i x=wv, podruhé z—=1— v, a sefteme-li v§-
sledky, pfi ¢emz dluzno predpoklddati 0 <v << 1, vyjde °
log{r (% + v) M(u-+ 1 — )} =2ulog u —2u + 2log /27 +
2 = cos2munm

+ - = p— B (2mun),
—_— Q-—imuzu dz
B(2mun)_fe Tat ‘

kteryzto' vzorec prichdzi v nad praci ¢s. 37 z VIIL ro¢niku
Rozprav teské Akademie.
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Podobn& vychézi z (33)

Frut+l—az) . 2 7 sin2man . o
—m———(l 2x)10gu+ - % m (mu”)y

. log

A Cmun) = f i lm_::; y
0

Nahradi-li se v (33%) a (33%) funkce log I'(x + z) polou-
konvergentni fadou, jiz uvaZzovali Sonin a Hermite, vyjdou ho-
fej§i poloukonvergentni fady pro funkce A (w) a B (»); v nich
& = 2mum, tedy ve zvl. piipadd m=—1, w = 2un, takie jiz
u =4 vyzaduje o > 24. To vysvétluje, Ze v faddch té&ch bylo
dluzno se omeziti na @ znatné velikd. (Pokragovani.)

0 uzavienych konvexnich krivkach.
Napsal Bohuslav Hostinsky.
- (Dokonéeni.)

9. Plosny obsah uzaviené konvexni kfivky definované rov-
nici p = f(e) ustanovime jakoZzto limitu souttu; sedftati jest ne-
koneéné malé trojahelniky, jez maji za zdkladnu element oblouku
ds, za vysku p a vrchol v potdtku 0 (jenz jest uvnitf kfivky).
Vychazi

2 b4 an
p=g [pis=g [0+ de= g [ — s e
[} 0 . 0

ponévadz ¢éstetnd integrace ddvi
o ’ b2 4 b4
ff " da '_—__[f.f']:”—ff’”da: -—ff”da.
[} ‘o ‘ 0

Vyjddi{me-li pak funkei f(~) trigonometrickou fadou jako v od-
stavei 3., obdrzime

P=mna}— o %(n?—~ 1) (a2 + b2).
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