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O miizovych bodech ve vicerozmérnych koulich.
Napsal Vojtéch Jarnik.

§ 1. Uvod. , .

Budtez v celém tomto pojednini x, k celistva ¢&isla kladna,
k > 5. Budiz Fj(x) polet mifZovych boda uvniti a na povrchu
koule u Ut 4 ..+ wt =g (1)
poloZzme : _ : ’
—_ T ok :
(Pr (z) je tedy rozdil mezi Fj(x) a obsahem koule (1)). Nechme
nyni vzristati  celymi &fsly do nekoneéna; potom plati?)

Pk (x) = O (x%k_l)a

gili
lim supi%(—_xl—)< + oo, lim inff;’;k_(_‘fl_)>_
=00 =00 .
Naopak plati?)
. Py (2) mtk . Pu(2) ik
ISP et~ g TRy i o e < 3Ty
Pisme.
 Ma=limewp 5D = lim it 2
=00 =00

1) Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden ;
Math. Zeitschr. 19 (1924), str. 300—307; Landau, Uber Gitterpunkte in
mehrdimensionalen Ellipsoiden; Math. Zeitschr. 21 (1924), str. 126—132;
Petersson, Uber die Anzahl der Gitterpunkte in mehrdimensionalen Elli-
psoiden; Abhandl. aus dem math. Seminar in Hamburg 5 (1927), str. 116 a%
150. Ve viech t&chto pojednsénich jest vySetfovéna obecnd positivni defi-
nitnf kvadratické forma s raciondlnimi koeficienty misto specidlni formy
u;“—}- voe + uk‘.- ‘ ) . ) .

) Petersson, l. c. 1; pro p¥pad obecné positivni definitni{ kvadra-

tické formy s raciondlnimi koeficienty viz dvé pojednéni autorova v Math. - -

Zeitschr.: -Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden; -
Math. Zeitschr. 27 (1927), str.-1564—160; druhé pojednéni v tisku. :

v
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tdelem tohoto pojednani jest, urditi prubsh ¢&isel M; a my; pii
rostoucim k. Vysledek jest dan touto vétou:3)

Véta 1.
- ﬂ%k 0’0 1
= gz 4+ i+ (5))
- n*" ’t9‘k ' 1 .
mk_m(%—'—ﬁ_i_o(ﬁ))’
pFi tom jest ' :

%=1 pro k=0 (mod 2), % = /2 pro k=1 (mod 2).  (4)

Misto véty 1 dokadZeme nasledujici vétu, jez dava o pribéhu
funkce Py (x) vysledky jeité piesné&jsi: :
Véta 2. Polofme pro 1=0,1,2,3
My, = lim sup P,kxl , mp,; = lim inf li,g;

z=I(mod 4) L* 2=l (mod 4) X?
g=o0 z=00

potom jest
M- p’é;% (14550 ) |
Tk 1O l ®
= 7 (£ %5 +050)):
kdez _ .
Tho=Te1 = —7p2 = —7r3 = (—1)¥ pro k=0 (mod 4); |
Teo="Tre =0, 1) = — 713 =(— 1)“"_.” pro k: 1 (mod 4); l (6)
Tho = —Th1 = — T2 = 1,3 = (— 1){¢+D pro k=2 (mod 4) ; ’
ko= —Tre = (— 1)+ 1, =1 3= 0 pro k=3 (mod 4).

Z véty 2 plyne véta 1; nebot, plati-li véta 2, jest

1k
M}, = max Mk’l—l’yzgk) ++ 5w +0(3*k))

1=0,1,2,3 .
§ 2. Ditkaz vty 2.

Abychom dokézali vétu 2, stadi patrné dokazati na,sledu]mi

Ezistuje éislo k, takové, 3e pro kaidé k> k‘o lze nmalézti éislo
xo=xo(k) tak Ze plati

1=0,1,2,3 I'(ik)

ik
mk=minm“—-———(~—-— -l—-O(3

3) Znameni O vztahuje se ve zn¥ni véty 1. a 2. k rostoucimu k; v celé
‘ostatni préci vztahu;e se toto znameni k rostoucimu x pii pevném k.
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8 ik

¥ (1 k)

adl 9
Pr(x)— F(‘ k) k=1 (J""‘rk;{(kk)

pro vdechna celistvd x > xo, pro néE .
x=1[(mod 4) (t=0,1,2,3).
Dikaz. Ze znamé formule Hardyovy plyne okamZité?)
Fi(z) =

a1 (7)

z 1, oo ¢—1 2Jtinp
p(z—Zn*k 1+F(,k quz( )Zn"‘ le 1 4 O(atk+y);

(8)

es &isla nesoudélnd s g; S, jest

H<

pii tom se podle p séita pouze p.
Gaussiv soudet

|
o

q Zz'umip

M

Plati, jak zndmo:
|80 =¢)q, kde e=1 pro g=1(mod?2), } 9) )
£ = I/E pro ¢=0 (mod 4), ¢ =0 pro ¢=2 (mod 4).

V disledku toho je fada na pravé strané rovnice (8) absolutné
konvergentni.
Prog>2 (0 < p<<gq; p,q celistva a nesoudé€lna), m > 1 jest

m 27inp
= 1 q r
e < ——=<1Max ( ——) ==
,% =sin(zp/g) =* p’¢q—pl 2
a tedy ¢asteénou sumaci
x _2ninp r r—1 r
Z nH—le ¢ (< Z ((n + 1)#—1 — pdb—1) 4 — pib—1 — ppdb—1_
n=0 2 n=0 2
(10)
Jest tedy predev&im
2mnp

2 , S k z
Z (_IE) Z‘ nik—1 ¢
3 n=0

=1

Dale jest podle (9) a (10)

. .
;:(V )rx%k—l—;_xél -1, (11)

oo ¢g—-1 /¢ kE z _27inp
S e |
q=5 p=0 q n=0 _—
oo g—1 oo g—1 1 (12)
r T ' r2i N
k—1
<\ w Tt 2 T ) oo
q=5 p=0 q ¢=8 p=0 q '
) ¢=1(mod 2) ¢=0(mod 4) )

%) Hardy, On the representation of a number as the sum of any -
number of squares and in particular of five; Transactions of the Amer.
Math Soc. 21 (1920), str. 255—284 viz té% Walflsz, 1. e. 1, vzorec (10)
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g—1
Jezto Z'réZ(ill—-{— »g—-{—.,.—i— —Z-) << 2q(1 + log g), jest prava
=0

strana v (12) mens{ nez

°°2q(l+logq) 2.2g(1+log29)
(q;; qik Z q%k

) 1k—1 <

1k—1

<621+log2q 1

Jest véak pro s >1

1+Iog2q 1 ( 1—|—log2q)
14 log8 -+ ;
i +logs + 30l
jezto odividné 2 1+ log 2 ¢ :

b

lim
8=00 q==5 ( } q)s

plati pro k> k,, kde k, je vhodné &islo kladné,

2 1+4log2gq 1 5
2 qyc—g1 < g (M +log8+ 1) <.

q:4.
Pro k> max (5, k,) je tedy
o g-1 S k ' __2_ni_n£ 30
"{Pra} N k-1 P 1k—1
2L nit—le < = ikl
q;sg ( q )n%—(’) 4?":_1

Podle Eulerovy sumaéni formule platis)

an—l__lxk—1+f -1 oy 4

+(3k— 1) f x(w)u—2 dy = 2L 2¥k | Laik—1 4 O(x}-2),
Y . :

Koneéné jest

3 S k- z _2Tinp
Z"( p,4) ank—le 4 =

n=0

= (l + z) Znu 15" — +- (_____) ank-q en;n:

=0

) Poloime ‘x=4m 41l (mcelé, 1 =0,1,2,3).

(13)

(14)

(15)

Potom ]est (dolnf znamenf{ odpowdaji dolnfm a horni hornim)

t) z(u) __u~—[u]~} pro necelé u, x(u) =0 pro celé .
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z 7tni m m—1

nih—le’ T — Z (41 F i Z (48 4 1)1—1 —

n=0
m—1

-—Z (4i+ 2)#—1 + 4 Z (4 4 3)%-1 4

0, (4m - 1=t + 0z (4m+ 2)¥=1 4 6, (4m + 341,
pii tom jest
d,=0prol=0; 8= Fiprol=123
8,=0 pro 1=0,1; ,=—1 pro [ =2,3 (16)
03=0 pro 1 =0,1,2; §,= + ¢ pro I =3.
"~ Ale i .
(42 + 2)1—1 — (40)4—1 = 2 (}h — 1) (40) -2 4 O (t1-3),
(42 + 3)¥—1 — (4 + 1)¥=1 = 2 (}k—1) (42 + 1)¥—2 4 O (8+3);
tedy jest : '

nni

S e T —a k1) Z(— (4)=2 & § (42 + 1)-2) 4
n=0

(L4 8y 4 0y 8) @1 4 O(atk-2) =
(1+’+1+&+6+6)kﬂ+0wbﬂ

Dosadime-li za &, 8, 0, ]ejlch hodnoty podle (16), zjistime
snadno, Ze

141 11:1_7'2z (l—i)kz 1h—1 ﬂ;‘t._ .
( 3 )Zn e + ’;;n e? =

(17

= "0k it g O (-,

Podle (8), (11), (13), (14), (15), (17), (2) ]est tedy — jezto
Sp2=0— pro k> max (5, k,)

Py (x) —

ik T\
I‘(-%—k)(-z_*— otk )xk 1

o fe 1304y W—2) 1 O (gik+1
<P(§-k) (6.3%,0-}_- 1 )x +O(x ) + O (zt¥+1),
Pro k >k, jest ' ‘\ v -
120 ‘

T <3 3*1; ) i‘k’i‘ 1 <‘}k"‘l

Ke kaZdému % > max (5, kl, ,) =k, lze pak oélwdné naléztx

4

<

(18)
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Ty = xo(lc) takove, Ze pro viechna x>z, je prava strana v (18)

mensi nez
_S_yi.__,x-'gk—l
: (k)3
Tim je vSak dokdzdna nerovnost (7), a tedy i véta 2.
Poznamky.
1. Véta 2 udiva pribéh funkce Py(x) pro celistva x; pro

2z neceld neni tieba daldiho vySetifovani, jeito Fy(x)= Fy([x])
a tedy
),

. ik
Pufz) = Pl(]) + prpy (1

2. Ve formuli (8) jsme se omezili pfi pfresnéjSich odhadech
na dleny, odpovidajici hodnotam ¢ =1,2,3,4; kdybychom tyto
presnéjsi odhady provedli pro vice hodnot ¢, dostali bychom vy-
sledky presn&jsi, neZ jsou véty zde dokazané. .

*

P

Sur les points a coordonnées entiéres a Pintérieur des sphéres
a plusieurs dimensions.

(Extrait de Particle précédent.)

Soient z, k des nombres entiers, k > 5, x > 0. Posons

1k
P (z) = 1— n ’
k( ) ”1’+11f1’§}-uk’.§z ( ’C-,-—].)
R Mk:hm supPlk( 1)’ mk:]i;;iglfx_f:;_x;l).
On sait que l'on a
ik
—oo < my < %F(lk)<Mk<+oo

Dans cette note, nous nous occupons des fonctions my, My
pour des grandes valeurs de k. Le résultat est donné par les formu-
les (3), (4). D’une maniére plus précise, écrivons, pour 1=0,1,2,3

x .. o Pr(z
Miy= hm sup fk(_l) , Mg,y = lim inf —:k(_l) .
=00 =00 X
:z—-l (mod 4) 2=l (mod 4)

Alors, on a les formules (5), (6).
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