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lištičky nádech. Tak často opakovaný požadavek, aby všecky 
vědecké objekty byly definovatelný konečným, počtem slov, při
pomíná středověké these nominalistické, dle nichž obecné pojmy 
nemají větší existenci než slova, jimiž jsou vyjádřeny, takže na 
konec převádějí se jen na pouhé zvuky flatus vocis. 

•V S2 SB Sк+1 

SQ SJ S 2 Sк 

kdež jest 

^ = « i i + « a t + « з t + • • 

a oг., tf2, . . . a„ jsou kořeny rovnice. 

Řešení algebraicko rovnice výrazy meznými. 
Napsal M. Kossler. 

Bernoulli-ho methoda řešení algebraické rovnice vyjadřuje 
největší co do absolutní hodnoty kořen jako limitu, ku které 
konverguje řada čísel 

. . . , (a) 

+ «* 

Řešení toto můžeme pokládati do jisté míry za obecné, 
protože čísla sk dovedeme vypočísti jako funkce obecných koe
ficientů rovnice, a řada (a) definuje tedy, má-li ovšem limitu 
jistou funkci těchto obecných koeficientů. 

Přirozeně naskýtá se otázka, zda a za jakých okolností 
bylo by možno rozšířiti tuto methodu tak, aby nám dovolovala 
vyjádřiti současně všechny kořeny rovnice w-tého stupně jako 
limity řád obdobných řadě (a), to jest vyjádřiti je jako funkce 
obecných koeficientů rovnice. 

Pro jistý typ rovnic řešen jest problém tento v řádcích 
následujících. K typu onomu patří na př. všechny rovnice, které 
mají jen reákié kořeny. 

Výsledek shrnutý ve vzorcích (10a) a (11) ukazuje, že po
mocí čísel Sk můžeme vyjádřiti všechny kořeny jako limity řad 
obdobných řadě (a). 
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Budiž 

/ (x) — xn + ax z11-* + a2 x
n~2 + . . . + an = O . . . (1) 

algebraická rovnice ?.-tého stupně, která může míti kořeny mnoho
násobné, takže jest 

/ ( # ) = ( r — a ^ P i . (x—a2)P* . . . (r—a t)Pr . . . ( i o ) 

kdež pi,p,2, . . . ;>r jsou celistvá kladná čísla splňující podmínku 

Pí + r 2 + • • • + Pr = w. 

O absolutních hodnotách kořenů budeme dále předpokládati, že 
splňují nerovnosti 

I «i I > I «a I > i «s I > • • • > I «-• I • • • (2) 
Podmínkám hoví na př. taková rovnice, která má jen reálné 
a kladné*) kořeny. 

Logarithmická derivace rovnice (1^) jest 

/ ' ( * ) _ ?>i 
ж—«, 

+ 
Ä »X 

+ • • • + Pr 
x—ar 

(3) 
J \Xj *> '*i -*- 1*2 

Pro všechiva r, jichž absolutní hodnota jest větší než \at\, dá 
se každý sčítanec pravé strany poslední rovnice rozvinouti v geo
metrickou řadu podle mocnin čísel 

x 
ar 

x 

+ r-H-- + 
(4) 

Tak obdržíme 

' \X) _^0 I 81 l ^2 i 

t(x) ~ x Ť ť r a i ' Ť ' ' 
kdež 
*o = ", Sm = íl-rt." + p2<*2

m + 
Z poslední rovnice vyplývá se zřetelem k nerovnosti (2) vzorec 
Bernoulli-ho 

87W + 1 

+ Pr«ra 

ax = Um 
6 4 

*) Předpoklad kladných kořenů není na újmu všeobecnosti. Každá 
rov., která má reálné kořeny, převede se substitucí^ = x2 na rovnici o ko-
Ťenech reálných a kladných. 

11* 
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Čísla sm sama určena jsou; jak známo; rekurrentními vzorci 
s0 = n 
si + ai = o 
h + a 1 * 1 + 2 < r a = 0 

Sn + «І sл+i a2 sn-2 + . . . + naR = 0. (5) 

Sn + k + ai Sn+k-l+ a2 Fn+k-2 + . . . + flj,^ = 0] 

li — 1, ^, o. . . . 

Zavedine nyní označení 

fk (x) = (*—«.) (x—«2) . . . («—«n) = a* ~- +• A*"a) a*"2 + 

+ . • • + -C 
a násobme tímto výrazem první z rovnic (4). 

t^M = (*- + <-V- + . . . + j£?) 

vž + £2 + •* • + í 5 ^ + " • * ) \ 
Provedeme-li na pravé straně násobení a označíme-li koeficient 

1 í*1 
mocniny číslem C , obdržíme rovnici 

xm + l m 
Cm = ,<?jn + H + A S

m\k-2 + • ' ' + Ak~% Sm + 1 + 

+ 4--/V (6> 
Sem dosadíme za 8 příslušné hodnoty ze vzorce (4) a spojíme 
mocniny čísla a1} a2, atd.; čímž dostaneme 

c^=Pi<fkM +A«r/>.) + • • • + ^ _ 1 v A ( 0 + 
+ pamf(a\+p am f (a \ + . . . + p amf (a V 

' * * F ' A kl r / I r H Jr + ť A 1 + 1/ ' ' ^ r /.fr\ r j 
První řádek odpadne, protože podle definice jest 

fkM = fk(«J= • • • = ^ A - i ) = 0' 
v druhém řádku však budou všechny členy od nully různé; protože 
žádné z čísel ak) % + 1 , • • . <*r není kořenem rovnice fk(x) = O. 
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Tedy bude 

</*> p f ( a \ + (?ì±ţ)Шp f(a \ + . 
æ + * ' k'k\ k> ^ \ ak I 'k+ik\ Jtfij ' 
-to = a 

- ^ ) »k+/k(ak+1) + 

Přejdeme-li k limitě m = oo, bude zlomek na pravé straně roven 
jedné, protože podle nerovnosti (2) jest 

a tedy 

lim(^±r)m=0 
m = o o \ <Xk / 

7. Чл-t-1 

a = Iгm — — 
* iп=oo O ^ 

(7) 

Čísla C(k) jsou určena vzorcem (6) jako funkce čísel s a nezná
mých koeficientů -4^"^. Tyto vyloučíme z počtu následující úvahou. 
Myslíme si rovnici (6) utvořenou pro indexy m, m -4- 1, m + 2 ; 

, . . m -f- h — 1. Z tak vzniklého systému k lineárních rovnic 
vyloučíme (k—1) čísel A 

minace tvoří rovnice 

( * - J ) , Ä (-t—-J) 
2 > 

Л ^ - l ) 
Ч - l ' 

Výsledek eli-

(*) òm+k-l ^ш 

<? _ cik) 

'ЛJ-J-ЛГ лi + 1 

o ПK 

дЦ2-c—2 ^m+k-l 

°m+k-2 

n+k-1 

1 m + k - 3 

Sm+k-2 m+1 

n+k-1 

= 0, 

*m+2k-3 

místo níž můžeme psáti podle známého pravidla pro determi
nanty 

Jk)f \ Aik)í \ 

4 (m) z=zJx (m)7 kdež značí 

J (m) = 

*m+k—l 

Sm+k 

öm+k-2 

S
m+k—l 

Sm+2k-2 Sm+2k—3 

ш+l 

*m+k-l 

(8) 

(8a) 
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^ (*..) = 

C(Ь 
m 

лr(*) 
U Л 2 + 1 

-y(i) 

'л,+ь_l 

' Л2+Jt—2 

S

m+k-l 

ÖЛ2+J.-_3 

5л2+Å--2 

5 Л2+2Å—3 °Л2+2.V—4 

Л2 + 1 

n+.t—-1 

. . . (8Ь) 

Poslední determinant můžeme transformovati užívajíce pravidla, 
že determinant se nemění, přičteme-li k prvkům některého sloupce 
stejnolehlé prvky jiného sloupce násobené libovolným číslem. 

Násobíme tedy prvky třetího sloupce číslem Ai*'~2) a přičteme 
je k prvkům druhého sloupce; potom k prvkům téhož sloupce 
přičteme prvky čtvrtého sloupce násobené číslem A^~2)] pak 
přičteme sloupec pátý, šestý atd., každý násobený příslušným 
číslem Aik~~2). Tak obdržíme na př. místo prvního prvku druhého 
sloupce součet 

1 ш f k—-2 - 2 1 - ^ i 
(lг-2) 

H+Å—-3 - з + Л (t-2) £ (k—2) 
*Л2+JÍ-4 + • ••4 -C 

a ten jest podle vzorce (6) roven číslu Cm . Podobně bude 
u ostatních prvků druhého sloupce. Jeho prvky se tedy nahradí 
čísly 

c: (*-D yпK-t-i) І-»(---І) 
У °Л2+1 1 ° л i + 2 7 

p(k-D 

Analogický pochod provedeme nyní s prvky třetího sloupce, 
čtvrtého a t. d. 

Tak obdržíme 
Q(k) Q(k~l) 

t(k) ^ ( m ) = 
Ь Л 2 + 1 

~>(-0 

/Пř(*-D 
0 Л 2 + 1 

sy'Л-2) 
Ьm 

/-»(*—2) 
0 Л 2 + 1 

^(.fc) /-y(-f-l) / ! ( £ — 2) 
°Л2+i:--;r °Л2+Ä:-1 U л2 + J5г-1 

ï(2) 

/пr(2) 
0 Л 2 + 1 Л2 + 1 

O(2) 5 
Ҷ/П+ÂГ— 1 ÖЛ2+Jt—1 

• (8c) 

což dosadíme do rovnice (8). 

Z téže rovnice vyplývá zavedením (m + 1) místo m 

— AЊ, Jik) (m + ï) = JŢ (m + 1) 
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a tedy dělením 
jf(m + l) ____*___ 

Jk\m) 

Napíšeme nyní /Jik)(m) ve tvaru 

Jk\tн) 
(9) 

.,(-) J?{m) = C?Ct 

<k)П(k-l) 
m ^m c { 2 ) . . 

p(k) 
Ьm+1 

p(k-D 
°лз+l 

<?ľ Ьm 

p<k) 
U л . + 2 

p(k-D 
U Л 2 - f 2 

C C(k-1) 

m 

p(k) 
^m+k-l 

p(k-l) 
^m+k—i 

ЛJ + l 

ffl+2 

l(k) .,(*-!> 
»m+k-

Determinant na pravé straně označíme symbolem D (m) 
a utvoříme podobné sestrojený výraz proz/f^m + 1). Dělením 
obou výsledků docházíme ke vzorci 

4 V + 1) 
Jk)(m) 

p(k) 
° л Ң - l c (k-1) 

Л2+1 
p(2) 
^m+l Sm+1 

ç(k) Q(k-l) Q(2) 

D (m + 1) 

D (m) 

jehož limitu pro m = co určíme následovně. 

Podle vzorce (7) jest lim 

(J(k) „<k) 

l(k) 
Уm+1  

p(k) 
Ьm 

l(k) 

= ak a tedy 

lim —^ŢЛ- — lim ,,, 
C C 

p-> nк 

L m f г * л i + r - - l 

p(к) 
' ' °Л2+1 

p(к) 
лi+r—1 • ^ m+г—2 C (t) 

Z toho plyne 

lim D (m + 1) = lim D (m) = 

к~l 

"к-1 

Xk-1 

к-1 

1 

«ï 

• a. 
к 1 
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Tento Vandermondův determinant jest od nully různý, 
protože jsme hned z počátku předpokládali 

«, an 

Tedy jest 

lim jËřOîLt 1 ) -

a* 

= Ч • « ы 

ffr 

^ _ 2 • • • a 2 • a 
i ; 

což dosazeno do vzorce (9) dává konečně 

- i ; . - Sk>< *, . « 2 . u 3 
i _ 1 * m = » ^ * > ( J И ) ; 

(10) 

V této formuli jest 4{k)(m) definováno rovnicí (8^) a veli
činy 8r tam se vyskytující vzorci (5). 

Pro h = 1, % 3, a t. d dostáváme 

«! = lim •- * 
m--:oo «?Л2 

a0 = Zш 

Sm+2 Sm+1 

°Л2+3 лэ+2 

Ю=QO 8 , , 5 
Л2+1 ЛJ 

I ̂ лj+2 Sm + 1 

aÈ a2 a3 = Iťm 

5Л2+3 Sm+2 8Л2 + 1 

,<?л2+4 5 / л + 3 $ Й І + 2 

5Л2+5 Sm+i 8Л2+3 
a t. d. 

Sm+2 Sm + 1 Sm 

6 m + 3 Sm+2 Sm+1 

Sm+<t Sm+3 Sm+2 

(10a) 

Z rovnice (10) jde dále 

ak = ljm j^(fn + 1) . 4k-\m) 
, ffi~°° _/̂ > (wt) . /fik-V (m + 1) (и). 

*) Podobné vzorce dají se odvoditi i pro ostatní základní symmetrické 
funkce &x -+ a 2 4- . . . +• a^, aln2 + rtjCtg + . . . -f- a 2 a 3 -+ a 2 a 4 + 

+ . . . , a t. d. 
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Vzorec tento jest řešením problému, protože vyjadřuje 
Z>tý co do absolutní velikosti kořen algebraické rovnice (1) jako 
limitu výrazu sestrojeného z obecných koeficientů rovnice (1). 

0 isofengách ploch osvětlených geometrálně neb 
středově a zobrazených v průmětech rovnoběž

ných nebo centrálných. 
Dr. Fr. Kadeřávek. 

Úkolem tohoto článku jest vyšetření křivek stejné zdánlivé 
světlosti, či t. zv. isofeng na plochách pro možné kombinace 
osvětlení rovnoběžného neb středového s promítáním parallelním 
neb centrálním. Řídíce se spisy staršími, chceme řešení úkolu 
provésti v předpokladu, že zdánlivá světlost prvku plošného 
jest přímo úměrná cosinu úhlu sevřeného normálou prvku a pa
prskem zorným, rovněž přímo úměrná cosinu úhlu dopadu pa
prsku světelného a v případě osvětlení středového nepřímo 
úměrná se čtvercem vzdálenosti prvku pozorovaného od svítícího 
bodu. 

Při osvětlení roviny nastávají čtyři případy a to: 
1. Rovina Q jest osvětlena paprsky rovnoběžnými a zobra

zena v promítání rovnoběžném. Zdánlivá světlost roviny jest 
v celém rozsahu průmětu táž, rovná ft = i1 cos « cos 0, kdež 
« a /3 jsou úhly sevřené světelným a zorným paprskem s nor
málou roviny o,' i1 jest jedničkou světlosti; volíme za ni sku
tečnou světlost roviny kolmo paprsky světelnými osvětlované. 

2. Rovina Q bud osvětlena rovnoběžně paprsky S a pro
mítnuta ze středu s. Spusťme s bodu 5 kolmici O na rovinu o, 
patu její označme 0, dále vedme bodem s paprsek S a rovinu 
(OS) zvolme za pomocnou průmětnu (obr. 1.). Opišme kol bodu 
S poloměrem si. rovným zvolené jedničce kružnici K\ délku 
si. rozdělme na 10 stejných dílů a v dělících bodech vztyčme 
kolmice k ose O. Ježto paprsky S dopadají na rovinu o pod 
úhlem a, jest skutečná světlost roviny Q úměrná cos«, jejž 
snadno spuštěním kolmice Id s průsečíku k paprsku S s kruž-
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