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Gasopis pro péstovani thatomatiky a fysiky, Tot. 72 (1947)

Pozniamka k &lanku ,,0 integraci uplnych
diferencialas.!) :
Evien Bunickij, Praha.
(Doslo dne 20. fijna 1946.)
(. V tomto ¢lanku jde o funkce realnych proménnych, u nichz
" pfedpokladame spojitost parcialnich derivacf téch fadua, jeZ se

v dal¥im vyskytujf. Je-li ¢ (zy, ..., z») homogenni funkce stupné
k-tého, je, jak zndmo, ' : .

o |
‘ x, aqj + . + " =k (p(xl, veey Tp)e . (1)
Budiz nyni _ .
dU = 2, X,(xl, . eey Tp) da,, (2)
i=1

totalnim dﬁerenclalem (nutnou a -postacujici podminkou Je )ak
znémo,

0X, 03X,
oz ow (3)
pro +,j = 1,2, ..., n), a predpoklddejme, Ze funkce X; jsou homo-
~ genni funkee stupné k-tého.
Potom jest (séitd se od 1 do n)

| d(ZX x;) = ZX dw; + Z# |
RUERE MR AN

a tedy ' / \ : .
- dQXem) = (b + 1) 2.X, da, @

t. j. :
d_({ZX.- x) = (k + 1) dU.
1) Viz Casopis 57 (1028), 87-94.
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Je-li tedy- &k 3+ —1 -je funkee U z rovnice (2) dana vyrazém

U= k + 1 — (Xy2, + ... + Xozy) + O, . (5)
kde C je konstanta. To je jednoduchy vzorec pro integrovani
tplného diferencidlu (2), platny pro & & — 1, ktery byl odvozen
v citovaném ¢&ldnku. V tomto ¢lanku se soustfedime na zbyvajici
pfipad k = — 1. Budte tedy X; v (2) homogenn{ funkce stupné — 1,
takZe po substituci :

Sy, -
u,zx—l(v—-2,3,...,n) (6)
jest
1 .
X; =—1<p,-(u2, en ) (2=1, ..., 0); (7
pod]e (4) 3 ]e pak nyni
' Zsz, = A (A konstanta). (8)
Odtud .
, X, _ﬁ_ Z
= z Ev— @, ooo, Un) Ty,

takZe pravou stranu v (2) lze psati ve tvaru

z, dz, — x, dx; .

2 ’

dx <
, A= 4 D (U, e, )
. xl y=2

nadez (viz jesté (6) a (7)) lze (2) psati ve tvaru

‘ dU = d (A lOg lxll) + Zz¢v(u2, ceny ’u") du,.. ' (9)
Soudet -
2 polt, - tn) i, 0

do ndho? za u, a za du, dosadim podle {6), je tedy rozdilem dvou
tplnych diferencidli e je tedy sém uplnym diferencidlem. Ale
soudet, (10) jest uplnym diferencidlem také tehdy, jsou-li u,, ..., u,
nezdvisle proménnymi; nebot z (6), (7) plyne
« 0X, 13,

‘- . Oz, 7, ou,
pro x = 2, 3, ..., n, takZe podle (3) je

o, _ Ogu

"0z, O,

(w,v=238, ...,n).
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Existije tedy funkce y (u,, ..., u,), majicf uplny diferencisl (10),
takZe (2) neboli (9) lze psatl 6%

AU = d (4 log [z,]) + 22% du,, (11

kde u, jsou vSude urdena vzorei (6).

A naopak: je-li y(u,, ..., us) jakdkoliv funkce, je prava
strana rovnice (11) Gplnym d1feren01a,1em v ném% koefunenty pi‘l
dx; jsou homogenni funkce stupng — 1. Nebot piSeme-li

3
a—:f, = @ty .. .yUn),

lze rovnici.(11) podle (6) ihned psati ve tvaru

dU——+Z ( ...,?l‘)xm‘dx"_x”dzl.

x, x, x,2 ~

Tedy: Rovnice (11), v niZ y (ug, ..., %,) je libovolnd funkee,
pii GemZ za u,, ..., Uy; du,, ..., du, dosazujeme x,, ..., Z,; dz,, ...,
dz, podle vzoret

z, 1
U, = z du, = 5;— (z, dz, — x, dx,), |
nam dava nejobecnéjif totalni diferencilni rovnici tvaru (2)s homo-'
gennimi koeficienty stupné — 1.-

Parcidlni derivace funkce y, t. j. funkce ¢,, oviem mohou
ale nemusi byti homogenni.

2. Jsouli X; v (2) homegenni iddu £ + — 1, lze integraci
rovnice (2) ihned provésti vzocem (5).‘ Ale pro k = — 1 je tomu
jinak, nebot rovnice (11) ukazuje, ze U (x,, ..., ,) nemiZerne
obdrZeti bez uZiti obvyklych zptsobd integrace uplnych dlferen-
cialt. Nebof z (11) plyne .

U@y, ...r %) — A dog |z = | Z;p’,(ug; oo Un) A, (12)

kde prava strana znaci vysledek integrace tuplného diferencidlu
(10), v ném% za w,, ..., u, je dosazeno podle (6). Pojmu-li tedy
do funkce 1p (%g, . u,.) additivni integratni konstantu, plyne
z (12)

U@y, ..., %) — 4 log lelww(””z ”) (13)

Ty

Najdu-li tedy néjakym zpisobem funkei U, je tim nalezena i funkce
v (uy, ..., 4,) a naopak, Integrace totalniho diferencidlu (2) s homo-
genniml koeficienty X; stupné — 1 je tedy dkol pravé tak obtiiny
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]&ko integrace totalniho diferencialu (10) s libovolnymi koeficienty
¢, a 8 n — 1 nezdvisle proménnymi (na pf. pro » = 2 je integrace
tot. diferencidlu (10) ekvivalentnf s vypoétem integrilu

f @2 (us) duy).

3 Rovnice (11) dava nejobecnéjdi tvar totalni rovnice (2)

8 homogennimi koeficienty stupné & = — 1. RozieSme podobnou

filohu pro k # — 1. Rovnice (5) Hké, Ze U je — aZ na konstantu

C — homogenni funkce f (z,, ..., z,) stupné k + 1, takZe (2) mé
tvar

» a/ .
av = Z 7 4o (14)
i= 1 .

kde f je homogenni funkce stupné k + 1. Naopak je-li f (xy, --., @n)
homogenni stupns k + 1, jsou koeficienty p#i dz; v (14) homogenni
stupng k. Tim je Gloha fesena.

4. Jako aplikaci vySetiujme diferencialni homogenni rovnici
_ X(z,y)dzr + Y(z,y)dy =0, (15)
kde leva strana je totlnf diferenciél a funkce X, Y jsou homogenni
‘stupné k. Je-li k¥ + — 1, je obecny integrél podle (5) dén vzorcem
X.24+Y.y=(k+1)C=20,, :
‘kde C’ resp. C, znadf integracni konstantu. Budi# za druhé k = — 1,
tak¥e podle (8) je X .z + Y .y = «, (x konstanta), naéei
X=a.21— Yy z—1a (15) nabude tvaru
zdy —ydx
z.

+ Y =0.
- Ale podle predpokladu .

1 [y
Y (z,9) = ;‘P(;),

takze substituce u = y . 2! vede k rovsici

dx
a—ﬂ;—.-{— p(u)du =0, t.j. «log|z| + [o(u)du = O,

" kde. po Vypottu integralu jest dosaditi u — y . Je patrno,
ie v tomto pifpadé k = — 1 neposkytu]e tento zpﬁsob ié.dnych
vyhod proti obvyklé methods. :

5. Pi¥iklady.
1. Na.]déte funkei U, vyhovujicf rovnici .
: 223 — 32° Y2z z 2,
= (T.— Oy T ;)d”
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Koeficienty pti dz, dy, dz (jez zdeiv nasledu]icim piikladé oznaéime
X, Y, Z)sphiuji podminky integrability a rovnici Xz + Yy + Zz =

=2, na.éez

dU;%m+Y

xdy—ydx+Zxdz—zdx_
z ' z

‘dosadim-li za Y, Z a poloZim-li y . ! = v, z. 2—! = £, obdrZim:
U = %(dx + 2vsintde + (382 4+ v2 cost) dt. -

"Posledni dva. éleny tvo totdlnd diferencidl, ale jeho koeficienty
nejsou homogenn{ funkce. Integrujeme-li obvykljm zpﬁsobem
a zavedeme-li nakonec opét z, y, 2z, obdrzfme -

U_2log|x|+— sin — + +C’

2. V rovnici

1 1
du == (222 — a2y — 3y%z) dx + p (2 4+ 2yz) dy +

jsou rovndz splnény podminky integrability a jest Xz + b Yy +
+ Zz = 0. Obdobnym zpﬁsobem jako v piedeslém pifpadé obdr-
#{fme

dU = (1 + 20t) dv + (02 — 28) dt.

Zde prava strana je souctem tii totélnich ,,homogennich‘‘ diferen-
cidla stupné 0, 1,2, totiz dU =dv—2tdt 4+ (2vtdv + v’ dt),
- integruji-li kazdy &len podle vzorce (5), obdrZim

2
U__v__2_t_+2vt.v3+v .

+C,
t.].
‘ y

v=¥_ + 240
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Remarque a P’article ,,Sur l’intégration des différentielles totales¢1).
(Résumé de Particle précédent.)

Considérons 1'équation (2), ol1 les X, sont des fonctions homo-
génes du degré k satisfaisant aux conditions (3). Si & + — 1,
Pintégrale de (2) est donnée par (5) et I’équation (2) la plus générale
de ce genre est de la forme (14), ou f(zy, ..., z,) est une fonction
homogeéne quelconque du degré k + 1. Pour £ = — 1, les choses
- sont plus compliquées: la forme la plus générale de I’équation (2)
est donnée par (11), o A est une constante quelconque et ou
p(ug, ..., 4y) est une fonction arbitraire; les u,, du, sont définis
par (6). L’intégration de (2) pour k£ = — 1 exige done l'intégration
d'une différentielle totale (10) (& » — 1 variables) qui peut étre
absolument arbitraire. (On suppose partout la continuité des déri-
vées partielles rentrant dans le calcul.)

1) Cf. Casopis 57 (1928), 87—94.
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