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Poznamka o prostorové kollineaci.
Napsal L. Seifert, prof. realky v Praze-I.

V riuznych kompendiich geometrie synthetické pravidlem
byvé jen mdlo jednino o metrickyeh vztazich. Vyjimku &ini
R. Sturm svym obsdhlym dilem ,Die Lehre von den geome-
trischen Verwandtschaften“. Zdd se vSak, Ze pravé v tomto
oboru jest je3té mnoho otdzek, kterym dosud nebyla v&novina
nélezitd pozornost a k jichZz feSeni tfeba kombinovati nejriznéjsi
methody geometrické.

V predloZzeném krdtkém pojedndni chei upozorniti na kom-
plex kvadraticky, jejz tvoif piimky prostoru t¥irozmérného,
ktery sdm si jest kollinedrné ptifadén, kolmé ku svym Kkolli-
nedrnfm, a na jiny zajimavy komplex tvofeny piitkami, které
orthogondlné sekou kazdé dvé v této kollineaci kolino ptifadéné
pfimky. Ve zvld$tnim pi¥ipadé, kde jednd se o involuci osovou,
jest druhy komplex dobfe zndm, dik p8knému pojedndni St.
Jolla: ,Fokaltheorie der linearen Kongruenz“*), ale na piipad
obecny, jejz zde uvddim, myslim, %e neni nikde poukdzano.

1. Budte body prostoru ptitadény kollinedrné a oznaéme
2 souhrn ttvard jeho, 3’ soubhrn atvard témto ptifadénych, R
absolutnf kruznici v nekonetnu, ¢ rovinu v 3, jez odpovidd ro-
viné ¢', v 2’ a @' rovinu v 3’ kterd odpovidd roviné w, v 3,
takze ¢’ = .

Primky systému 3, jimz pFislusi v 3 primky kolmé
(body v nekonetnu poldrnd sdruzené ku R), tvoFi komplex
kvadraticky K, jejz takto lze vytvoiiti:

Bodu 4 v o odpovidd A’ na ¢',, a tomuto polirné ku R
ptimka «®. Pifmky svazku (4) v rov. (4a”) jsou kolmé k pii-

*) Mathematische Annalen, sv. 66.
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slu$nym pifmkdém v 3’, které jdou bodem A’, tedy ndlezi kom-
plexu K. Ale pole rovinné (¢) bodid 4 jest timto korrelativné
pfifadéno poli piimkovému (®,) piimek a; piimky incidentni
s piifadénymi dtvary obou tvoif komplex 7. Tento jest tedy
zvla§tnim piipadem t. zv. Hirstova komplexzu. (Srov. R. Sturm,
1. ¢. sv. II) Podobné tvoFi korrelativni pole ¢’,, a o' kollinedrni
komplex K’.

Roviny (4a) a (4'a’) obaluji paraboloidy 17 a II', které
kollineaci vytknutou tak sob& odpovidaji, Ze p¥islu§né roviny
tetné (da), (4’a’) jsou k sobé kolmé. Teéné roviné ¢ odpovida
0o (== 0,), tetné rov. o, rovina w'. Oviem také body i piimky
obou paraboloidi jsou si kollinedrné ptidruzeny. Uvésti slusf,
ze mimo tefné roviny paraboloidu I/ neni rovin v X kolmych
k pfidruZenym; je-li totiz nekonené vzdalend piimka takové
roviny m2, musi p¥idruzend rovina obsahovati piimku m' v o’
a p6l M piimky m ku R, t. j. dotykati se I7.

Libovolnou piimkou v X jdouw tedy 2 roviny kolmé ku
piidruZengm ; primhy nékteré osnovy paraboloidu 11 jsou viak
osami svazki, jichZ roviny vesmés jsow Lk pridrufengm kolmé.

Pifmee w, roviny o odpovidd v o', piimka u',. Na w

jsou dva body O a P, jimZz odpovidaji O‘ a P' na o' tak, Ze
jejich poldry o, p jdou body O, P. o, p jsou piimky paraboloidu
IT'v e, ; r, s budte piimky v ¢ (pisludné k poldram +', s’
bodd O, P ku R). Kollinedrni piimky v 2’ budte o', p’, ', s'.
Ponévadz », s jsou s o, p’ sdruzeny dle R, jsou 7, s (o', p*)
ptimky na I (I') kolmé k asymptotickym rovindm na 17’ (II).

2. O komplexu K nutno poznamenati. Ze singuldrni plocha
jeho jako misto singuldrnich bodd sestdvd z I7 a rovin ¢, o,
Jako misto singuldrnich rovin z I7 a svazki (0), (#). Komplex
ma 4 dvojné paprsky o, p, r, s.

Jak zndmo, 1ze plochu 77 a komplex K vytvoriti téz dualné
korrelativnimi svazky O, P, pokud jsou redlné. Tieba jen pFi-
faditi kazdé roving « svazku (U) paprsek svazku (P), ktery
prochdzi vrcholem druhého svazku komplexu X v « (mimo 0).

3. Zajimavd jest otdzka, zda existuji kollineace mimo
(2, &), které pievadi komplex K do K’ tak, 7e Ctyrstén
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paprskil singulérnich (o p, r, s) se transformuje do (o', p', »',s"),
plocha 71 do /I’ a kollinedrni tetné roviny jsou k sobé kolmé.

Libovolné piimce % systému (o, ) na I7 piitadme libo-
volnou pifmku %' systému (o’, ') na II’ a jedné tetné roviné
piimkou % rovinu te¢nou kolmou piimkou Z%'; tfm jsou p¥ifa-
dény i dvé pfimky 7, !’ drubého systému. Kollineace obou ploch
jest tudiz urtena pFifadénim piimek o, r, & —o’, #’, &’ a pimek
P, s, L —p’, s, I'. Pon&vadz roviny (kr), (ko), (kl) jsou kolmé
k rovindm (%»"), (%'o'), (¥'l'), jsou vSechny roviny svazku (%)
kolmé k rovindm svazku ('), podobné& roviny svazkia (1), (I')
i ostatnich.

Komplex K lze vytvofiti, pfifadime-li bodu 4 v ¢ pfimku
a,, poldru bodu A’ ku R; ale svazku (4a) odpovidi (A4'«)
v tetné roving kolmé, tedy komplexu K komplex XK'

Primce £ lze prifaditi kazdou piimku %' osnovy (o, '),
jest tedy oo! Eollineaci, které uvedenym zpiisobem prevdadéji 11
do 11" a K do K'.

Nejsou-li body O. P reélné, jsou oviem p¥imky o, p, 7, s
také imagindrné a plochy 17, /I’ neobsahuji vibec redlnych
ptimek. Pak jest pohodlnéjsi p¥ihlédnouti k tomuto zpisobu vy-
tvofeni kollineace: Roviné teéné « ku I1 piifadme kolmou rovinu
tetnou o' ku I1'. POl ptimky (o, ‘@’) ku R bud M', jeho kolli-
neirni bod v ¢ bud M. Pole w,, o jsou korrelativni tak, Ze.
prvkim o, p, u, (0, ¢) nélezi O, P, U= (r, s), M. Ale pole
o' je kollinedrnf s o tak, Zze t&mto prvkim patti O', F', U,
M'. Jsou tedy w. a o, pole reciprokd, tetné roviny obou
ploch k sob& kolmé.

4. Jind zajimavd otizka jest, zda moZno sestrojiti kolli-
neaci (2, 3’) takovou, Ze komplexy K a K’, tedy i // a II'
splyvaji. Ctyrahelnik dvojnych paprski (o, p, r, §) transformuje
se oviem téZ sdm v sebe.

Kollineace, jeZ pfevad{ plochu druhého stupné v sebe, jsou
dvojiho druhu; pii kol. prvého druhu transformuje se kazdy
pHimkovy systém sdm v sebe, pii kollineacich drubého druhu
pfevadi se jeden v druhy.
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Pri kollineaci prvého druhu ohsahuje kazdy systém pifm-
kovy dvé pfimky samodruzné m, n a u, v. Tyto tvoii ¢tyrihelnik
na plo3e, jeho vrcholy 4 = (m, v), B= (u, w), C = (m, u),
D =: (n, v) a piislu§né te¢né roviny odpovidaji si samy, maji
tedy byti samy k sob& kolmé, t. j. dotykaji se kiivky R. V ne-
konetnu vznikd tudiZz Etyrahelnik tvofeny body nekoneéné vzdd-
lenymi M, N, U, V ptimek m, », u, v opsany kol R; spojnice
MN, UV t. j, piimky plochy IT jsou sdruZené dle R, t.j. kolmé
k sobé a Il jest rovnostranny.

Pifmky v nekonetnu o, p jsou involutorné p¥ifadény
pifmkdm vrcholovym #, s.

Piimky s, #, w, v jsou osami svazki, jichZ ptifadéné ro-
viny jsou k sob& kolmé. Jiz z toho patrno, Ze stanovend kolli-
neace jest involutorni osovd. Osy jsou AB, CD. Tof jest pravé
onen zajimavy pifpad, ktery uvadi H. Reye, R. Sturm a St.
Jolle v pojedndni vySe uvedeném. Na I7 existuje oo ! ¢&tyrihel-
nikd m, n, u, v (fokdlnich o0s), oo ! pdri piimek 4B, CD vy-
plituje cylindroid.

Pfi kollineaci druhého zpiisobu jest zndmo, ze dva vrcholy
spoletného Etyrsténu M, N jsou na plofe a 2 stény se dotykaji
plochy; body M, N prochizeji piimky ¢, ¢ — b, d, jeZ si odpo-
vidaji involutornd. Body ab =V, c¢d = W si té% odpovidaji.
Roviny (ac), (bd) jsou kolmé samy k sobé, (ab) L (cd). Ve
¢tyrihelniku (o p r s) ptimky téhoz systému o =/, o’ = » se
sekou a jsou zdruzené dle R, t. j. o (p) se dotykd R; IT je pl.
rotaéni. PHimky obou systémi si odpovidaji involutorné, mame
patrné centrdlni homologii. Na IT jest oo ! étyrihelniki a, b, ¢, d,
centrum C' jest v ohnisku, rovina homologie jest rovina Fidici;
Jeji kruhové body v nekonenu jsou singuldrni Hirstova kom-
plexu, jenZ sdm jest rotaini. Jinak nemd tento piipad daleko té
zajimavosti jako piipad prvy. '

5. V&imnéme si nynf komplexu I" paprski s, které ortho-
gondlné sekou dva kollinedrni paprsky komplexi X, K’.

Bud (4, a,) =« tetnd rovina plochy IT, (a’4’,) == o
kollinedrni teénd rovina plochy 77, I priisetnice obou. Paprsky
svazku (4',) v rov. «’ jsou kolmé k I, paprsky s v roviné «
[kolmé k paprskim svazki (4), (4',)] obaluji parabolu, kterd



174

se dotykd téz paprsku . Paprsky 7, prisecnice kollinedrnich
rovin kolmych ploch /7, II' tvoif, jak zndmo, kongruenci K
druhého stupné a Sesté tiidy. Tato ndlezi komplexu I’

Budte ddle m, m‘ kollinedrni paprsky svazki (), (4°), s
paprsek komplexu I'; dokdZzeme, Ze rovina (sm‘) je také tecnou
rovinou ‘paraboloidu 77'. Bodu B® paprsku m na o™ odpovidd
B' = (a‘, m'). Rovina (m', ¢) spojuje tedy B' v o' s polirou
bodu B*® ku R, dotykd se tudiz plochy II'.

Kazdym paprskem s komplexw I' jde tedy jedna rovina
teéna plochy II a kolmd teénd rovina plochy II'.

Snadno pozname, Ze komplex je st. 8., nebof dvojiny rovin
tetnych kolmych libovolnym bodem indukuji na libovolné pfimce
korrespondenci (4, 4).

Pondvadz jest oo! kollineaci (2, 3’), které prevadi // do
I, obsahuje I" téZ oo! kongruenci K» (2, 6). Kazdd kongruence
d4 se vytvoriti dvéma Fadami orthogonalnich hyperboloidd, které
vytvofi pokazdé svazky rovin kolem kollinedrnich pifimek ploch
II a II'.

Ve specielnim ptipadé osové involuce prechizi Kr (2, 6)
v kongruenci linedrni dvakrdte C¢itanou a &tyfi pole rovinnd
v rovindch tetnych, jeZ obsahuji osy fokélni, z komplexu I” se
0ddéli komplex teten obalové plochy rovin teénych ku II a R
a zbytek je dvakrdte ¢itany kvadraticky komplex I.

Jak zndmo (viz Rey, Geometrie der Lage II., neb St. Jolle,
L ¢.), 1ze v tomto piipadé I' vytvofiti téz Fadou rota¢nich
linedrnich kongruenci. TdZeme se tedy po kongruenci v nasem
obecném piipadé, jejimz zvlastnim piipadem tato jest. Tuto za-
jimavou otdzku nechci zde FeSiti, ale poukazuji k tomu, Ze to
jest kongruence paprski s, jeZz v jisté kollineaci (2, 2) ndlezi
dvojinam paprské obou komplexi K, K, které se sekou. Tyto
priseky samy vypliuji plochu stupng 4tého, kterd patrné obsa-
huje kruznici R a o jejichz zajimavych vlastnostech snad v brzku
budu moci ¢tendfdm sdéliti,
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