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O urcitém konoidu stupné patého.

Dr. Vaclav Simandl, assistent éeské techniky v Brné.

Dvéma mimobézkami lze proloZiti oo? hyperbolickych para-
boloidi. Vreholy t&chto paraboloidid vypliuji uritou plochu,
kterou se v nésledujicim budeme zabyvati.

O ploge té zmiiiuje se poprvé Rasche ve své dissertaci:
,Untersuchung der Flichen zweiten Grades, welche durch zwei
windschiefe Geraden gehen“ (Paderborn 1882), av8ak uvadi tam
nespravné stupeii plochy domnivaje se, Ze jest stupné tretibo.
Na tu nespravnost ukdzal pan Dr. Kloboutek ve své prici
,Methodické pozndmky ku theorii komplexu A2 ¢, uvefejnéné
v Akademii roku 1905, kde odvodil syntheticky nékteré vlast-
nosti této plochy a ukazal. Ze jest stupné patého.

V ndsledujicim budeme postupovati cestou hlavné analy-
tickou a stanovime si rovnici plochy.

L

Vytknéme si libovolnou rovinu X kolmou ku spoletné fi-
dici roviné R vSech paraboloidd linedirni kongruence. Rovina R
jest patrné rovnobéZnd s obéma danymi rovnobézkami. Rovinu
X lze pak poklddati za tetnou vrcholovou rovinu jednoho z na-
fich oo hyperbolickych paraboloidi. Nebof dvéma svymi mimo-
béznymi pifmkami a tecnou rovinou vrcholovou jest sborceny
paraboloid dokonale urfen. Teénd rovina vrcholovd musi vSak
hyti volena kolmo ku roviné rovnobéZné s obéma mimobézkami.

Protinejtez rovinu X piimky Ffidici, které si oznatime a,
b, v bodech A, B; piimku stanovenou témito body oznatme
si I. Budte tetné roviny paraboloidu v bodech A, B oznateny
A, B, roviné X co teéné rovin& vrcholové piislusi dotyény bod
X na piimce /, vrchol to naSeho paraboloidu. V nekone¢né vzda-
leném bodu piimky ! bodu Poo jest tefnou rovinou rovina
asymptotickd P pfimkou ! kolmo ku X prolozend. Tento svazek
tetnych rovin jest projektivny s fadou bodii dotyinych

(ABXP. ) A [(ABXPw ..)
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Svazek [(ABXP...) protina Fidici rovina R ve svazku
paprskovém L (a’d’x'p’ ...). Rovinny tento svazek paprskovy
jest patrné téz projektivny s fadou bodovou l(ABXPo . .).
Paprsek «’ jest kolmy ku paprsku p’, jezto kolmé roviny X a P
protaty jsou rovinou R, kterd jest kolmd ku jedné zmich, totiz
X. Uhly pak, jez sviraji paprsky o', »’ s paprskem 2/, oznaime
si &, f. Uhly tyto e, § jsou patrné téz thly, jez sviraji primky
a, b s rovinou X. Uvedme nyni svazek paprskovy L v perspek-
tivni polohu s iadou /. Paprsek p’ maje vytinati na tadé !
abézny jeji bod Pwo bude patrné s touto fadou rovnobéiny, tedy
paprsek #’ kolmy ku I. Ze dvou pravouhlych trojihelnikii AXL,
BXL vyplyvd pak vztah:

AX :BX=tge:tgf

Vztah tento nam ukazuje, kterak na libovolné piftce AB
mimobéZek a, b, co vrcholové teiné jednoho z o? hyperbo-
lickych paraboloidd linedrni kongruence, 1ze stanoviti vrchol to-
hoto paraboloidu. Tak lze sestrojiti na kazdé z oo* piftek obou
mimob&Zek jeden bod X a body ty pak vypliuji hledanou
plochu.

Podobny vztah plati viak téZ o bodech Pliickerova konoidu,
ze vztahu toho a prede§lého odvodime souvislost obou ploch.

Uvazujme zase tytéz piimky a, b, jich piitku 7, jez je'
protind v bodech 4, B a méjtez thly «, g zase tyZz vyznam
jako v pfedeslém. Budiz o osou téchto mimobéZek. Definujme
nyni Pliickeriv konoid znimym zptisobem jako geometrické mi-
sto pfimek, které kolmo protinaji osu o a kteroukoli piicku !
mimobézek a, b. Protinejz spoleénd norméla piimek o a ! pficku
{ v bodé Y. O bodech. ¥ plati pak relace, jiz snadno lze do-
kazati:

AY : BY = cotg o : cotg 3.
Z relace této a z relace predeflé vyplyvi véta:

Protneme-1i dvé mimobésky a, b = rovinami kolmyms
ku roviné s obéma rovnobéiné a oznacime-li priseéiky s jednou
2 téchto rovin A, B a dhly jich s touZe rovinou w, f, tu na

pFimece AB :
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body X vyhovujici relact body Y vyhovujici relact
AX:BX=tga:tgp AY BY = cotg «: cotg 8
vypliuji plochu vrcholiv viech | vypliuji Pliickerdv konoid p¥i-
hyperbolickyjch paraboloidit li- | slusny linedrni kongruenci o
nedrni kongruence o ¥idicich | Fidicich p¥imkdch a, b.
primkdch a, b.

Mysleme si nasi plochu ptislusnou mimobézkim a, b a
piisludny jim zarovenn konoid Pliickeriv. Na téZe piice, protina-
jiei mimobézky v bodech A4, B, lezi bod X nasi plochy a bod
Y konoidu Pliickerova. Z obou umér stanovicich body X, Y:

AX:BX =tga:ty 3
AY : BY =tgfB:tga

vyplyva:
AX :BX=BY: AY
z toho:
(AX—BX): AX=(BY — 4Y) : 47
a jezto:
AX —BX=AY ~ BY = 4B,
méame :

AX + BY=o.

7 posledniho vztahu vidime, kterak lze konstruovati body
nasf plochy, kdyz jest sestrojen piislusny konoid Pliickeriv.
Totiz konoid Plickeriv piislusny téze linearni kongruenci co
nase plocha.

Méme tedy souvislost nédsledujici:

Vytknéme si libovolnou p#ickw | dvéma body A, B mimo-
bétek a, b. Ta mdm protne Pliickeriv konoid prislusny mimo-
hétkdm a, b v bodé Y. Prislusny bod X nasi plochy nalezneme,
naneseme-li délkuw BY od bodu A smérem protivnym sméru

BY na primce 1.

Nenf nesnadno nahlédnouti z této souvislosti, Ze plocha
naSe jest pfimkovou, a ziroven téZ miZeme udati zptsob, jak
sestroji se pfimky této plochy.

Vytknéme si na Pliickerové konoidu pfislufném linedrni
kongruenci o Fidicich p¥fmkich a b libovolnou pfimku y. Této
piimce odpovidd uréitd piimka z plochy vrcholi hyperbolickych
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paraboloidii této linedrni kongruence. Pifmku tu sestrojime zpi-
sobem ndsledujicim: Vytkneme si libovolnou piitku ! pfimek a,
b, y; ta protinejz tyto v bodech 4, B, 17; sestrojme nyni na !
bod X dle vztahu: '

AX +BY =0
a ptimka bodem X kolmo ku ose o vedend jest hledand piimka
2« na§i plochy.

IL.

Pristupme k odvozeni rovmice plochy vreholit zborcenych
paraboloidii prochdzejicich dvéma danymi mimobézkami a vy-
vodme zrovnice té nékteré disledky. Pouzijeme obytejného sy-
stému soutadnicového.

Budte

Y= a; z==tge.x
y=——a; z2==—1tgo:zx
rovnice Fidicich p¥imek.

Tetnd rovina vrcholovd X libovolného paraboloidu témito
piimkami prochdzejiciho bude pak miti rovnici:

z2=b-+tzx.t9p
Tato rovina protind ndm naSe ¥idici piimky v bodech

A (2,y,2,) & B (x,9,2,).
Vypottéme si soufadnice téchto bodi:

v — b L — 4 . = btga
'Tiga—itgp’ h = T tge—tgp W
o h — g g — bige

BT Tiga—gp T T R T ety

Uhly, které sviraji Fidicf piimky s rovinou X, budou pa-
tné (3 — @) a (¢ + p). Mame pak pro body Y konoidu Pliic-
kerova a pro body X naSeho konoidu vztahy:

AY _tg(e+p)

BY  tg(f — )

AX _t9(8 — @)

BX @+
jak jsme nahofe dokdzali.




Misto téchto dvou rovnic miZeme psiti:

x, —x 4 —Yy &5 —z __tgB+ e

T, — & Yo—Yy o —2  t9(B—a)
L, —% __ Yy —Y Z,-—Z__tg(ﬁ—a)

Ty—x Yo—Yy & —z tgB+ e
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(2)

()

Dosadime-li do téchto rovnic za souiadnice bodd 4 a B
jejich vypocCtené hodnoty dle (1), tu prvni tii rovnice vyjadiuji
ndm konoid Pliickeriv a rovnice ve druhé fidce plochu vrchold

paraboloidd.

Abychom dostali obytejné neparametrické rovnice téchto
ploch, jest tfeba z kaZzdych t&chto tfi rovnic vylouéiti proménné

parametry b, j.

To provedeme, atkoliv se ndm jednd pfedeviim o rovnici

plochy druhé, k vili tiplnosti t6Z u konoidu Pliickerova.

7 rovnic (1) a (2) vychdzi:

_ 8+t
tg a(l + tg* B)
b

Lty -~

Z prvni a tieti z téchto rovnic vychdzi:

7=

x*
tgﬂ:——;,

dosadice tuto hodnotu za tg # do rovnice druhé, dostaneme :

1-+t9%ca
2 [ e J—
y@t+ 2% — a 7 z.2=20

¢o rovnici konoidu Pliickerova.

Rovnici tu mozno téz psdti ve tvaru:

2a
—— .
sin 2a

y (@ + 2% —

z2=0.



160

Vrafme se nyni opét k na¥i plofe. Z rovmnic (1) a (3)

vychdzi:
tg? e+ 2+ tg* B
(tg* 6 — tg9* &) (1 + tg* o)
= o U1
: tg e(1+tg*p)
tge tg*a+ 2t9%atg® g+ tg* 3

x=0"b.tg«

z2=—1b

T gB T Wt —tre) (1 + i)

Z rovnic (4) a (6) dostdvime :
Z_ et 24t p
2 tg%a +2g%a tg? B+ tg2 B
upravme ddle tento vyraz:
tg £(1 + tg* @) 4+ tg B
x _ tga(l41t9*fB)  tga
o tg (1 + tg* )’
¢ tg 8. .
9¢TWE Gy G (T tg7 f)
~ do posledni revnice polozme dle rovnice (5)
Yy _tgsl+1tga
a  tga(l + typ)
i dostdvame potom :

tg B

Y4 tg B

*__a tge

,tgoc—{—tg{i.-—‘Z—

Cili:
x ytgo+atgp

2 a.tg*atytga.tgf’
Z posledni rovnice vypoiteme:

yztg o« — ax tg® o
xy tg @« — az.

tg p=

)

(4)
®)

(6)

(6)

dosadice tuto hodnotu ¢¢g 8 do rovnice (H), totiZ do rovnice:

y—a W BO+ 1)
T tge(l4t9%p)’

dostivame jiz rovnici naSeho konoidu.
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Rovnici tu upravice, piSme ve tvaru:

14 tg? wof 2
y*@* + 2% — 3xy®za __ﬂ-# + yz*a* (tgq e 1)

2
+ yx?a® (2 tg? ¢ 4 1) — xza® H;thﬁ‘fzo

II1.

Pristupme nyni k studiu naSeho konoidu na zékladé rov-
nice prdvé nalezené.

Hledejme priseky s rovinami rovnobéZnymi s rovinou -
dici. Roviny ty maji obecné rovnici :
Y = const,

coz kdyz dosadime do rovnice naseho komnoidu, dostaneme homo-
genni rovnici quadratickou v proménnych z, z. I vidime, Ze ro-
viny rovnob&zné s rovinom fidici protinaji nasi plochu v parech
piimek protinajicich se na ose z. Vidime, Ze plocha jest konoid
pHmy a osa Z jeho osou. Hledajice prisek s rovinou y =0,
dostdivdme z rovnice na&i plochy jednak

y=0,
jednak

z2=20.

I vidime, Z%e pfi zavedeni naSeho systému soufadného jsou
0sy z a z povrchovymi pfimkami na&f plochy.

Uvazujme nyni prisek naieho konoidu s rovinou jdoueci
Hdicf ptfmkou.

Svazek rovin jdouci p¥{mkou:

y=a, z2=1t9a.x
md rovnici:
z — tga.ac——l(y—»a):IO,

kde A4 jest promé&nny parametr. 7 toho:

z2—axtga+ Aa
Yy = /% ’

II
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dosadime-li tuto hodnotu za y do rovnice naseho konoidu, do-
staneme po upravé:

(z—2x.tg )2 V=0,

kde ¥V jest jisty polynom tfetiho stupné v proménnych z a z.
Rovnice ta ndm ukazuje, %e kaZdy prisek vedeny Fidiei piim-
kou rozpadd se v tuto pfimku co dvojnou a jistou kfivku stupné
tfetiho.

Podobné bychom to dokédzali o druhé pfimece Fidici.

Tim jsme verifikovali analyticky, co 1ze ze souvislosti s ko-
noidem Pliickerovym jednoduSe geometricky nahlédnouti, ze ¥i-
dicf pfimky jsou dvojnymi pfimkami naSi plochy.

Hledejme nyni priseky rovin proloZenych osou konoidu.
Svazek téch rovin md rovniei:

2 — ux,
kde p jest proménny parametr.

Dosadice #z = ux do rovnice naif plochy, dostaneme:

z*(a; y¥* +a, y* +a,y +a,) =0,
kde a; jsou jisté funkce @ a tg «. Vidime, ze priseky nale roz-
padaji se v osu plochy co dvojnou piimku a ve tfi rovnobézné
piimky kolmé k této ose. Z toho vidno ihned, Ze plocha obsa-
huje nekoneéné vzdalenou p¥imku roviny kolmé ku ose z a Ze
tato pfimka jest trojnou pfimkou plochy.

Ve svazcich rovin vedenych Fidicimi pfimkami naSeho ko-
noidu jsou vyznaéné roviny jdoucf zéroveii osou konoidu. Roviny
ty maji patrné rovnice:

r=x.lga
2= —x.tg a.

Vysetfeme prisek s prvni rovinou. Dosadme z = x tg « do
rovnice naSi plochy. Dostaneme pak po dpravé:

z*(y — a)* (1 + tg* ) = 0.

Z toho vidime, Ze roviny proloZené osou konoidu a jednou p¥im-
kou dvojnou (¥idici) protinaji konoid jedté v piimce, kterd
splyvd s onou pifmkou dvojnou.
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Viimnéme si nyni pfimek torsdlnich. U konoidu Pliicke-
rova, daného rovnief:

149
ig «

obdrzime torsdlni p¥imky tohoto konoidu v priisecich jeho s ro-
vinami

y@® 4+ 2% —a. xz=20

_ 14+t
:’/—i‘a 2tga_’

jez jsou rovinami kuspid4dlnimi.

Piimky ty pak jsou v téchto rovindch stanoveny rovni-
cemi:
(x 2% =0.

7 geometrické souvislosti konoidu naSeho a Pliickerova
vysvitd, Ze oba konoidy Pliickertv i nd§ maji spolené kuspi-
ddlni roviny. Zbyvd ndm nynf nalézti smérnice p¥imek torsal-
nfch u naSeho konoidu. VySetfujme tudiz prisek nasfi plochy
s rovinami kuspiddlnimi, jez maji rovnice:

14 t9% e

y=+1a. Vg @

Dosadme tuto hodnotu za y do rovnice naSeho konoidu,
i dostaneme po jednoduché tupravé, kdyz jsme byli celou rov-
nici krétili vyrazem
a’ . L+ ig%
2 tg e

)

rovnice nafich piimek torsalnich:

[#(1 43819 ) F2(B + tg* )]* =0
— gl e
V=X 5 g

Jsou tudiz smérnice piimek torsalnich:
t 2

£ q3Fle

® 1 4+ 3 tg%e

Prisek naf§eho konoidu s rovinou nekoneéné vzddlenou
rozpadd se jednak v trojnou pifmku, kterou vytind rovina Ffidief
19 &
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konoidu, jednak v nullovou kruZmici, jejiz stfed vytind osa na-
§eho konoidu. To lze snadno ze zhomogenisované rovnice na-
8eho konoidu seznati. Priisek naSeho konoidu a prislu§ného ko-
noidu Plickerova jest patrné kiivka prostorovd stupné patndec-
tého. UkdZeme nyni, ze kiivka ta rozpada se vesmés v piimky.

P#imky ty jsou:

1. dvé kolmé pifmky obou ploch, které se nalézaji v ro-
ving y = 0. '

2 piimky.
2. ptimky konoidd, nalézajici se v rovindch z —= « . tg «;
2= — 2z tg a. Roviny ty ndm protinaji nd§ konoid vidy ve
tiech splyvajicich p¥imkdch, jak jsme diive ukdzali.
6 piimek.
3. osa obou konoidd, kterd jest piimkou ‘dvojnou.
2 primky.
4. trojnd pfimka v nekonelnu.
' 3 piimky.

5. nullovéd kruZnice v nekonecnu.
2 imag. piimky.
Na Pliickerové konoidu v na$i poloze soufadné lze si vy-
tknouti oo! parii pfimek, jeZ od stfedu tohoto konoidu aZ na
oznaleni jsou .stejné vzddleny a jez sviraji s rovinou (z y) tdhly
stejné, aviak smyslu protivného. Budtez tyto vzdalenosti b, —- b
a Ghly 3, — B, a méjmeZ na mysli na§ konoid, tu jest:

1+t?p_ l4tga
tg B tga

Ku kazdému takovému péaru pfimek na konoidu Pliicke-
rové piisludi uréity na§ konoid. Ku kazdému konoidu Pliicke-
rovu piisludi tudiz svazek oo! naSich konoidd stupn& pdtého.
Existuje o7 konoidd Pliickerovych, aviak oo® nafich konoidd
stupné patého.

V kazdém svazku naSich konoidd, stanoveném konoidem
Pliickerovym, jest vyznaénym konoid stanoveny torsilnimi p#{m-
kami konoidu Pliickerova. JeZto torsdlni pifmky konoidu Plik-
kerova jsou kolmymi, bude v rovnici naieho konoidu

b

tgoa=1,
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Dosadice to do rovnice naseho konoidu dostaneme rovnici tohoto
specielnfho nageho konoidu po jednoduché tpravé ve tvaru:

y(y* + 3a*)(2® + 2%) — 2a zz(a® + 3y*) + 0.
Konoid tento nazveme orthogondingm, jezto jest stanoven
dvéma kolmymi mimobézkami. Konoidd takovych existuje oo’

Nalezneme-li rovnice torsdlnich pifmek tohoto konoidu dle
vzorcl nahoie uvedenych, tu dostivdme:

z
—_— _+ .
y_+a—w_. 1

I vidime, Ze torsdlni a dvojné pfimky konoidu orthogonélniho
splyvaji.

Dalsi konoid vyznaény ve svazku nafich konoidi jest ko-
noid degenerovany pfisluiny péru naSich piimek splyvajicich.
lovnici jeho dostaneme, kdyZz polozime do obecné rovnice ko-
noidu nageho

a=0.
I méme
y3 (x® 4+ 2%) = 0.
Tu vidime, Ze n4§ konoid degenerovany skldda se z trojndsobné
roviny Pidici a nullového vélce rotaéniho, opsaného ose konoidu
Pliickerova.

Poznamky o geodetickych éarach na
rotatnich plochach.
Napsal Bohuslav Hostinsky

1. Dand kiivka o jisté maximédlni pofadnici R nechf se
otali kolem osy tselek. Na rotatni ploSe takto vytvoiené odpo-
vidd oné maximdlnf pofadnici kruh, ktery nazveme ekvator a
ktery jest patrné geodetickou &drou plochy. KaZzdd jind geode-
tickd ¢ara g, ekvator protinajici, jest uréena 1. bodem priiseénym
45 2. dhlem «, ktery v A svird s ekvatorem. Pribé&h kfivky
g (pokud o nepfekro¢i jistou mez) jest zndmy: g se vzdaluje
od 4, protinajic meridiany plochy v stile v&tsich thlech, aZ se
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