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Uvahy o grafickém integrovani differencialnich
rovnic hlavné linearnych prvého Fadu.

Napsal

Jan Sobotka,

professor eské vysoké $koly technické v Brné.
(Pokracovéni.)

9. Integracni faktor.
Je-li ddna differencialni rovnice

Mdz -+ Ndy = 0,

v niZz znadi M a N analytické funkce proménnych z, y, a vy-
hovuji-li tyto funkce podmfnce

M _ o
dy — w

pak jest_levd strana rovnice té ,iplnym differencialem® a rovnici
tu lze zndmym zpiisobem pievésti na kvadratury.

Nenf-li podmince té zadost ulinéno, pak Ilze integraci
rovnice vytknuté ptevésti na kvadratury, jakmile zndm jest
ngjaky integra¢ni faktor &ili Eulerdw ndsobitel, ktery levou
stranu rovnice pfevddf v tplny differencial.

Jednomu takovému ndsobiteli, nazveme jej u, lze d4ti
jednoduchy geometricky vyznam, jak uéinil slavny Lie, totiz:

»Jeden Euleriv ndsobitel rovnd se zvratné hodnoté vyrazu

lim %pma: 0, kdyz znati R obdélnik, jehoZ jednou stranou

jest délka v normély libovolné kiivky integralni rovnice dané od
' 7
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paty jeji az k priiseku s kiivkou integraln{ soumeznou a jehoz
strana druhd md délku 7 = VMZ - N=%)

PiSeme-li rovnici libovolné ktivky integralni
f(z, 9 = D,

kde znamend D integratn{ konstantu, pak lze sousedni kiivku
integraln{ psdti ve tvaru

F(xy) =D + &

krivka tato blizi se taktéz k¥ivce prvé, kdyz & se ptiblizuje nulle.

Vg
~
M
G
¥ z,
/ M,
A l,) N—
N 0
o *
Obr. 2.

Méjme nyni na zfeteli nadi rovnici linearnou prvého F4du,
kterou miZeme psiti ve formé

(1) (PY — Q) dz +dY =0,

~a dvé jejf kiivky integralnf F, F| (obr. 2.).
Libovolnd stejnosmérka sy protniz F' v bodé M, F, vbodé
M,. Tetny ktivek téchto ve zminénych bodech se protinajf

*) Cf. Heinrich Liebmann : Lehrbuch der Differentialgleichungen. Leipzig
1901, str. 55. a n.
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v bodé N na kiivce n; kone¢né necht protne norméla krivky
F v bodé M kiivku F, v G,, tetnu jeji (NM,) v bodé G,.
V naSem pifpadé jest

1= \VT 5 7"
¢ili
1

 cos@

uzavird-li teéna (NM) s osou = uhel @.

Klademe-li
MG, =v,, MG, =,
a
R¥ = w,l,
“bude proto
RE—= 22 .
cos @

Jsou-li F, F, kiivkami soumeznymi, pak jest G, G, veli¢inou
nekone¢né malou druhého stupné, procez
R = lim R* = lim ——2— .
r,=0 cos @
Z trojihelniki MM, G,, NM,N,, které lze povaovati za
podobné, plyne uméra
vy: MM, = NN, : NM,,
a z té vychdzi
v, = MM, . cos @,,

kdyZ znadi o, dhel, ktery uzavird tetna NM, s osou x.
Tim dochézime k vyrazu

R=1lim MM, . 5P
coS @
pro pripad, ze F, a F' se stévajl nekonecné blizkymi; v pfipadé
tom jest vSak
lim 2% —
cos @
7*
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proto jest za téchZe pomérd
R =1lim MM,.
Z rovnice (3) odst. 8. plyne
MM, =Y — ¥, =ky,
a béreme-li ohled na rovnici (6) tamtéz, vychdzi
MM, = E——CE—l 9.
Vysvitd, Ze jest B ddno hodnotou, jiZ nabude vyraz
E—FE,
oY
kdyz E, se blizf bez ustdni E; pak ale piechdzi rozdfl £ — E,

v nai veliéinu ¢ a ndsledkem toho jest

R:]im%y.

=0

Dochédzfme tedy vysledku, ze

—lim 2 =Y
=l =
aneb vzhledem ke (4) v odst. 7.
H — e—fl’d.z’

jak se dalo ocekdvati.
10. Stopujme ddile souvislost kiivek integralnich rovnic

(1) Y 4 PY = Q,

@ ¥+ Py =0.

Seznali jsme v odst. 7., ze vSecky kiivky F* rovnic (2) jsou
v poloze affinni; proceZ miZeme Ifeci:

-Spojnice bods M*, W* libovolné kiivky F* leficich na
primkdch m, m rovnobéinjch s y a teCny jeji v bodech téch
tvori trojuhelnik. Takto vanikajici trojuhelniky vsem krivkdm (2)
prindledejici jsou rovnéZ pribuené poloZenmy pro x co osu a y co
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smér pribusnosti. Priseéné body V* teden téchto vytvorusi primku
w rovnobéinou s osou y.

Priise¢né body osy x budtez oznaleny N* s tetnou v M*,
N* s tetnou v M* a U* s piimkou M* IM* (obr. 3.).

Teény ke vSem kfivkdm integralnfm F rovnice (1) v bedech
piimky m necht se protinaji v N, v bodech pffmky m pak v bodé
N. Spojnice bodd priseénych pro viecky kiivky F prochdzejf

Ore)

Obr. 3.

taktéZ bodem pevnym U, jak jsme v odst. 8. seznali; a na
zékladé rovnice (5) odst. 8. bude

UU* || NN* || R0N* ] 9.

Néisledkem rovnice (5) v odst. 8. jsou zdroved svazky
teten z bodd N, N ku kfivkdm F vedené prométnymi. Proto
plati véta:

Teény kitvek F v bodech ma primkdch m, m protinaji se
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v bodech W ma hyperbole w prochdzejici body N, N a majici
préimkw u za jednw asymptotu.

Ze u jest asymptotou hyperboly w«, o tom se snadno pe-
svédéime. Ze jedna asymptota md vibec smér y, to jest patrno.
Protind-li ddle pifmka (UU*) pfimku (NR) v bodé U, pak
jsou vSechny trojihelniky, jejichz strany (n), (1), (#,) prochdzeji
body N, : resp. U, a se protinaji (n) s (%,) v bodé (M) nam;
(m) s (u,) v bodé (M) na m, v poloze affinn{ a priseitk (V)
stran (n), (n) popisuje piimku w. Nebot lezi téZ kterékoliv dva
trojibelniky (M) (M) (V), M* IM* V* piibuzné. Z Kkonstrukce
lze nyni snadno seznati, kdyz se vzdaluji priseéné body kfivky
Fsm a m a vzdaluje se s nimi zdroven piislu§ny bod ¥ na
hyperbole bez ustdni do nekonetna, zZe se zdroveil zmenSuje bez
prestdni vzddlenost bodu W od w, stdvajic se v mezich ne-
koneéné malou.

11. Pravé odvozend vlastnost plyne téz smadno z rovnice
hyperboly w, jiZz chceme nyni odvoditi.

Rovnice paprski obsahujicich prvky pfimkové v bodé z, | 1,
na m a v bodé «, | ¥, na m nadi rovnice

) Y+ PY=4Q
jsou potazmo
; g)_ Y1: Y; (!:——xl))
P— Y, =7, — ).

Dosadime-li do téchto rovnic za Y|, Y, hodnoty z (1)

plynouci, obdrZime po malé pfeméné

_¥Y—Q a—=) ,
@ Y= IL—P (x—a),

— ?)_Qz (g—xz) X
3) : _tpz (t—z,)

Zde znadt P,, Q, a P,, Q, hodnoty, jichz nabudou P, Q
dosazenim za x zvldStnich hodnot x, z,.
Dejme tomu, ze kterdkoliv z kiivek F* rovnice

4 ¥+ Py=0

stanovi na m poradnici ¥,, va m pofadnici ¥,, pak jest nasledkem
rovanice (8) v odst. 7.
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o n rQ
)rlsz,er,/ [La,
N =2 Q
}2:D.’/z+.7/2/ f;dx

Polozime-li

S/ Qiz =,
z, y
obdrzime z poslednich dvou rovnic relaci
(4) H_ Y _y
Y., Y,

Této relaci musf byti ulinéno zadost, maji-li rovnice (2)
(3) predstavovati tetny jedné a téZze ktivky F.

Viozime-li do (4) za Y,, Y, hodnoty (2) a (3), obdrZime

I—QG@—x) 1 P—QG@—=) 1 _
5 A 9= G—=2) 1 __
©) 1—F@—wx) y, 1—P@—x) 4 /

jakoZto rovnici hledanou hyperboly w.

V rovnici té prichdzi 9) toliko v prvé mocnosti a jest
ndsobeno vyrazem, ktery polozen roven nulle divd ndm rovnici
pro asymptotu hyperboly e« rovnobéZnou s y. Rovnice ta znf tedy

1 1
6 e e e e = 0.
(6) Y. {1 — P, (t — ,)) y{l—PF @—2))

Polozime-li v (5) Q = 0, obdrzime nejdtive
) =0,
coz souhlasf s tim, Ze osa x representuje sama jednu z kfivek

F* a pak rovnici pifmky ., kterd, jak vidime, se stotozhuje
8 rovnic{ (6), ¢imZ naSe svrchu uvedené tvrzenf znovu dokdzdno jest.

12. Odvodme je&té druhou asymptotu z hyperboly w.
Smérnice )’ této asymptoty obdrii se ze vzorce

El)’:]im@--

=x ¥
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Délime-li éitatele i jmenovatele zlomkid na levé strand
rovnice () veli¢inou r, klademe-li na to y — oo a pouZijeme-li
pak vztahu (2) v odst. 2. odvozeného, dojdeme tu k vyrazu

) 1 1
@ =g py )

Stejnosmérka k asymptoté 2z vedens bodem N utind na
m pofadnici ¥;, bodem N pak na m pofadnici ?),, pro které
snadno pomoci rovnice (7) obdrzime

?) Q" Q P?!/‘ZJ
T Py, — 1.’/1

®) Q —Q, — Py J
92“ szz_ 1?;11 >

’

Z vyrazi téchto plyne relace

©) B9, — P9, =Q —Q.

Nésledkem této podminky prochdzi (obr. 3.) piimka e
koncové body pofadnic 9),, 9, spojujici bodem H, v némZ sete
)NR) piimku obsahujfci paty kolmic z bodu N na pifmku m
a z bodu N na pifmku m.

Patrné jest bod H stredem svazku spojujictho podobné fady
bodové na m a m, které vznikaji svazky pfimek rovnobéZnych
bodem N resp. ¢ prochdzejicich.

Jinak obdrzime z (8) téZ relaci

(10) e,
' Y. Y

ta znamend, srovndme-li s (4), Ze pfimka e prochdzi zdrovei
bodem U a Ze tedy koncovymi body pofadnic 9),, 9, prochdzf
Jedna kfivka F; patrné jest to ona kfivka, pro nix lest W
v nekoneénu.

Av8ak rovnice (10) urtuje ndm bezprostitedné bod U, vy-
jadfujfc svazek pifmek bodem tfm prochdzejicich.

Spojime-li totiZ koncovy bod L, poradnice na m leZicf
a rovnajicf se —y,J s nullovym bodem ¥, pifmky m a pak
koncovy bod L, pofadnice na m lezfcf a rovnajici se y,J
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s nullovym bodem X, pifmky m, pak se protnou obé& spojnice
ve stfedu svazku rovnicf (10) vyjddieného. ProtoZe viak rovnice
(10) jest totoZnd s rovnici (4), ndleZeji body L,, X, jedné kf¥ivce
F, body L,, X, druhé takové ktivce; nédsledkem &ehoz se sku-
te¢né pifmky (L,%,.), (L,X,) protinaji v bodé U. :

Jde-li o to sestrojiti asymptotu 2, sestrojme body H a U,
jak bylo navedeno a spojme je pifmkou e; pak uddvd spojnice
bodit NV a (me), anebo bodti N a (me) smér asymptoty; protneme-li
piimku (N9) asymptotou « v bode, jehoz vzddlenost od N
pieneseme na tutéz pfimku od bodu N, pak obdrzime jeden bod
pro z, ¢imz tato asymptota téZ jiZ urcena jest.

Soufadnice X | 9 pro bod U vypotitdme z rovnic p¥imek
(L,%.), (L,X,); majit hodnoty

¥— .Y — 2 Y, ,

— Y.
1) Y%
- g = Wt
Yi— Y.

(Pokracoviani.)

Casparyho nové véty z geometrie trojuhelnika.
Dokazuje
A. Libicky,

professor na Kral. Vinohradech.
(Pokracovdni.)

3. Abychom nyni poznali a oddvodnili véty Casparyho,
sestrojme pfedevsfm tento obrazec: Bodem X (2, , z,, z,) (obr. 3.)
vedme tii piitky k vrcholim trojihelnfka zdkladntho A4 X,
4,X, A, X; prvni z nich sede protéj§{ stranu 4,4, tohoto
trojihelnika v bodé X;, drubd stranu A4, 4, v bodé X, a tieti
stranu 4, 4, v bodé¢ X;. Bodem X, sestrojme pak dvé rovno-
bézky, jednu ke strané A4, 4,, druhou k A, 4,; podobné bodem
X, vedme rovnobéiky ke strandm A4,4,, A4, 4, a bodem X,
rovnobétky k 4,4, a 4;4,. Tim obdrZime na strandch troj-
thelnfka 4, 4, A; novjch Sest bodd; dva z nich, leZfci na strané
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