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0 homogennich soutradnicich
a invariantech v theorii ploch druhého stupné.

Napsal
Eduard Weyr.
(Dokondenti.)

16. Kanonické tvary a jich invarianty.

Za kanonické tvary dvou forem kvadratickych faf” volime
tvary, do nichZ se transformuji, zvolime-li za zdkladny &tyrstén
spoletny obéma plochdm f =0 a f* =0 &tyrstén polarny, t. j.
ctyrstén, jehoZ vrcholy jsou poly protéjsich stén. Vrcholy tohoto
spoleéného polarného Ctyrsténu jsow vrcholy Ctyr kuielovijch ploch
obsaZenych ve svazku ploch

¥4r=o.

Rovnice tato ndlezi kuZelové plo3e, vymizi-li diskriminant
formy Af+ 57, t.j. hovi-li 4 bikvadratické rovnici (29). Ozname4,, ,,
Ay, A, kofeny této rovnice a 2/, z”, 2", x vrcholy ptislusnych
ploch; déle pfipometime, Ze soufadnice vrcholu annullujf vSecky
Ctyfi derivace vyrazu Af-f. Znaéfme-li tedy, za p¥icinou
struénosti, symbolem f («{)) derivaci funkce f dle z, do niz
vloZeny za prom&nné z hodnoty z(), z(), =), 2(*), a ma-li
7 (z{)) vzhledem k funkei £ viznam obdobny, médme linearnd
rovnice

3 @) +7 @) =0,
b f@()) + 1 (25) =0,
b, f@?) 4 f @) =0,
W@ + 1 (@) =0,

v=1,23 4
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z nichZ Fefenfm vychdzejf soufadnice (), «{), &), «{*
vrcholu ().

Budte » a p dv& riznd z Cisel 1, 2, 3, 4 a ndsobme na-
psané rovnice resp. hodnotami z{*), z{*), #{*), 2(*) a setéme vy-
.sledky; tfm obdrifme '

by B2 f @)+ E2(0f @) =0 (h=1,2,3, 9)
‘a-obdobng by ze skupiny étyf rovnic s kofenem iﬂ plynula rovnice
LEED f (@) + Za)f (@) = 0.
Vzhledem k evideﬁtntm rovnostem
Zx#) f () = 2=l f (=),
Za f (a) = 2al) f (a),
méfne odettenfm poslednich dvou rovnic
(b — 4) BaD) f (&) =0,
tedy 2a supposice, Ze Ctyri koremy A jsou vesmés riané,
2.1;;’0 f (wg”)) =0,
nacez z predposledni rovnice:
| 2 £ (@) =0.

Tyto dvé rovnice pravi, Ze kazdé dva z nalezenych Cty¥
vrchold a4/, #”, @, «® jsou vzhledem k obéma ploch4m har-
monicky sdruZeny, a Ze tedy rovina vedend tfemi vrcholy jest po-
ldrnou rovinou étvrtého vzhledem k obéma plochdm danym.

Z poslednfch dvou rovnic odvodme pti libovolném 24
S @)+ @] =0

a konstatujme z této -rovnice, e &tytstén o vrcholech «, 7,
", «® jest poldrnym éty¥sténem vzhledem ku viem plochdm
svazku Af +/ =0.
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Zvolfme-li tento poldrny Ctyrstén, obéma plochdm spoleény,
za zakladny, budou rovnice ploch tvari '

4y, &} A dg@; + age®y + 4y, 25 = 0,
@), 7} + a2} + 4,23+ @@l =03
tot jsou kanonické tvary, do nichZ lze kvadratické formy f a f’
prevésti linearnou transformaci. Invarianty jsou pak
4= a11a22a33a44’ 4 = azxana’ a“,
6 = anazzaasau +anazzadsa44 + 0,0, 0, + ana,,a,,auw
6= allazzuaaa“ +aua22ai aau + al 1a2:a33a“+a1 lanaaaaM?
D = ), ), Agy gy + By, 09,0y + a“ana,,sa“ + anazzaza“u
' +" ananaasau + allaaaaaa 43
Transformaci lze jest& tak voliti, %e v transformované
formé s viecky Ctyfi koefficienty majf hodnotu 1; k tomu stacf
hodnoty Va z, nahraditi novymi proménnymi z,. Tim mdme
kanonické tvary

f =0, @} + agy%; + g7 + a2,  f =& ) + 2 + %,
a invarianty

A = 0105905y By

O = ay30550,, + 010530 + 0118550, + (1 AgaAsgy

D = aya,, + Ay + Aggls3 + €@y - A0y + Gy 0y,

O'=a,, + a; + a5 1+ a,y,

A'=1.

Invarianty 4, @, @, @ jsou nyni nejjednodussi symmetrmké
funkce koefficientli a,y, @qq, g3y @y

17. Invarianty reciprokych forem.
K dvéma formdm kvadratickym

— — :
f= Zanx, e, S = Za,, x,x,

utvoime formy reciproké
1 ~ 1 .
F= "Z Py AMS), gh = 2—' EAM{;',‘ Ek;

tyto maji vzhledem k linearné- transfdrmgci proménnych & si-
. 91- .
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multann{ invarianty, jevici se jakoZto koefficienty pii mocnostech
“A v diskriminantu formy AF 4 F’. PiSeme-li tento diskriminant

O3 + 94° 4 @i* + 4 - 0,
snadno nalezneme, vzhledem k &l. 15,
0= %‘Zi: (AnApAgA,), O = 4% B4 (ALALALAL,
S LN
Y= %k Ij,;i'i = L ZAB,,

9= i ya B (AL ALA AL ) o+ B (A, AL AL

znaéf-li B,, a B, minory determinantd adjungovanych,
B=2X+ (A11A22A33A44)a B = 24 (A, ALALAL).

Vzhledem k rovnicim, z theorie determinant@ znamym *)

B =45 B = &3
B, = d%ay, B,, = %,
An, Ap — 4| %> Ayy
Aps ‘Aza Qygy Uy

a tedy'i rozloZzenim na minory druhého stupné dle véty La-

place-ovy
z i-. (AuAszA;aA:u) =ddx i (all 1“2:“32“22)'

mdme pro hofejs{ invarianty vyrazy

' 1 1
Coe==, =4,
' 1 Vs _ & , 1 , _ @&
@3) =77 A= g7 V=55 Fhatu= g
.
="z

*) Dr. F. J. Studnitka, O determinantech, § 6., anebo Salmon-Fiedler
Vorlesungen tiber die Algebra der linearen Transformationen, 2. vyd.

T8t 39 & 41,
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Tim vyjidteny invarianty reciprokych forem. pomoci in-
variant forem pivednfch. Geometrické appllkace téchto formu]l
nésleduji dole. '

18. Geometricky vyznam vymizeni invarianti dvou ploch
kvadratickych nekuZelovych.

Vymizi-li 4, jest plocha f = 0 kuzelovou, a vymizf-li o’
jest ji plocha f* = 0. Abychom nalezli geometricky vyznam rov-
nosti ® = 0, uvedme nejprve ptipad, v némZ tato rovnost m4
platnost; to stane se tenkrdte, kdy plocha s jest opsdna polérnému
tetraedru plochy f. Zvolime-li tento étyf*sten za zdkladny, budou .
rovnice ploch

= 4] @5 4 a4yl + e, @] =0,
J =2, xz + 20,25 -+ 20 4, %, + 24, 2,05 + 205, 2,7,
+ 2auwsxi

atedy @ =0. A naopak lze ukdzati, Ze p#i @ =0 kaZdy po-
ldrny étyrstén plochy f, jehod tri wvrcholy jsow na plose f/, md:
i@ Ctorty wvrchol na této plose.

Predevdim jest patrno, Ze tii vrcholy lze vidy na plo§e
Jf umistiti. Volfme-Ji totiz vrchol A libovolné na této plose, a je-li
« jeho poldrng rovina vzhledem k ploSe f, nutno druhy vrchol
B voliti na priseéné ¢dfe této roviny s plochou f; je-li pak g8
polarnd rovina bodu B vzhledem k f, nutno poloZiti t¥eti vrchol
C do jednoho z obou bodd, jeZz jsou soutasnd na e« B, f';
étvrty vrchol D polérného ctyrsténu jest pak spoleény bod po-
drnych rovin @, B, y bodi A, B, C. Zvolime-li ABCD za zi-
kladny tetraedr, k némuz formy f a f transformujeme substltucl
o0 modulu D, mdme

=D = 0
B f_— a, @, + ;4 aaax + aw”q v
’f’ - a“ﬁ: + 2u|zx1 Ty + 2a1:!x1 Z3 + M + 2(1“13x4 ’

jelikoZ plocha f” prochdzi tfemi vrcholy A, B, C. AvSak p¥{mym
vyéislenfm nalezneme

6= auanaasau =0,

z tehoz soudime a,, =0, jelikoZ by vymizeni kteréliokoliv
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z prvnfch t¥f faktori mélo v zépéti rovnost o = 0, t. j. plocha
f by byla kuZelovd, proti supposici. Proch4zf tedy plochy viemi
‘étyFmi vrcholy A, B, C, D, jak bylo tvrzeno.

- Reciprokym zpisobem soudfme, Ze rovnost & =0 znadi,
e kaddy poldrny étyrstén plochy f, jeho? tri stény se dotykagi
plochy f', se této plochy i Stortow sténou dotykd.

Obdobné vychazi, e pti @ = 0 plocha f prochdzf étvrtym
vrcholem poldrného &tyrsténu plochy 7, prochdzi-li tfemi, a Ze
pii @ = 0 plocha f se dotykd &tvrté stény poldrného Ctyrsténu
plochy s, dotyka-li se t¥f.

Hotejdf rovnice
@/

1‘)244,

ukazuje, Ze pfi @ =0 jest té% & =0, éfmZ nabyvdme véty:

Je-li plocha f' vepsdna do poldrného (tyrsténu plochy f,
Jest plocha f opsana poldrnému Ctyrstéenu plochy f* a naopak :
pak arci existuje nekoneéné mnozstvi takovych Ctyrsténd, jelikoz
lze t¥i vrcholy, resp. tti stény, do jisté miry voliti.

‘Abychom poznali vyznam vymizeni invariantu @, zvolme
poldrny &tyrstén plochy f za zdkladny, a volme jej mimo to
tak, aby pét z jeho Sesti hran se dotykalo plochy f”. Sestndcti
transforma&nim koefficientim #,, uklddd prvn{ pozadavek Sest
vazeb, totiz

Oy = Qg == Oy = Opg = Uy, = g, = 0;

aby d:ile‘hrana z, = =, =0 se dotykala plochy f, must platiti
roviost
@gyyy — a3, =0,

a obdobné dalf étyry rovnosti vzhledem k dotykdni se hran
o =2,=0; = =2=0; m,.:xsz()_; x, =2, =0.
Pak ‘ale vytislenfm obdrifme
| D = aga,, (0,,8;, — d}%)

A jelikoZ as,, a,, ‘vzhledem k 4 =0 nemohou vymizeti, musi
p{sl @ = 0 platiti.
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‘ ‘ "”2 —_—
A, —a,, =V,

t. j. musi se i Sestd hrana dotykati plochy . A pondvadZ jest
invariant @ vzhledem ku koefficientiim obou ploch symmetricky
utvofen, soudime, e @ =0 md ten vysnam, e kaZdy poldrny
Ctyrstén jedné plochy, jeho pét hran se dotykd druhé, se i 3estou
hranow dotykd druhé plochy. Y

Pii @ =0 jest téz ¢ :—2— =0, a platf tedy reciproky

vyrok, jenZ se vSak v tomto pripade patrné kryje s pivodnim, a,
tudfz nepoddvd Zddné nové véty.

19. Invarianty 4, ©, @, @, 4 tvoFi uplny system in-
varianti forem f a 7, t. j. kaidy invariant jejich lze vyjddFiti
jakoito celistvou a homogenni funkci téchto péti hodnot; a je-
likoz index téchto zdkladnich invariantd jest 2, jest zdrovein
patrno, Ze index kazdého invariantu forem f a f” jest &fslo sudé

Dikaz, jejz lze doslova tak provésti, jak byl poddn u ter-
narnych forem 1. c. str. 98 a ndsl., zistavuji ctendfi; zde stiijtez
toliko dva piiklady, opirajici se o to, co bylo L c. povédéno
0 uzivénf tvard kanonickych.

A. Necht se vyvine vyminka, za kterou lze vytknouti:&tyr--
stén, jehoz vrcholy by prochdzela jedna z dvou danych ploch
druhého stupné, a jehoZ dva pdry proté&jsich hran by leZely
na druhé plose.

Zvolme supponovany ¢tyrstén za zdkladny a pfedpoklé.dejme
ze Ctyry hrany 2z, =0, 2, =0; 2,=0, 2,=0; z, =0,
w,=0; x,=0, % =0 lef na plofe f=0; to vy-
méh4, aby ’ -

a, =da,, =a,, =a,,=a,,=a,,=a,,=a,, =0,
tak Ze rovnice ploch)" S jest

f = 2a,,%2,2, + 2a; 2,0, = 0,
kdeZto rovnice plochy f, opsané zdkladnimu Etyrsténu, je‘st

f= 2“12%% + 20,52, + 2a,,2,%, + 20,87, + 20,,2,,
+ 2a,,4a:8z‘ = 0.
_Vyéislenlm ‘mdme
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o g’ 2, 2
A._a._,,,a“,

0 = 2(a,,a,, — 30, — G1,04,) (2,0, + @) ,ay) ,
. O = 2a,,a,, (@,,0,, + @} ,as),

D = (a3,0y, + a,055)% + 20,,0], (Qpe@yy — A8y, — 0585,);
snadno zjistime, Z%e tedy plat{ mezi napsanymi Ctyfmi inva-
rianty homogenni relace

440D = 0% 840,

to jest hledand vymine¢nd rovnice.
Rovnice
40"9'p = 9’3 4 80?9
vyjadiuje reciprokou vlastnost, t. j. za jejf platnosti existuje
ttyrstén opsany ploSe f, jehoZ dva pdry proté&j§ich hran jsou
na plode f'. '
Z rovnice posledni plyne dle ¢l. 17.
446D — @3 -|-84%@,
&fmZ odvozena véta:

Je-li plocha f vepsdna do ¢tyrsténu, jehod dvéma pdry
protéjsich hran prochdzi plocha f', tu jest plocha f’ opsdna &tyr-
sténu, jehoZ dvéma pdry protéjsich hran prochdzi plocha f.

B. Telna, vedend ze stredw plochy druhého stupné ku kouli
opsané poldrnému Ctyrsténu, md stdlow délku.

“Budi# rovnice centrdlné plochy v pravodhlych soufadnicich

“tedy, po zavédenf soufadnic Hesse-ovych,
f=§+%+%—ﬁ;

rovnice. koule ‘ ‘

- (@—a)+ @—B+ (—9)— ¢* =0,

a tedy po zavedeni ondch soutadnic

= (- wn)  (r,— ) b (a, — ) — o,
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Dle ¢l. 18. jest plocha f” opsdina polarnému Ctyrsténu
plochy f, vymizi-li simultanni invariant @; avSak vyéislenim
nalezdéme

0= | @+ B — ' — @4 )]
a mime tedy

u2+ﬂ2+9}2——()":a2+b2 +cz’
¢fmZz véta dokdzdna.

C. Ve svazku ploch ¢ f” =0 se vyskytuje obecns
jedind, jenZ jest opsdna poldrnym Ctyrsténim dané plochy f = 0.

Aby Af 4 f = 0 hovéla tomuto poZadavku, musf invariant.
© forem f a Af" 4 f” vymizeti, t. j. musi

2 (da,, 4 a;,) A, =0,
¢ili
\Za A, + Zar A, =0,
t. j.
10, + 6, =0,

znatf-li @, a @, obdobny invariant forem f a f’, resp. f a f
Tim jest 4 a tudfz Zddand plocha stanovena. — Hovi-li dvé plochy
svazku, a volime-li je za f” a f’, méme @, =@, =0, a fedy
hovi pak kaZdd plocha svazkw onomwu pofadavku.*)

20. Pripad, kdy diskriminant jedné neb druhé plochy vy-
mizi, jsme dosud vylucovali; piihlednéme nyni i v tomto p¥i-
padu ku geometrickému vyznamu vymizenf simultannich inva-
riantd ploch f=0 a f/ = 0. '

Méjme tedy nejprve 4 =0, t. j. supponujme, Ze plocha
f =0 jest kuZelem; zvolime-li vrchol jeho za zdkladny bod

x, =z, =2, =0,

tu f/ nebude obsahovati proménné z,, t, j. hodnoty a,, a,,
_a,,, a,, vymizeji. Pak nalezneme

*) Dal§i piiklady viz Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Ranmes,
L dft kap. IX.
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—_— o) ' ’ .
@, b a’442‘ i (al 1“’22“33)1

a vymizi tedy @ tenkrdte, kdy bud «,, = 0, t. j. plocha f pro-
chdzf vrcholem kuZele s, aneb kdy

2% (a,,4,,4;5,) =0,

kdy tedy ternarnd forma f” se rozloif na dva linearné faktory,
t. j. kdy kuzel se skliddi z dvou rovin. V obou p¥{padech pro-
chazi plocha f vrcholy poldrnych étyrstént plochy f, jako
v pifpadé, kdy 4’ = 0.

- Stanovme rovnici kuzele, opsaného plose f z bodu
r =@y = aéa =0.
Polérnd rovina tohoto bodu md rovnici

A %y gy Ty + Ay Ty + Ay, 2, = 0,
znacf tedy

A’f — (a2, + a24w2.+ g, %g + a44m4)2 =0

plochu druhého stupné, dotykajici se plochy f podél kuzelo-
setky, v nfz ji poldrnd rovina protind; ucinfme-li specialné
A = a,,, neobsahuje posledn{ rovnice proménné x, a ndlezf tudiz
fetenému kuzeli, jakoZ i pffmo plyne tim, Ze kuZelové ploSe
musf hovéti soufadnice vrcholu 0, 0, 0, z,. Pifeme-li rovnici tak
nalezeného kuzele ve tvaru

Sayxnra, = 0, hk=1,2,3; eu= am),
mame :
— 3 —
Gy = 0Oy — Ay Cp == Qyalyy — A1y Qoyy
— 3 —
Cgp = Qgglyy — Ggy "y 3 = Gyglyy — Oy Uy
—_ " . ,
gy = Oglyy — O34y Gy == Ggplyy — QyyUgy -

“a vyéislenim shleddéme
@ = % (a'zza'aa —'T_q‘zsa) + LY (@, ,— a':na)
+ o‘ss (al xa22 - al 22) + 2“23 (al zala - al 1az:l) :
+ 2“31 (azsaln - azzaax) + 2“12 (al:naaz ';aaaal 2)'

- To jest ale simultannf invariant ternarnych forem (1. c. str.
82. viraz @) ‘
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‘ ! — € . ‘ — ‘ ° —
Za,23, Zeyme, (b k=1, 2,3; a,=a, e,=ea),

a vymizenf jeho md ten vyznam, Ze kuZel dotyény prochdzf
hranami poldrnych trojhrantét kuZele daného f.
Obdobné nalezneme

4,0 = @, (e85, — @p3%) + @, (g0, — %)
N ‘ ‘
T @y, (0,0 — @ ®) 4 2a;, (@50, — 00,57
+ 2a;, (¢y50y, — typtty,) + 20, (05,05, — g0 ,),

coZz opét jest simultann{ invariant napsanych ternarnych forem
(l. c. vjraz ®); mé tedy vymizenf invariantu @ nynf ten vyznam,
7e dany kuZel f’ prochdzi polarnymi trojhrany kuZele opsaného
z jeho vrcholu ploge f.

Rozlozi-li se dany kuzel f* na dvé roviny, tu, jakoZz jsme
jiz vytkli,

4'=0, @ =0.

Zvolime-li tyto dvé roviny za zdkladni roviny z, =0

xz, = 0, mdme _
J =2a\ 2,7,
a tedy
D = a,,” (a5, — ag50y,).

Vymiz{ tedy @ jen pii a,,*— az,a,, =0, t. j. tenkrite,
kdy prisetnice onéch dvou rovin se dotykd plochy f. —- Dile
nalezdme

® =24, A,

a vymizen{ invariantu ® m4 ten vyznam, Ze dané dvé roviny
jsou harmonicky sdruZeny vzhledem k ploSe f. Skutetné md
. pol roviny @, = O soutadnice A, : A,,:A,; 1A, a zapadd tudfz
do roviny x, = O p¥i A,, = 0. Plati-li sou¢asné rovnosti @ = 0,
® =0, pak jsou dané roviny vzhledem k f sdruZeny a mimo
to jest jejich prisednice te¢nou této plochy, t. j. jedna se dotykd
plochy f a druhd prochdz{ bodem dotyénym.

Kterak vyjddiime invariantivny fakt, Ze obé roviny z; = 0
a x, =0, z nichZ se sklddd plocha f, se dotykaji plochy f?
Oznatme vrcholy zdkladného &Etyrsténu I, II, III, IV a polozme
bod II do dotyéného bodu roviny @, =0, a bod I do doty¢-
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ného bodu roviny z, = 0; ddle budte za hrany I, III a I, IV
zvoleny plosné primky plochy f v roviné I, III, IV poloZené,
a za hrany II, III a II, IV jeji plosné pifmky v roving II,
III, IV. Pak patrné mdme

_ f=2a,x,x, + 2a,,2,2,, J = 2a) ,xx,,
a tedy

4 = a,,%a,,% 0 = 24’ ,a,,a,,% D = a,,%,,?
z. ¢ehoZz homogenni relaci
0 = 44D,

vyjadiujicf obecné fakt vytceny.
V dal§fm specialném pifpadé kdy plocha f se redukuje na
dvojndsobnou rovinu, mdme, zvolice tuto rovinu za x, = 0,

f =a,%,
a. tedy
4 =0, =0,  @&=0, ® —=a\ A,

tak Ze ® — O m4 ten vyznam, Ze se ona rovina dotykd plochy f.

Jsou-li koneéné ob& dané plochy f a s plochami kuZelo-

vymi, méme 4 =0, 4 = 0; polozfme-li zdkladny bod III do

vreholu kuzele f a zdkladny bod IV do vrcholu kuZele f/, mdme
» Ay = Qg = Gg3 = Oy = 0,

—_— eyt
a4l - a42 - a43 - a44 - O')

a vlecky Au jsou nullami aZ na Ay, a vSecky A, aZ na A,,.
Tim nalézéme ® — a;,A,, a tudiz vymiz{ @, kdyz bud a;, =0,
t. j. kdy KkuZel /' prochdz{ vrcholem kuZele f, aneb kdyZ A,;, = 0,
t. j. kdyz se f rozloZf na dvé roviny. Obdobng @ = 0 m4 bud
ten vyznam, Ze f prochdz{ vrcholem kuZele f’, aneb Ze se f
rozlozf na dvé roviny. Vyznam vymizeni invariantu @ potrvd,
t. j. pak existuji poldrné trojhrany jednoho kuzele, Je_]lchZ hrany

se dotykaji druhého.

Je-li specialng f kuZel a f system dvou rovin, pak dle
pfedchozf tvahy 4 =0, &4’ = 0, @ =0, a @ vymizi, je-li vrchol
kuZele na f’, t. j. na jedné z obou rovin, @ pak vymizi, doty-
ké-li se priisetnice obou rovin kuzele f.



Skladd-li se jak f tak £ z dvou rovin, vymizf patrnd A,
d, @, @; @ pak tenkrdte, prochdzeji-li vSecky ctyry roviny
jednfi bodem, jakoZ snadno plyne, zvoli-li se tii z nich za roviny
zdkladné.

21. Simultanni kontravarianty forem 7 a f.

Prévé tak jako diskriminant formy Af 4 f vedl k simul-
tannim invariantim forem f a f’, vede kontravariant o, v &L
14. vytéeny, utvoieny pro formu if + f k simultannfm kont.la-
variantim forem f a f*.

Oznatime-li kontravariant (20) formy f=— Zauwx,z: zpl-
sobem uréitéjsim pomoci symbolu & (au, £), jest & (Aaw + ay,, &)

kontravariantem formy Af-ff, t. j. mdme pt¥i libovolném 4
0 (M + o €) = D6 (Aane + )y, £)

transformujf-li se proménné £ transponovanou substituci (28).
7 této rovnice soudime, Ze poloZime-li

G (A~ @y §) = 623 4 A2 4 vd + @,

hodnoty @, 7, v/, ¢’ jsou kontravarianty o indexu 2; hodnota
o jest oviem kontravariant (20) formy f, a ¢’ tyz kontravariant
pro formu f, kdezto z, ¢’ jsou simultannimi kontravarianty
obou forem.

V pifciné vycisleni kontravarianti z a 7z’ podotknéme, Ze

, [06 (Aane ~+ @y, §)] '
v= o4 di=0"

o I:O”d (e + dl g,]
v = VE 1=0"

iz
Dy, @y Gy, G &
aZU a’“, a;:n alzn gn
(39 T = Ay, Gy Gy, Ay, & | atd
Gypy @yny By Boas &4

O’ §2 k) §3$ 54 )

kde zkratka atd. znadi soudet obdobnjch dalsich trf deter-
minantiv, a
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ul],’ (ll'.” al 29 a]‘), gl
Agpy Gggy @y @ 241 &,
— 4
(35) T= asl' a32’ aﬂﬂ’ .94’ ga + atd"

‘ ‘
Ay Qg Aoy A4y, &

0; Oa gg, §43 0

kde zkratka atd. znalf soulet obdobnych péti determinanti.
Rozvineme-li tyto determinanty dle elementi poslednich f4dkd,
vidime ihned, Ze z a z’ jsou kvadratické v proménnych & a ku-
bické v koefficientech auw a a; as. jest z kvadratické vzhledem
k hodnotdm an: a linearné vzhledem k «;,, kdezto ¢’ jest line-
arné v hodnotdch ax a kvadratické v hodnotich a),.

Ostatné lze kontravarianty o, v, v’, ¢’ pomoci operaci (1.
c. str. 95.)

s 8 P bt 5

+£;'§1 54 + 3_22; 5253 + 52‘;&254 + 5‘2; §8§4 ]

F’—-——§’+ s §3§4,

vyvodits 2 invariantis forem f a f; vskutku lze snadno zverifi-
kovati, ze plati rovnosti

rey=—ez, r@®y=—c, @)=—c¢', I'®)=—
re)=-—rv, I (@) =—

Potftdme-li kontravarianty o, v, ¢/, ¢’ pro kanonické tvary

J= a2} + a,x) + a,2) + a,xi, =+ 2+ ) + i,
snadno nalezneme

— 0 = a,4,048; + @a,0,8; + a,a,0,87 + a,a,a487,
—o =&+ &+ &+ & :
— v = (0,84 + @y, + a5a,) &} + (0,05 + 0,0, + a5a,) £, v
(36) + (a,0, + aya, + a,a,) &} 4 (2,8, + 0,05 + a,a.)E5,
—v=(q+a+ )& +(a, + a5 +a) €,
+ (a, +a, +a,) & + (a, + a, + a5) &
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| Ka%dy kontravariant forem f a f, jenZ v proménnjch §&
Jest kvadraticky, lze poloditi do tvaru

A6 + Bz + Cv’ + Do,

v némé A, B, C, D jsou tnvarianty téhoi indexu. Lze totiz
jako 1. c. pag. 102, ukdzati, Ze takovy kontravariant mize pfi
kanonickych formdch f a f* obsahovati pouze étverce proménnych
&, a tyto pak lze feSenim poslednich &tyr rovnic vyjadtiti kontra-
varianty o, 7, v, ¢’ a t. linearné.

~ Priblfzejfce ke kanonickym tvarim vidfme, ze kvadraticky
kontravariant obsahuje pouze Utverce proménnych £ t. j, Ze
repraesentuje, poloZen rovnym nulle, plochu druhé tridy, je? s da-
nymi plochame md spolecny Ctyrstén polarny.

22. Geometricky vyznam vymizeni zakladnich kontra-
varianti.
Rovnice ¢ = 0 vyjadtuje, Ze rovina § se dotykd plochy f
a rovnice ¢’ =0, Ze se dotykd plochy f.
Pravi tedy rovnice
oA+ tA*4-v'A 4 0" =0,

ze se rovina £ dotyki plochy Af-f = 0; z toho patrno, ze
se dané roviny £ dotykajf ¢4 plochy svazku if 4 f* = 0, a sice
ty, jez pifsludf kofenim A napsané rovnice. Pro tyto plochy se
priseénd jich &dira s rovinou £ sklddd ze dvou pifmek, z ¢ehoZ
lze predvidati, Ze levd strana poslednf rovnice jest as faktorem
v diskriminantu kuZelosecky

lf‘*‘ =0, &, @A+ &y + Egmy + £, =0,

aneb jednodufeji feteno, Ze ¢ bude as faktorem diskriminantu
kuZeloseéky

f: 0, i, + &y + gy + Ee, = 0.
A skuteéné, supponujeme-li f v kanonickém tvaru

a2} + a,2; + 75 4 a,xl,

obdrzime eliminac{ 2, z poslednfch dvou rovnic formu ternarnou

&, (ax] + 4,2 +a,x;) + a, 6.z, + &, + &2,)" =0,
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jejiz diskriminant jest
&) (a,a50,8) + aya,a0. 8] + a,0,0,80 - a,a,a,87),
t. j. — &io; pfi CemZ ovSem supponujeme, Ze £, nemizf.
Je-li f= Zawmzizs obecnd forma a eliminujeme-li z rovnice
f=0, &, + £y + €@y + £, =0
proménnou z,, obdrZime ternarnou formu
BT & (anx) - - - A 2a557,75) + ay, (E12, + £, + £25)°
— £, Qa, v, + 20,2, + 20,,7,) (§2, + §3, + £35) =0,

rovnici kuZele promitajictho ze zdkladnfho bodu IV kuZelosetku
spoletnou plofe f a rovind §&; snadno lze zverifikovati, Ze
diskriminant této formy jest opét — &e.

Plocha f* =0 vede obdobné k ternarné formé
(38) & (@)@ + ...+ 20, mym) £ @), (612 1 6,7, + E32y)”
— &, a2, + 24,7, -+ 2a;,2,) (£,2, + &, +£%,) = 0.

Invarianty téchto dvou ternarnych forem jsou koefficienty
pfi mocnostech A v diskriminantu formy

El(ay +a)) 27 +. .+ 2 (Rags 1 d,) B3],
t. J. v hodnoté — &l@isis, Cili v hodnoté
— & (oA H A+ vd + o).

Znaif tedy 6 = 0, Ze se ¢dra f = 0, Zéx = 0 rozlozi na dvé
pHmky, a ¢/ =0, e se &dra f’ =0, Zéx =0 rozlozl na dvé
ptimky; ddle v = 0, Ze druhd édra jest opsdna polarnym troj-
thelnikim proni, a v = 0, Ze proni jest opsdna poldrnym troj-
vhelnikim druhé (1. c. str. 89.).

Rovina £ se dotykd priseiné cary ploch f=0 a f =0,
kdyZz se ob& ¢dry dotykajf, t. j. kdyz se dotykaji kuzele (37)
a (38); to se stane tenkrdte, kdy rovnice

oA+t 4-vAi 40 =0
md dva stejné kofeny 4, t. j. kdyz vymizi jeji diskriminant
39) 480t — %) (36r’ — %) — (966" —17'): = 0.
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Tot tedy rovnice prisecné ¢dry ploch f a f” v soufadnicich
&: proménné £ do nf vchdzeji v 8. stupni, a jest tedy bikvadra-
tickd Cdra, spolecnd dvéma plochdm druhého stupné, osmé tridy.

TdZeme-li se po obalujici plofe vSech rovin &, jez proti-
naji plochy f a f* v takovych kuzeloseékdch, Ze lze opsati
prvnf trojihelnik, jenz jest druhé vepsdn, tedy mdme dle L. c.
pag. 91. vyminku

(— &) =4 (—E&l0) (— &),
t. j. jelikoz & = 0,
72 = 4o’

jakozto rovnici Zddané plochy obalujici.

23. Kovarianty forem f a f".

Znatfme-li stdle literami Awm, A;, winory diskriminantd
a 4’ kvadratickych forem

J = Zamx,x, S = Za,xnwy
pak jsou
(40) —o=ZAubsb =0, —o' =ZA bk =0,

rovnice tychz ploch v souiadnicich roviny. Obéma rovnicemi

(89) jest stanovena rozvinutelnd plocha, opsand vSem plochdm
soustavy ‘

(41) AZAukab + ZA 88 = 0.

Rovnice plochy (41) v soufadnicich « jest dle ¢&l. 12.
| AA, AL, A, A, AA A, A+ A, @
My AL, AAy AL, Mg+ AL, AA, AL, 2, )
(42)| AAg + AL, AAg, - Al A+ A, Ay AL 2 | =0
lA“ + A‘an }’Am + A‘-lzs A'Aw —I_ Ala:n AAM + A‘“'l x4

Xy Lgy L3y %, 0,
¢ili, sefadime-li dle mocnosti hodnoty 2,
K3+ K3+ K,i+ K, = 0.

Koteny 4 této rovnice pfi danych hodnotdch w,, ,, z,, z, po-
dévajf ony tii plochy soustavy (41), jeZ prochdzejf bodem z.
10
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Transformujeme-li linearnou substituc{ hodnoty x, na gz, ¢iwmz
£, am Au... prejdon na £,, aum, Au,... piejde plocha (41)
patrné na plochu
lz"&hk—gh £+ EX;:k—éh-gh =0.
a mé tedy rovmce (41) utvotend s hodnotami transformovanymi
Au, A;.k, @ tytéz t¥i kofeny 4 jako rovnice (42). Z toho sou-
dime, Ze plati proporce
K,:K,:K,: K, =K, :K,:K : K,

AvSak snadno nahlédneme, Ze hodnoty K, a K, jsou — A%f
a —2%" a %e hodnoty K,, K,, obsahuji faktora o resp. &
tak Ze lze psdti :

Ks:—daf) Kz:—-AT, K1 =—4JaT, Kf):—A,zf”
a ovSem

K,=—2f, K,= — 4T, K, =— 2T, K

Jelikoz ale

= j,'“’/’.

F=f, A=, f=f =D,

soudime z pbsledni proparce, Ze vSecky &tyry hodnoty K, K,
K,, K, jsou kovarianty indexu 4, aneb Zze hodnoty T,T’ jsou
kovarianty indexw 2 forem f a f°.

Abychom naznadeny tvar vyrazit K zjistili, uvazme, ze K,
je determinant, v néjz (42) ptejde, nahradimeli hodnoty AN+ Al
hodnotami Au; na zdkladé rovnice (23) pak soudime, Ze

K3 = — 2()\],1, Tn Xy,
znaé¢fme-li dy,minor determinantu 0 adjungovaného k ~:
0=2Z4 (A, Ay, Ay A

Aviak dle zndmé véty plati rovnost d‘;.,a = Aan, , ¢m
skutetn&
_ Ka=— 2% Z au 21 0 = — 47,
- obdobns " :
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K” — d’zza;lk X, Xp — — Zldf'/.

Dile nalezneme, prdvé tak jako v ¢l. 21., Ze

‘ ’ 1
Aln Alza Ax:n AH’ ml

' Ay Ay Ay Ay, 2,
K2: A‘:u? A:)za Au:n A'347 xa + a‘td'
A;H A;‘H Aqs’ A447 mi

z, x, 0, 0, 0

kde skratka atd. znac¢i soucet obdobnych determinantd. Rozlo-
Zimeli prvnf determinant dle ¢tyfélennych determinantii, utvofenych
z elementl tiettho a C¢tvrtého sloupce, a obdobné ostatni deter-
minanty, jest patrno, Ze kazdy ¢len v K, obsahuje jakozto faktor
¢tyrélenny minor determinantu J'; takovy minor se ale rovnd
souéinu z 4 a prifadéného ¢tyrélenného minoru tohoto deter-
minantu &mz dokdzdno, Ze vyraz K, méd tvar — 4T, kde T znaéf
racionalnou celistvou a homogenni funkci jak koncefficicenti
@ @', tak proménnych x. Obdobné plyne tvar — 41" pro K,.
Pro kanonické tvary mime

f=ax] +ajxl 4 awt Ham, )t ff =2t 4w et
T=a,(a+ a,+a)2* + a,(a, + a; + @) z,°
+a; (a, +ay +a,) r,° a, + (a, + a, + a,) 2,
(43) T =a, (a,0, + a0, + ay0) 2,* + a, (a,d; 1 a0,
+ aya) 2" + ay (a,0, + a,a, + a,a,) 25
+ a, (a0, + a,a, + a,a,) 2,°.
Kasdy kvadraticky kovariant forem f a f' lze poloiti do
tvaru
Af + BT + BT + A77,
vnémé A, A’, B, B, jsou invarianty a s. posledni dva o indexu
0 dvé jednotky vy3sim, neZ proni dva. Lze totiz tymZ zplsobem,
jako 1. c. pag. 100 ukdzati, Ze takovy kovariant miZe obsa-
hovati toliko &¢tverce proménnych z, vychdzime-li z forem kano-
nickych; Fesenfm poslednich ¢tyr rovnic (43) lze vSak x.°, z,°,
z,®, x,*, vyjadtiti lianearné pomoct f, 7/, T, T’ '
Piihlfzejice ke tvartm kanonickym, vidime, Zze kvadraticky
kovariant, poloen roven nulle, repraesentuje plochu druhého stupné,
je& md s danymi plochami f a f° spolecnyj poldrny Ctyrstén.
: 10*



140

24. -Geometricky vyznam kovariantd T a T, jich nahra-
zeni reciprokymi polarami danych ploch.

Rovaice
ZAmbnkr =0, 2236, =0

repraesentuji kuZel opsany z daného bodu x plofe f. Eliminu-
jeme-li z obou soufadnici &, — pii CemZ ovSem piedpokldddme
2, = 0 — obdri{fme ternarnou formu hodnot §,, £,, £,, jeZ reprae-
sentuje stopu onoho kuZele na zdkladnf roviné I II IIL; obdobné
elimiacf £, z rovnic

Z A8 E=0, Zo =0

obdrzime druhou ternarnou formu. Tak jako v ¢&l. 22. soudime
opét, Zze invarianty t&chto dvou ternarnych forem jsou
—z Ky —2,°K,, —2,°K, —2,* K,
t. j.
— A, —a AT, — ] AT, —x A4

Kovnice T =0 charakterisuje tedy body x, & nichi kuiele
plockdm f a f opsané maji tu vlastnost, Ze proni prochdzi polar-
nymi trojhrany druhého, a T = O jest geometrickym mistem vr-
cholt opsanych kuseli, z nichZ druhy prochdsi polarnymi troj-
hrany proniho.- .

Oba opsané kuzele se dotykaji, t. j. bod x se nalézd na roz-
vinutelné plose obéma plochdm f a f° opsané, mé-li rovnice (41)
dva stejné kofeny 4, t. j. ma-li rovnice

—x,t (APdPf 4 B2AT + AT + 2%) = 0
dva stejné koteny 4. To vymdhd vymizenf jejtho diskriminantu

4 3L AT — a'*17%) (BA*f AT — A*T?) — (Ya*f a2’
— ATa'T")*=0,

aneb, krdtime-li faktorem 4% .
C18ALFTT T2 — 27 LA ffr: — 4 AFTS— 4 4f TP = 0;

tato rovnice ukazuje, Ze rozvinutelnd plocha jest stupné osmého,
-a e ovSem jest kovariantivnou plochou danych ploch f a f.
Jakozto pifklad k ivaze ¢lanku piedchozfho stanovme
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reciprokou polaru plochy f vzhledem k f’, t. j. geometrické misto
poli viech tetnych rovin plochy f vzatych vzhledem k f”; plocha
-takto vytCend bude patrné kovariantivnd, a jsouc druhého stupns,
bude ji lze vyjadtiti kovarianty f, f, T, T".

Vyjdeme-li z kanonickych tvari (42), jest rovnice plochy f
v soufadnicfch roviny:

a, 0,0, 8" +a, a0, 8" +a,a,a,8" +a,a,0,8," =0.

Pol « roviny £ vzhledem k f” m4 soufadnice 2y — &, a hov
tudiz tento pol rovnici

S=a,0,0,2"+ta,a;0,2,° +a a, ax} +-a, a, a, 2,* = 0.
Vzhledem k (42) snadno zverifikujeme, Ze plat{ totoZnost

S=(a,a, @y + @ ay +a, 0, 8, + a, a, a,)
(x12+w2z+x32+w42)'—‘T’5
t. j.
(44) S=6f—-T.

Vyraz @f" — T’ jest patrné kovariant indexu 2, a poloZen roven
nulle repraesentuje onu reciprokou polaru. Obdobné vyraz

(45) S = @f—T

polozen roven nulle repraesentuje poldrnou plochu plochy f*
vzhledem k f vzatou.
Ponévadz
T=0f—§, T =6f—S,

mizeme kovarianty T a T’ nahraditi novym{ kovarianty S a &,
a tedy kazdy kvadraticky kovariant forem f a f” vyjddfiti hod-
notami f, 77, S, §.

Z napsanych rovnic jest patrno, ze jednak plochy f, T, &,
jinak tfi plochy /7, T/, S maji spoledny pronik. '

25. Transformace dvou kvaternarnych kvadratickych
forem do tvari kanonickych jest opét jednou z hlavnich appli-
kaci piedchozich avah o kovariantech a o kontravariantech.

- Prejdou-li dané formy

f=Zanx,ap, =2 a1, %1 Tk
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linearnou transformacf o modulu D do kanonickych tvari

f: ‘71_1_;“'12:"‘_122;_22 _{"6_33 52: ‘_*" 544 542,
f=2"+=z"+ 2"+

prejde p¥i libovolném 4 forma f — Af do f— if’, obdrzime tedy

diskriminant ; druhé formy tfm, Ze ndsobfme Ctvercem modulu

diskriminant formy prvni, t. j.

(0, —4) (0, —4) (a,—4) (@, — ) = D* | @ — Aaj)

Z toho patrno, Ze koefficienty am jsou kofeny bikvadratické

rovnice
[a;.k — A‘M' =0.

Utvoifme-li nyni pro kanonické tvary £, /" dle rovnic (42) kova-
rianty T, T, Ize feSenfm téchto rovnic dle z,?, 2% 2, z,* tyto
ttverce vyjadtiti pomoci hodnot 7, 77, T, T, am, t.j. pomoci hodnot
£,F, DT, DT, aw, jez jsou vesmés zndmy, jelikoz vzhledem
k diskriminantu formy f* méme
1
D2 =1, D?= R
Nalezené vykazy pro % x,° «,’,»,® se museji oviem
praesentovati jakoZto plné Etverce linearnych funkei soutadnic x,
jeZ staéf odmocniti, aby se objevily Zddané transformaénf formule.
Téhoz cfle dojdeme pomocf kontravarianti. Dle formulf
(36) lze toti# hodnoty &7 8,5 &0 E,* vyjadiiti pomocf hodnot ¢
o', T, Ty U b j- pomoci hodnot DZ%e, D%¢’, D%, D%z, a;.; vyrazy
ty budou opét dplnymi &tverci linearnych funkei hodnot £, jichZ
odmocnénim nabyvdme transformaénich formuli, pfevddéjicich
¥ do & Tim opét nalezena transformace, jeZ previdf f a f do

kanonickych tvard.
Piislusné formule pro jich rozvld&nost sem neklademe.

26 Jacobi-ho kovariant a kontravariant.
- Tak jako 1. c. pag. 113 lze i zde ukdzati, Ze Jacobi-ho
determinant &tyi forem f /5 1”5 1"y o ttyrech proménnych o,

11,‘2, Xgy 11'“ -
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J:2+(_"I°_f_'£9ﬁ”)

— 0z, %, dx, Oz,

jest kovariantem indexu 1. Jsou-li f, 7', f”, " formy kvadratické,
tu t. z. plocha Jacobi-ho J = 0 patrné jest geometrickym mistem
bodi x, jejichZ poldrné roviny, vzhledem k plochdm f =0, f' =0,
f” =o, f” = o stanovené, prochdzeji jednim bodem. V piipads,
kdy tyto &tyry plochy majf spoleény polarny cétyrstén a kdy
tedy lze pfedpoklddati

f=Zanm?, f=Za,x’ ff=2Zax’ [f"=2Za; x’,
snadno nalezneme
J =16, x, 2, x, T+ (a,a’,a";a,""),

tak ze plocha Jacobi-ho v tomto p¥ipadu se sklddd ze étyi stén
spolecného Ctyrsténu poldrného.

Zvolime-li za Ctyfi plochy dvé libovolné plochy f, £, a ko-
variantivné plochy T =0, T’ =0, obdrZime p¥i kanonickych
tvarech (43) Jacobi-ho kovariant

J =16 (a, — @) (a, — ay) (a, — a,) (a, — a;) (@, —a, (a; - @)
X, Xy Ty Xy

Jako 1. c. pag. 115 plyne i zde, Z¢ kaZdy kovariant forem
f a f lee vyjddiiti jakosto racionalnow, celistvou funkct o inva-
riantivnych koefficientech vyrazic f a f a kovariants T, T, J.
Je-li index daného Kkovariantu ¢islo sudé, lze jej vyjadFiti jiz
pomoci £, f, T, T, je-li ale éislem lichym, lze jej poloZiti do
tvaru JL, a L znaéf kovariant o indexu sudém.

Tak na pt. jest Ctverec J* kovariant o indexu 2, a lze -
jej tudiz vyjadtiti racionalné pomoef £, f* T, T’ invariantd 4, o,
0, @, @; pifslusny vyraz jest v Salmon-Fiedler, Analytische
Geometrie des Raumes, 1. dfl (2. vyddn{) na str 292. poddn. Zcela
obdobné vychdzi, Ze kaddy kontravariant kvadratickych forem
faf lee vyjddriti jakoto racionalnow fumkci kontraveriants a,
@', v, T ajich funkcionalného determinantu 1, o invariantivnych
koefficientech. Je-li index kontravariantu &fslo sudé, lze jej vyjé-
dfiti pomoci e, 7, ¢, ¢, je-li ale liché, md nutné tvar IL,
v némz L znalf kontravariant o indexu sudém. Jacobi-ho kon-
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travariant I, utvoteny z vyrazd o, ¢’, 7, v, md index 7, jako%
snadno zpisobem 1. ¢. pag. 117 vyloZenym vychdzi, a redukuje
se v pripadé kanonickjch forem f, 7 v podstaté na soudin
¢ & & &, tak Zerovnice I = O repraesentuje vrcholy spoletného
poldrného étyrsténu danych ploch.

Poukazuje v pif¢iné dal§ich piikladiv a applikaci na cit.
.dflo Salmon Fiedlerovo, zlstavuji obdobné uvahy o smienych
formgch dob8 pozdéjsi.

Pirispévek ku stanoveni stredit krivosti traje-
ktorii vytvorenych pri pohybu neproménného
utvaru rovinného v jeho roviné.

Napsal
BedFich Prochazka.

professor na realce I<arlinskeé

Ve ¢lanku: ,0 jistém druhu kiivek, uvefejnéném ve IV.
¢isle XXIV. roéniku tohoto éasopisu, pouzil jsem p¥i sestro-
jovani stfedu kiivosti konstrukce, které se d4 s prospéchem
uziti také pti ¢rochoiddch, a jelikoZ lze kazdy pohyb nepromén-
ného ttvaru rovinného v jeho roviné se Sinouctho poklidati za
pohyb kotdlent, také pri trajektoriich vytvorengjch body libovolné
se pohybugiciho neproménného dtvaru rovinného.

1. Kotdli-li se kfivka A, nalézajict se v pohybujici se ro-
viné A, po kiivee K, leZfcf v roviné M, kterdZz svou polohu ne-
ménf, pak mizZeme poklddati tento pohyb za pohyb forny a sou-
" dasny pohyb posurny kiivky 4 po kiivee K, pti nichZ se rovnd
oblouk, kterym se ona kfivka tte, oblouku této kfivky, po kterém
se posouvd. Ndsledkem soucasnych téchto dvou pohybd, které
v kazdém okamziku jsou vlastné pohyby otdcenf kol stfedd ki-
vosti 'o a % kfivek 4 a K, zistane bod jejich dotyku s v po-
loze stilsé a bude okamzitym stfedem otdfenf, kterym prochd-
zejl normaly trochoid vytvofenych body hybné roviny.

' Zvoltme-li pfi posouvani k¥ivky 4 dhlovou rychlost ot4-
denf kol sttedu %0 za jednotku, pak predstavuje vzdilenost aZ
jakéhokoliv bodu a, ndlezejictho pohybujici se roviné A, od
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