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Lemniskata.
Podé4va Vaclav Hiibner, 8kol. rada na Kril. Vinohradech.

Geometrickfm mistem bodd, jez maji od dvou pevnych
bodd stily soulet nebo rozdil nebo podil vzdélenosti jest — jak
znémo — pofadem ellipsa, hyperbola a kruZnice. Zbyvd jesté
pifpad: Co jest geometrickjm mistem bodd majicich stily soutin
vzdédlenosti od pevnych dvou bodi? Hledané misto geometrické
jest kiivka Cassiniho, kterd ve zvld§tnim piipadé, kdyz stdly
soutin rovnd se &tverci poloviéni vzddlenosti obou pevnych bodd,
sluje kiivka lemniskata.

Rovnice lemniskaty.

Spustime-li ze stfedu rovnoosé hyperboly kolmice na teény
této kiivky, jest geometrickym mistem pat téchto kolmic
lemniskata.

Rovnice hyperboly rovnoosé jest — jak zndmo —

z? — y? = a¥;
rovnice teény hyperboly jest

xx, — Yy, = a* ey
(x;, y, soufadnice bodu doty¢ného), smérnice teiny

A:ﬁ.
Y

Rovnice pifmky jdouci stfedem hyperboly kolmo na jeji teinu
jest
y=—-"-x. @)
Stanovime-li soutadnice bodu dotyéného, jez hovi rovnici
2] —y: = a?
1 1

z rovnic (1) a (2), obdrzime

2
sr:1:—-'yﬁ a acl_:a———+yy‘,
Y x
prodez
ne__at+ yy, a’y

vy s ChT T
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Obdobné jest
a’x
z* 4y

a hledand rovnice geometrického mista jest

r, =

a4w‘2 a4y'2
EF T @+ o
@+ ) +at(y? — o) =0

rovnice stupné &tvrtého. Je-li vzdédlenost pévny"ch bodd od po-
tatku ¢, — ¢, jest tato vzdalenost

_ad/2 —a\2
‘=T T

—_— 2
—=a?

nebo

(polovina thlopii¢ny &tverce sestrojeného nad osou a) a hledany
soutin vzddlenosti lib. bodu od pevnych bodi jest

\/(w—a—\/2—§)2+ y* . \/( Vg) + y’—yg

@+ y")* + a® (y* — 27) =0.
Lemniskata jest geometrickfm mistem vrchold trojihel-

nfkd, jejichz jedna strana jest stdld a souéin druhych dvou
stran jest roven j Ctverci stdlé strany (zdkladny). .

t. j.

Ze sestrojeni jest patrno, ze potdtek jest dvojnym bodem
lemniskaty a asymptoty hyperboly jsou tefnami lemniskaty
v tomto bodé dvojném a stoji na sob& kolmo. S kladnym smé-
rem osy X-ové sviraji Ghly 45° a 135°

Dvojny tento bod sluje uzlem kfivky. Tvar lemniskaty
jest lezatd osmitka (znak nekone(,nostl)

Lemniskatu obdrZime téz na plofe anuloidu kruhového
(ploSe okruhové) — ploSe stupné &tvrtého, kterou vytvoii kruiz-
nice, otdlf-li se kol p¥imky o, kterd lezf v roviné kiivky tvofici,
ale s osou bodu spoletného nemd. Sele-li osa kruZnici, t. j.
otati-li se kolem selny sifedem neprochdzejici, vznikne melo-
noid kruhovy.
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Rovina ¢, kterd protind plochu, budiz kolmd k obdma pri-
métndm a zdroveil rovinou tenou k této ploSe v bodé 0. Osa

O:  §22,

A
Obr. 1.

otdlent o | s, vzddlenost o od o rovna @ a r velikost poloméru

tvoifcf kruznice. . C

Sklopfme-li vznikly fez do primétny druhé, objevi se ndm

Pravy tvar kiivky. Libovolny bod M (M, M,) ktivky prisetné

budiz na kruznici o poloméru a 4 6 (¢ = vzddlenosti bodu M’
8
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od ¢,). Potitek soustavy soufadnic (Y, Z) poloZen do bodu O, ,,
0sa Z == gq, soufadnice bodu M; budteZ y, z. Z obrazce jest
zjevno, %e pro bod M' plati rovnice

2t=rt— (6 —r)"
a vedle toho

y? =4 (2a + 9)
(z prvnfho primétu). Jest tudiz

v 4 2 =25 (a4 1),

7 &ehoZ
PR e ol
2@ F7r)’
ze druhé rovnice jest téz
0=—a+ V“T:i‘_-3721
protez
CRNIY y* +__z_g_
Vet =30
a
Y+ 2
< 2 —
+Var £yt = a+2(a+r)
&ili

j_—2(a+r)Va“—|—y“=2a(a+r)+y’+z".

Povysime-li tuto rovnici na druhou a patfitné ji zjednoduiime,
obdrzime

W+ —4r @ty +da@d =0
rovnici kiivky priseéné — jeZ jest stupné &tvrtého.
Je-li a = r, piejde rovnice ve tvar
(v* +22)’+8r“(29-—y)“0
rovnice lemmskaty

Vzdélenost pevnjych bodd od potitku Oy, jest = = 2r
a délka poloosy = 2r\/2.
Zavedeme-li soufadnice poldrni ¢, @, jest pro bod

My...y=—ocosp, 2=psing
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a tudiz

(02 cos® @ }- 0? sin® @) = 8r? (o2 cos? ¢ — o? sint® ),
¢l '
0t = 8r%?% cos 2¢
02 — 8r? cos?m
rovnice poldrni lemniskaty.

Nejvétsi hodnoty ¢ nabude, je-li

@ = 0, pak o — 2/\/2 (délka poloosy).
Nejmen3i hodnoty ¢ nabude, je-li

@ = 45°; pak ¢ = 0.
Disledky:
1. Je-li a = O; piejde rovnice priseiné kiivky ve tvar

(9* + &) — 4r'y* =0,
(4 + 28— 2r) (1" + #* 4 29) = O,

¥4+ 22 —2ry=0 a y*+4 224 2ry=0.
Rez prechdzi ve dvé shodné kruznice.

2. Je-li » == oo, ptejde tvotici kruznice v pfimku || s osou o
(jezto nesmi osu protinati) a otd€enim vytvoff rotaéni plochu
vélcovou. Rovina ¢ jest pod rovinou tetnou a dotykd se ji podél
piHmky povrchové.

Délime-li rovnici prisetné kiivky ¢&tvercem poloméru,
obdrzime: ‘

(_-'Lj;ia)_z_4(ﬂ_+ 1)3/2-{- 4_“_(_3__{_1)22:0

a pro r = w, jest4y =0 t. j. y =0 — rovnice osy Z—~
podél které se rovina dotykd plochy valcové.

Anuloid lze poklidati za stoleny vilec, pfi ¢emZ obé& zi-
kladny splyvaji.

Sestrojenf lemniskaty.

Zvolme dva pevné body F, F' ve vzddlenosti 2¢ a opiSme

nad primérem FF' kruznici; ve vzddlenosti - ¢\/2 ‘od stredu
3*

nebo

z CehoZ
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jejiho sestrojme na ose X body 4, A'. Vedeme-li na pf. bodem
A libovolny paprsek protinajicf kruZnici, vymezi tato dva dseky
métené od 4, jeZz jsou vzddlenosti Etyf bodi 1, 2, 3, 4 lemni-
skaty od pevnych bodd F, #'. (FL—AM F’l-—-AM’ F2
— AM atd. Je totiz AM . AM' — AF . AF" (mocnost bodu A

v
--------- ‘::““\\"./"
N é; .
X A Va2
; PA
l""?',/ S t
i ’ S
! D/ N
A Fi Gl S V% X
| 0 mi—>7
ey
~ I3 «
3.4 RUGE S
’_1 f/_'
s, ’ -
"\M,-‘ .—t’/r
P 4
Obr. 2.

ke kruznici) &ili AM . AM' = (c\/2 + ¢) (¢V2 — ¢) = ¢*. Do-
tykd-li se paprsek vedeny bodem A kruZnice v bodé& 7, jest
AT?=¢* a AT = c; bod O jest bodem lemniskaty.

~ Jiny zpisob sestrojeni: PiSeme-li rovnici Fl1.Fl=¢*
ve tvaru Fl:c=c: F'l, _jest dle véty Euklidovy ¢ vyika
v trojihel. pravodhelném, FI a k"1 oba tseky na pfepons. Ze
zvoleného ¢ a jednoho Gseku F1 lze druhy tsek F’1 vyhledati.

Sestrojeni teény a normdly v daném bodé.

. Dany bod 1 spojme se stfedem O a sestrojme trojihelnik
rovnora;menny O1P tak, aby Ol bylo jedno rameno a zikladna
op aby svirala s -osou z thel AOP =2 < A01 druhé ra-

meno. P1 jest pak normalou v bods 1.
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