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bl a stfedu kfivosti sz rychlost vyslednou ¢'3, kterou se
bod ¢’ pti pohybu p¥imek O a O jakoZto teten kiivek F a E’
pohybuje.

Z rychlosti o’% a %3k, (kterou tymz zpisobem jako ve
ldnku predchdzejicim sestrojime,) najdeme rychlost v ' bodu v
z tohoto slozitého pohybu piimky o’k vyplyvajici. Stejné stano-
vime z rychlosti ¢’ 3¢’ a 7% rychlost » % odpovidajici slozit&jsimu
pohybu piimky ¢’l.

Ponévadz i pfimky a’e a ¢’¢ v bodé f se protinajici na
zdkladé pohybi bodii o’ a ¢’ s rychlostmi a” %" a ¢’ 3 konanych
v tomto ptipade slozitéji se pohybuji, jest nutno také rychlosti
fif a f% znova sestrojovati.

Sestrojivie na konec vysledné rychlosti v% a f3 bodi
v a f pokratujeme v dal§im pfi sestrojovdni stfedu k¥ivosti
kiivky M prdvé tak, jako ve Cldnku predchdzejicim.

O projektivni definici hlu dvou rovin.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Metrické vlastnosti geometrickych utvari jest moZno
interpretovati jako vlastnosti polohy ve smyslu projektivni geo-
metrie, zkrdtka redukovati je na dvojpoméry, které jsou urleny
vztahem ttvard danych k t. zv. utvaru absolutnimu.

V Euklidové geometrii dosp&jeme k takové interpretaci za-
vedenim Ponceletovy absolutni kruZnice (%), kterd md v kazdé
soustavé pravothlych soufadnic homogennich (z, y, 2, £) rovnice

‘ a4 y* 4 22 =0, t=0. (2)

V ndsledujicim jde o definici dhlu ¢ dvou rovin o a g,
zaloZzenou na vztahu téch rovin k (X); misto zndmé definice
Laguerreovy (I) lze zavésti ekvivalentni definici (II).

2. Za tim tcelem jest vyhodno odvoditi parametrické vy-
jédfeni bodd na kruznici (2). Jsou-li v&echny komplexni hodnoty
proménného parametru 4 (inklusive 4 = oc) ve vzdjemné jed-
noznatném vztahu s body lezicimi na (Z), shoduje se toto vy-
jddfeni s parametrickym vyjédfenim povrehovyeh piimek na
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t. zv. isotropickém kuZzeli, ktery vznikne centrdlni projekei kruz-
nice () z libovolného bodu O prostoru; kazdé hodnoté 4 pa-
rametru odpovidd jisty bod A na (3) a ptimka OA na isotro-
pickém kuzeli.
Volime-li vrchol tohoto kuZele v poldtku pravoihlé sou-
stavy, jest jeho rovnice patrné
a* + y* + 22 = 0; L
nebot to jest rovnice kuzele 2. st., jenZ md vrchol v O a protind ne-
kone¢né vzddlenou rovinu v kruznici (2). Rovnice povrchovych

piimek na (1) jsou
z 4+ iy = Az }

M —iy) = — 2. @

Kazdé hodnoté parametru A odpovidd jedna takovd ,iso-
tropickd“ ptimka kuZele (1) a naopak; v rovindch soutadnych
lezi tyto isotropické piimky: v roviné 2 =10

z2+iy=0 A=0) az— iy =0 (A= ),
v roviné 2 =0

y+iz2=0 A=1)ay—iz=0 A=—1),
v roviné y =0

24+ ix=0 (A=12as—iz=0 A=—1)

Viibec protind kazdd rovina ¢ vrcholem O vedend kuzel (1)
ve dvou pfimkdch sméfujicich od O k isotropickym bodim ro-
viny e, t. j. jejim prise¢ikim s kruZnici (2).

3. Prvni definici dhlu zaloZenou na pojmech projektivnf
geometrie podal Laguerre. Budiz ¢ thel sevieny dvéma danymi
rovinami @ a f; dvojpomér d, ktery uréuji tyto roviny s obéma
rovinami z, 7’ svazku (¢, B) dotykajicimi se kruZnice (=), sou-
visi s dhlem ¢ dle rovnice .

0= (e, B, 7, v') = €. @

K dikazu volme potdtek O soustavy soufadné v libovolném
bodé prisetné pfimky p obou rovin; osa Oy necht splyvd s p
a jedna z danych rovin na pf. « s rovinou soufadnou (zy):

e=2z=0, 3
tak Ze md drubd dand rovina f rovnici
f=z=uz.tgq. “)

31*
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Roviny z a =’ maji rovnice
2 == — iz, resp. g = 1z,
nebof jejich prisekem s kuZelem (1) prochdzi dvojndsobnd ro-
vina y? = 0; jsou to tetné roviny kuzele (1) a zdroven kruz-
nice (2).
Ctyii roviny, o které se jednd, majitedy ve svazku, jehoz

osou jest p, parametry o, tg @, — 4, 7; jejich dvojpomér jest

i@ —
tgo+itgp—1
_cosp Fising — (i
T cose—ising ’

0= (o, tg @, —1,1) =

4. Jiny tvar pfedchozi definice:

Jsou-li A, A" kruhové body roviny «, B, B" kruhové body
roviny B a 4 dvojpomér téchto étyF bodd ma absolutni krus-
nici, jest whel @ obou rovin urden vztahem

4= (A4, 4, B, B')= —tg° %. i

Diikaz: Dvojpomér 4 jest identicky s dvojpomérem &ty¥
hran a, a’, b, b’ isotropického kuZele, kterymi se promitaji body
A, A', B, B’ z libovolného bodu O. Budiz stfed kuzele O po-
Citkem soustavy souiadné, kterou volime jako v pfedchozim od-
stavei 3. Pimky a, o’ jsou priseky roviny (3) s kuZelem (1),
tedy maji dle odst. 2. parametry 4 —0, resp. o=.

PHimky b, * jsou priseky roviny (4) s kuZelem (1); po
Gpravé jejich rovnic na normédlni tvar (2) obdrzime, kladouce
pro strutnost fg 9 = k

x+iy=z._—1—vll+73 o
(x_iy)l_:_\%_-{_-_k_*:_z,

TrW=s 1+V%_:FE @)
(z — iy)l—-i-——-——“;-l'—k—gz—-z.
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Hodnoty parametru A jsou tedy
1—VIF#k 14VI+i
k k '

)
Z toho plyne, Zze
4= (4,4,B,B)=(a,d, b ¥)
—(0 L 1=VIF# 1+V1—-§-'F)_cosq>—1__t,gp_
A N k ’ k “wse+1i Y2

Rovnicemi (I) a (II) neni Ghel @ urten jednoznaéné; i kdyz
vytkneme pofadi rovin e a f, miZeme prdvé tak jako o zavésti

do (I) dvojpomér (a, b, v/, 7) = _(1’_ a do (II) misto «/ dvojpomér

(4, 4, B', B)y= (4", 4, B, B') = % Snadnou tivahou dokdze

se, ze viechny hodnoty dhlu, ku kterym jsme vedeni, af ui-
vame definice (I) nebo (II), jsou (nehledime-li k celistvym nd-
sobkim 27) + ¢, = + .

5. Za piiklad pro uziti rovnice (II) volme fteSeni tlohy:
ustanoviti sklon ¢ kruhovych ¥ezi plochy druhého stupné

az® + by* + c2? = 1.

Svazek rovnobéZnych rovin, o kterych predpokliddme, Ze
protinaji plochu v kruzich, md za osu jistou pfimku @ v roviné
nekoneéné vzddlené. Tato p¥imka protind absolutni kruZnici

22+ y*+22=0 >
v kruhovych bodech 4, 4’, které lezi dle predpokladu zdroveii
na dané ploSe a tedy na kuZzeloselce
ax? 4+ by® + ¢z =0, (S)
ve které plochu protind rovina nekonelné vzddlend; a spojuje
dva z priisetnych bodd &ar (S) a (2). Z toho plyne, Ze libo-
volnym bodem na pf. stiedem plochy prochdzi Sest kruhovych
Fezli; roviny téch Fezd protinaji nekonetné vzdédlenou rovinu
v Sesti strandch dplného &tyrrohu, jehoz rohy A4, 4’, B, B’ jsou
priseky &ar (S) a (2). Omezime-li se pfi vypoctu Ghlu ¢ toliko
na pédry rovin prochdzejicich osami, tak Ze dvé takové roviny
protinaji (2) vidy ve &tyfech riznych bodech, dostaéi uvazovati
toliko pdry protéjiich stran v étyrrohu A4’ BB’. Soufadnice:
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2 Y tschto bodit obdrzime fedenim rovnic (S) a (Z); vychdaf
2’ 2z !
A(r) S); A’(——' r? - 3); .B(T, —'S); B,(_ 7, S)y
piSeme-li ,
la; — a, la; — ag
-8 72— S T %) —
\/az_al =" l\/az‘_‘al

Parametry jejich na kruZnici absolutni ur¢ime z prvni rov-
nice (2), dle které jest

Tak obdrzime
A =r +1is), A’ (—r—1is), B(r —is), B'(— r 4 is);

tihel ¢ dvou rovin jdoucich pfimkami « = AA4’, resp. b == BB’
jest dle (II) urfen rovnici

tg® 3 = — (44'BB)
(r4+18) —(r—1s) | (r44s) — (—r -4 1is)
T (—r—8) —(r—1s8) (—r—is) — (—r + is)
_i”___a,—aa
_’rg_as__z’

a tedy fg % = \/Z; ____%, coZ jest zndmy vzorec pro sklon
2

kruhovych fezi prochdzejicich osou Oz. Cyklickou zdménou
- konstant a,, a,, a; obdrzime vzorce pro sklon kruhovych fezi
vedenych osou Ox a z tohoto vzorec pro sklon kruhovych Fezii
tietiho pdru vedenych osou Oy.

6. Eliminace thlu ¢ z rovnic (I) a (II) vede k relaci mezi
4 a d, kterou miizeme psiti ve dvou ekvivalentnich formdch :

a= (11—1%) )

s =(; j:g ) G

aneb
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Tento vysledek pripousiti interpretaci zcela obecného rizu,
atkoliv byly rovnice (I) a (II) odvozeny toliko pro absolutnf
kruznici (2).

Vytkneme li totiz v prostoru libovolnou kuZelosetku (Z2)),
mizeme vzdy nalézti kollineaci, kterd prevddi (2) v (2,). Pii
téze transformaci pfejdou body 4, 4’, B, B’ v body 4,, 4’,,
B,, B’, polozené na (2,) a roviny «, 3, 7, ¥’ v roviny «,, f3,,
7,. ', ; posledni dvé dotykaji se kuZelosetky (2,) a patii svazku
uréenému rovinami e,, f,.

Dvojpoméry 4 a 0 jsou viili kollineaci invariantnfi; roviny
o;, #, mazeme pfedpoklddati v obecné poloze ku (=), ponévadz
poloha rovin «, 8 ku (X) nepodléhd zddnému omezeni. Mdme
tedy vétu:

V kazdém svazku rovin urtuji dvé libovolné jeho roviny
«, § s rovinami svazku z, 7/, které se dotykaji dané kuZzelo-
setky, dvojpomér 0 = («, B, 7, ©’), jenz souvisi s dvojpomérem
4= (4, A’y B, B’) bodi 4, A’; B, B’ na dané kuZeloselce,
vytatych rovinami e, resp. 3, rovnici

< \2 —\2
4= (1—:—\/():) , aneb 0 = (l—i——v—f—) .
14 Ve 1—\a
Z rovnice (5*) plyne, Ze se 4 nezméni, pfejde-li 0 v i
coZ nastane, zaménime-li bud « a § aneb = s 7’. Naproti tomu

1 . f o\ .
zméni se 4 v -5 obrdtime-li znameni pii \/d; tato zména, jez

odpovidd permutaci A s A" nebo B s 53, nastivd nutné, poné-
vadz sestrojenim rovin « a 8 neni v pdrech bodovych 4, A’
a B, B’ ddn pofddek prvki.

Podobné shleddivime, Ze se ¢ nezméni, piejde-li 4 v —le—;
nebot tu se permutuji toliko bud body A, 4’ v roviné « aneb

B, B’ v B. Opét vsak ptejde o v %, piseme-li v (5°) — V4
misto \/Z ; tato neuréitost v hodnoté dvojpoméru 0 se vysvétluje

patrné tim, %e neni ustanoveno, kterou z te¢nych rovin kuzelo-
setky mame oznaliti jako = a kterou jako 7'.
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