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Stanoveni rovnovazné polohy pii harmonickém

pohybu tlumeném z = pozorovani.
Podivé dr. Mik. Smok.

Pri béznych piipadech se Zzidd obylejné Fefiti uvedenou
dlohu jen pro nejjednodudsi pfipady » — 3, 4, 5*); k obecnéj-
§imu feSeni se nepfihlizi, a¢ je nutné zvldsté p¥i piesnéjsich
méfenich, chceme-li miti vysledek dle moZnosti nejzarutenéjsi,
plynouci ze vSech ulinénych pozorovdni.

L

1. Mysleme si, Ze ndm'je dino v jednotkdich piislusné
skily n = 2k + 1, tedy lichy polet pozorovanych, za sebou
jdoucich bodd obratu, jez si oznatime takto:

| A A A A A /%

Hledané poloze rovnovéiné odpovidej hodnota £ Zavedme

si pomocnou veli¢inu ¥ dle rovnice
1=1, — §&;

jest to tedy amplituda prostiedniho kyvu /,. Vychvévy pied-
chdzejici a ndsledujici daji se, jak zndmo, p¥i harmonickém po-
hybu tlumeném vyjddiiti pomoci hodnoty Z a pomoci p¥islu§ného

log. dekrementu o dle zdkona geometrické progresse s kvocientem
e—0 v absolutnich hodnotdch takto:

o XerT, L. Xe, XeO, X, ReTT, Re ¥ .. ReTHO,
a jezto sméfuji stfidavé k protivnym strandm, plati ebecnéd
ln=E& + (— 1) Xe—o
m=—k...—2 —1,0,1,2,...Fk)

Téchto rovnic by bylo 2% + 1 tolik, kolik jest pozorovéni.
Neznémé vSak jsou pouze tii £ %, o, z nichz my chceme sta-

*) Viz na pf.: Strouhal, Mechanika, 1901 pag. 233 atd.; Helmholtz,
Vorlesungen aber die Dynamik diskreter Massenpunkte, 1898, pag. 108 az
117, a j.
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noviti toliko prvou £ Ulohou naii bude, ze vsech — ne jen ze
tfi — pozorovéni najiti pro £ hodnotu pravdé nejpodobnéjsi.
To vyzaduje dle methody nejmensich ¢tvercd, aby
m=k .
S (b — & — (— 1) Xe—™7)% == man.
m=—k .
‘Soudet ten bude minimem, budou-li nezndmé & % a ¢
tak stanoveny, aby

23
6§.E_O,
L, 02
ax.ﬁ_o,
X
06.50—_—0.

Provedeme-li differenciaci a vypustime vSecky faktory
rizné od nully — zvli§té variace o0&, 0%, dc, obdrzime ndsle-
dujici tii rovnice

E(ln—§&—(—1"2.em%) =0, \
I(— e (I, — & — (— )" % . e9) =0, } )

(Dm0 (= E— (= D) X o) =0

Nagi tlohou jest vyloutiti z téchto rovnic y a o, resp. e9.
Vzhledem ku § a X jsou uvedené rovmnice linedrné, vzhledem
k e—¢ viak vyS§itho stupné zdvislého na poltu provedenych po-
zorovdni, tak Ze Zddand eliminace by byla obecné obtiZnou.

Ve vétdiné praktickych pifpadi byvd dekrement o veli-
¢inou hodné malou; proto si mozno pocet usnadniti aspoil
v prvém piiblizeni tim, Ze uZijeme p¥iblizné hodnoty

e~ =1 — meg,

to jest nahrazujeme geometrickou fadu amplitud fadou arithme-
tickou. Pak mdme vlastné jen rovnice -

2 (In — & — (— 1) 2 4 (— 1) maZ) =0,
(=Dl —(— ) — 2 + mo?) =0,
Z((— Dmln — (— )" mé — mX - m?®%) = 0.

2)

—— e Sa—
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Pri dpravé jich jsme pfihlizeli zdroveii k tomu, Ze soudin
0 (ln— & — (— L) Xe=m7)
— soutin log. dekrementu a rozdilu hodnoty theoretické a po-

zorované — je proti ostatnim élendm velitinou hodné malou, a
7e jej lze v prvém piibliZeni tudiZ zanedbdvati.

Provedeme-li v pfislu§nych mezich nékteré summace, shle-
ddme, Ze
24 1 =2k 4 1 (potet pozorovini)
S(—r=(=1,  Zm=0 } 3)
Z(—1y"m =0. j
Tim, %e dvé z téchto summ se annulluji, vymizeji z prvé

a druhé rovnice tleny obsahujici o, tak Ze ke tieti rovmici ne-
tfeba ani pfihliZeti a daldf summace provddéti.

Prvé dvé rovnice pak ddvaji
Ck+1DESF (— 1) X=231,

E+ (— D@+ D= (— 1)) T(—= 1)"lm,

a z nich

' - ( Sl (— 1F 2= Db

§=5 2k + 1) +
Sl — (— L3 (— 1)ml,
+ o )

Provedeme-li a slout¢ime jeSté naznatené soutty, dostaneme
jednoduchy vysledek:

(l—k G+l 4. F b+ Uk

=7 k+ 1

n z_k+£+z'_,,+3+.k. Al -|- zk_,)'. @

P¥i lichém pottu pozorovéni najdeme rovnovdznou polohu,
stanovime-li arithmeticky stfed pozorovéni kazdé strany. Arithme-
ticky stfed obou téchto prémérd je hledand rovnoviznd poloha.
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Specidlni pfipady jsou:

=)

Pro n=3

Pro n=>5
§__(l—‘2+l +l2+l_1+l)atd

2. V témze piiblizeni jako p#i lichém podtu pozorovani
budeme fesiti dlobu pro sudy potet pozorovini.

Oznatme si n = 2k pozorovanych bodli obratu takto:
Uity bty oo o begy Uy By o v o Ly, U

Zikladni rovnice, k nimz bychom dospéli, jsou tytéz jako
pii pottu lichém, jediné nutno v jednotlivych souttech poloziti

m=k
meze 3 . Tim zménf se i hodnoty onéch souétd.
m—=—k+1
Jest
S + 1 =2k (potet pozorovdni) l
S(—=1D*»=0 Sm==k
m m b (k2 1 (5)
3(= Dmm = (— 14k Sm® = _(—;r;-l_—)

Dostaneme tedy tyto rovnice:

Slm — 2E + (— ko =0,
S(— 1) ln— 2% % + ko 2= 0,
5 (= Dl — (— 1)k — ky + HCF +1) o1 = 0.

K feSeni dle £ nutno upottebiti vSech ti'i rovnic.

Obdrzime
g —
(4%% — 1) }.‘l 43 (-- 1)* 27(— 1)"'l —6(— 1) 2(-— D™ mla

S *—1)
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Ve vyraze tomto nutno rozvésti je$té naznatené soﬁéty a
sloutiti. Vysledku mozno ddti tvar

k—1 :
30[(27‘7 — 1) (6 — 1) 4 67] (k4142 + le—ar)
§= 4k (k* — 1) ’
Dvojélen (I_z+1+2 + lr—2,) Obsahuje symmetrické ¢leny, t. j.
pozorovani prvé a posledni, tfeti a tfeti od konce atd. az pied-
posledni a druhé, kazdj pak z téchto dvojélend je ndsoben
jistym ¢fislem a sice v naSem uspoidddni dvojclen prvy ¢islem
2%k — 1) (¢ — 1), dvojtlen druhy ¢islem (26 —1) (K —1)46
atd. vzdy C&islem o 6 vétsim. Soulet zndsobenych takto dvoj-
tleni délen tislem 4% (k2 — 1) ddvd hledanou rovnovdznou po-
lohu p#i sudém pottu bodd obratu.
Tak na pi. pro n =4 — (A = 2):

et 30+
§= 8

(6)

(krdceno 3);
pro n =6 — (k = 3)
=20t H 8 b+ 1 G frioeno 2, ata.

Summa vSech koefficientii jednotlivych ! jest oviem
4k (k* — 1).

Jest povinnosti nasi, bychom stanovené vzorce ocenili, coz
provedeme na praktickych piipadech.

Bylo pozorovino na kyvajici se magnetce (odpor = oo) 12
za sebou jdoucich bodi obratu, jeZ si oznatime k vili dal$imu
takto:

1=1484 , 2= 6549
3=1724 ' 4 = 6320
b=1942 . 6 =61-13
7=1214 8 = 5924
9 = 2319 10 = 5753
11 = 2482 12 = 55'98.

Chyby pozorovaci mohou obndSeti pouze + 001.

Vypocet rovmovizné polohy pro skupiny 3, 4, 5 atd. za
sebou jdoucich bodi obratu obsahuje tab. 1., pfi ¢emZ potitdno
aZ na tfeti desetinné misto.
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Chyby pozorovaci dovoluji nejvétdi vzdjemnou differenci
002, tak ze pfi sudém pocétu pozorovdni vysledky dobie sou-
hlasi, ne tak p¥i lichém poctu. A rozdily v obou piipadech jsou
tim vétdf, ¢im vice pozorovdni uZito pro vypolet, al bychom
snad ¢ekali prdvé opak.

Jesté ndpadnéjsi je vysledek pii vétsim dtlumu télesa se
pohybujiciho. )

Pii téZe magnetce co v pfedeSlém piipadé, ale pfi spojeni
s malym odporem bylo pozorovéno:

1= 060 2 = 6807
3=2224 = 5337
b= 3223 6 = 4659
7 == 3683 8 = 4346

Prisluiné vysledky analogicky jako v tab. 1. poddny jsou
v tab. 2.

Tab. 2.

m= 8
a3 Pocateéni bod obratu =5 s
SEE EEE
(P 1 2 3 4 5 6 éﬁ E E
3 || 39745 | 41480 | 40'303 | 41°105 | 40'568 | 40928 || 17735
4 40613 | 40891 | 407702 | 40833 | 40744 0278
5 39539 | 41623 | 40207 | 41°169 2084
6 40502 | 40967 | 4o651 0465
7 | 39493 | 41653 2'160

/

8 40'414

Vzdjemnd difference pfi sudém poltu piesahuje jiz znalné
chyby pozorovaci, ale ne v takové prekvapujici mffe, jako pfi
lichém poctu, kde ani celky nejsou zaruteny.

Proto zcela sprdvné se odporutuje pfi béZnych méfenich
uzivati sudého, resp. aspoii 4 bodid obratu.
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Jako pii men$im ttlumu tak i zde jsou difference tim
vétsi, ¢im vice bodi obratu se uvazuje.

II.

Celkem vidime, Zze vysledky dané vzorci (4) a (6) jsou
hrubé, tak Ze nutno vypotet rovnovdzné polohy provésti bud
piesné anebo aspoii presnéji, podrzeti vy38i mocniny log. de-
krementu o, jakoz i soutin ¢ (I, — & — (— 1)»Ze—™7); nebot
v rovnicich (1) je ndsoben vlastné ¢islem-m? tak ze jeho hod-
nota s timto ¢islem roste. a tim také vzorce (4) a (6) obsahuji
pro vétdi polet pozorovdni vétsi a vétsi chyby.

Zndmo, ze pravdé nejpodobnéjsi hodnota log. dekrementu o
dd se stanoviti bez znalosti rovnovdzné polohy pouze z bodi
obratu. Pro tplnost uvedu zde strucné obvyklé obecné FeSenf
této tlohy.*)

Je-li méfeno » za sebou jdoucich bodd obratu, je tim
ddno (n — 1) za sebou jdoucich oblouki s,. Pro dva sousedni
oblouky plati

l$py' —lswn=—o0.

Vyjddfeme si viechny oblouky od s, az do s,—, analyticky
pomoci oblouku s,, jenz piedchdzel prvnimu oblouku s, :
lsm=ls,—me (m=1,2,...n—1).
Hodnoty ¢ a s, budou pravdé nejpodobnéjsf, bude-li

m=n-—1
Z (sm — s, + mo)t = minim.

m=—1

To zddd, aby

ox _ox_
dls,” %0
t. j. X (lsn—1s, + me)=0,

2 (I sm— 18y + mo) = 0.
m v

*) Viz uvedenou Helmholtzovu Dynamiku, pag. 118119, .
32%
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Jezto
SH+1=n—1, Engn—_gp—ﬁ,
i,mg:(n*—l)”(j(?n—"l),
moZno psiti
Slom—(n—1)1s, + & ‘;Ma —0
Smlsn — .(”_iQM s, + l)né(2n Do

Vyloutenim hodnoty !s,, kterd nds neinteressuje, dosta-
neme pro o: :
' nIlsy — 2 Imls,

m m

nin—1)(n —2)
S(n— 2m) ls,

—_— 6 m

nn—1)(n—2)

G =

V naznatené soultové iadé je Ciselny koefficient Clenu
prvniho a poslednfho atd. stejny, tak Ze konetné mdme:
6=

(n—2) (18, — USn—1) 4 (n—4) (I3, — Lsu_g) ...
6 nn—1) (n—2) 0

' —2 n—4 6
c=1 [( ! ) ( % ) .. ]n(n—l) (n—2), ()
Sn—1 Sp—g

Vysledky stanovené dle tohoto vzorce pro naSe pozorovdnf
8 vétsim i men§im utlumem se pékné shoduji; sestaveny jsou
v tab. 3, resp. v tab. 4.

anebo

Nejpravdépodobnéjsi hodnotu log. dekrementu pro libovolny
potet pozorovdni dovedeme tedy pifimo uréiti, tak Ze moZno
v rovnicich (1) povaZovati velitinu ¢ za zndmou a vypodet hod-
noty £ provésti pfesné a pak pouziti dle dlohy vétsiho nebo
mensfho pfibliZeni.
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Prvé dvé rovnice v (1) ddvaji
Zemo 3], — S(— 1)me™0 (- 1)m.e ™0,

— 8
§ n., e — (3(—1)me—m0)2 )
m m
Jmenovatelem jest titatel pro 7, = 1.
Tab. 4.

2 Pottecni bod obrat 228
E’fé’*; o¢ite¢ni bod obratu ‘ HED
&35 ek

° I 2 3 4 5 6 é S5

3 || 0738675 | 0738677 | 038700 | 0'38675 | 0°38613 | 038671 0°00087
4 | 038676 | 0138689 | 0°38688 | 038644 | 038642 0'00037
5 | 038683 | 038686 | 0'38664 | 038649 000037
6 || 0138683 | 038671 039661 000022
7 || 038673} 0 38666 0°00007
8 || 038669

Provedeme-li jesté soutty (v mezich jako pii 3) a (H)
e 0 g 3(— 1)me—m0,

jez jsou vlastné geometrickymi Fadami s kvocientem e*” resp.
— ¢, a krdtime, pokud lze, dostaneme jednotny vzorec pro
oba piipady:
>l — ___._1_;60____ Z‘(_ 1)k+me(k—m;o'l
M tuld £ " @
— n___(l—e")(l—(—e")") )
T+ i+
Prakticky by se dle tohoto vzorce potitalo tak, Zze by se
- yypodetla nejprve hodnota

s n—2 S, n—4 6
e = [(8 1 ) (s 2 ) B [yt Yo 3
n—1 n—2
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a piislu$né jeji nutné mocniny, oviem zvldsité pii vétsim n by
byl vypotet znaéné zdlouhavy, proto si odvodime radéji vzorce
ptiblizné. Pii tom bude znaliti « arithmeticky primér strany
obsahujici pozorovdni prvni, » arithmeticky primér strany druhé.

a) Pii lime = 0 ddvd vzorec nd§ pro liché =

§=u_-2|-_v’ tedy vzorec (4)
pro sudé n podobné

2
f=—5—
Vysledky tyto zvldsté pfi sudém » jsou ovSem jen hrubym
ptiblizenim.

Tab 6.

R
::;)% g Pocatecni bod obratu 'g ?,’ §
S 2 3 4 5 6 é g%
3 40794 | 4o771 | 407785 | 4do777 | 407780 | 407776 || 0023
4 40837 | 4o074o | 40809 | 40763 | 40792 0097
5 40793 (40'772 407785 | 4o 776 0021
6 40'825 | 4o 749 40"}99 0076
7 | 40794 | do"770 ; 0024

8 | 40814 i

) Pouzijeme-li pro sudy polet pozorovéni piiblizné hodnoty
e =1+ ma

a pro lichy pocet hodnoty

) 2,52
e"'“:l+ma+m;,

vynechdvajice oviem Cleny, je? p¥ kazdém piiblizeni jsou proti
ostatnim- ¢lenim pomérné malé, dostaneme po piislusnych re-
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dukcich pro » = 2k
u+v o fu—v
=21 —Q( 2 )’ 9)

pro n = 2k 4+ 1, zanedbdme-li ve vysledku jesteé ¢leny o%
podobné

u+v m=k
§= +4k(k+1) iy

1)k+mapl, (10)

Dle poslednich dvou vzorcii, pro prakticky potet velmi
vhodnych, sestaveny jsou pro uvedend nage pozorovdni tab. 5. a 6.

I pii vétsim utlumu je docileno pékné shody, rozdily jsou
pouze na misté chyb pozorovacich. Snad je trochu pii vétSim
utlumu je$té pfesahuji, ale tomu bychom nezabrédnili ani ptibra-
nim jesté dalSich mocnin o, ponévadz zvldsté p¥i vétsim dtlumu
mohou vynechané ¢leny miti vZdy je§té pomérné zna¢nou hodnotu.

Vestnik literarni
Recense knih.

O. Bolza: Lectures on the calculus of variations. Chi-
cago, University Press 1904. XV —+ 271 pp.

Obsahem této knihy jsou vyzkumy poslednich desitileti,
které sméfuji — podle vzoru Weierstrassova — k sestrojeni
pfesnych theorii o problémech varia¢nfho pocCtu. Stanovisko vy-
slovuje spisovatel v pfedmluvé: Klassické price (od Eulera az
asi do let Sedesitych minulého stoletf), které se omezuji toliko
na odvozeni nékolika podminek, jimZz hledané funkce maji vy-
hovéti, byly podstatné doplnény a opraveny v mnohych vécech.
Revise star§ich theorii vedla pfedev§im k presné formulaci pro-
blémt a k vyhleddni novych podminek nutnych a pak podminek
postatujicich, aby né&jakd kfivka ddvala extrémni hodnotu ome-
zeného integrédlu ; v geometrickych ulohdch zavedeno parametrické
vyjadfovdni k¥ivek a podrobné zpracovdny pifpady, ve kterych
koncové body hledané kiivky maji lezeti na danych kfivkdch ;
v nejnovéjsi dobé se kone¢né podafilo odvoditi theorem o exi-
stenci fefeni pro nejjednodussi ulohy. O téchto vécech pojedndvd
Bolzova kniha veskrze jasnym a pfehlednym zptsobem v sedmi
kapitoldch a omezuje se na piipad, kdy funkce za integratnim
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