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‘Pl‘esnost‘ uréeni bodu zp&tnym protindnim v dkolu
Snelliové&: (Pothenotove).

Dr. Jan Schuster.

1. V prici »O jisté transformaci determinantu«, uvefejnéné
v tomto Casopise na str. 25 a ndsl, urfena zména polohy pozoto-
vatelova mista, kdyZ méfeni se vkresli do mapy, kde poloha za-
kladnich bodii nebyla urfena spravné, a to stanovena zmé&na, od-
povidajici posunu zcela urcitému co do sméru i velikosti, a po-
dobné zmé&na od zmény zornych uhli.

V praksi vSak vznikd tkol, urditi vliv nahodilych chyb, nebo

' ‘stﬁpen pfesnosti, oekavany pfi dané konfiguraci.

K tomu cili uZijeme vysledkii citované prace (znafme ji I a
¢islo rovnice). Vyjdeme-li z nazoru, Ze viecky zakladni body mohou
byti stiZeny chybou téZe fadové velikosti a stejn& pravdépodobné ve
vSech smérech, plati pro prim&rny &tverec posunu podle I (27):

D2(4x)2 = { 3 (mk — 2y) [(Mr+1— mat2) AxXe + (Mets — net2) Ave )2,

(k=1,2, 3, (mod 3), indexy vSak vidy mensi nez 4).
Uvéazime-li, Ze pfi tvofeni primé&rit odpadnou soudinové Cleny,
a znalime-li kvadratické priméry posunii zdkladnich bodit
A Axp=Ay@#=2¢% A+ Av*=¢?,
bude
D22 =23 {[(ne — 2y)* + (2x — m)?] . [(mp+s — me+2)® +
: (k41 —net+2)?]. (1)

Ale hodnota druhého &initele, coZ je Styfnasobny &tverec vzda-

lenosti dvou stfedfi kruhii, na p¥. pro stfedy (2) a (3) kruhi nad

~stranami b a ¢ zdkladniho trojiihelnika, odpovidajicich obvodovym
tihliimt i 'a w podle I'@3) a (14)

(m “'ma)z’l‘(nz’_na)z [xs - xa+(}’z"—yt) cotgy + (yr-y1) cotg w]’
+ [ys — y2 + (x1 — x2) cotg w—{—(x,—x,)(:ofg w], .
= a® + b* cotg? v + c* cotg® w — 4P cotg w— 4P cotg w +
+ (—at+ b2 + ¢) cotg v . cotg '
= (cotg w + cotg ) (a? cotg o + b* cotg v + ¢ «.:otg2 —4P)=
+ =D (cotg @ +cotg w), : , Co
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takZe .
(m2 — ms)? + (n2 — ns)® = — D (cotg v + cotg w)
(s — m1)2 4 (ns — m)2 = — D (cotg w + cotg @) 2
(my — m2)? 4+ (11 — n2)? = — D (cotg ¢ + cotg v)

Prvni Cinitel uvaZovaného soudtu neni nez ¢tyfnasobny Ctverec
- poloméru r, (resp. rs, rc), t. j. vzdalenost bodu Q(x,y) od stfedu
Sk (xk, yr). Je tudiZ

_Dg®=4s* [r,,2 (cotg v + cotg w) +7r»? (cotg w + cotg @) +
_ + re®(cotg @ + cotg )],
Nebo jezto
sm @ 2 __

02
cot cotg w = — 4r2=———, atd
go -+ cotg sinysinw’ 7 T sinte’

plyne jednoduse :

' @b+ '
p=a LIELTE Q)
v Dsingsinysine

Veli¢iny vystupujici jsou tedy &tverce stran base, zorné iihly
@, v, o a blocha. trojiihelnika, urCeného stfedy kruZnic Se.

~ Chyba roste, jsou-li iihly @, v, ® malé, tedy bod vn& trojithel-

nika zakladniho, nebo kdyZ se D velmi zmen$i, coZ nastane na
kruZnici opsané zidkladnimu trojihelniku, nebot je-li

a=¢@, b=vw, rvy=w—180,

1 atcotg a + b2cotg B+ cEcotg y — 4P = ‘
= 2ar cos a -+ 2br cos 8 + 2¢r cos y — 4P = 0.
Je-li bod Q velmi blizko kruhu opsaného bodiim ABC, takie
o o=a+da, v=8+ 48, =180+ y+ Ay,
(3

Ao+ A+ Ay =0,

obdrZime pro hodnotu _
— D = a? [cotg a — cosec?a da — 2 cosec?a cotg a da’]
+ b2 [cotg B — cosec?B 48 — 2 cosec? S cotg B A82]
+ c? [cotg y — cosec? y Ay — 2 cosec? y cotg p Ay%] — 4P,
kde se Cleny koneéného ¥adu a Cleny malé 1. Fadu zrusi, a zbude
D =8re (cotg a da2 + cotg B AR + cotg » Ay?).
Obdréime tedy pfibliZzné vyraz:
at+ b+ c’
8r2 (cotg a da® + cotg B AB% + cotg y Ay?)”
ukazujici, Ze o : ¢ je velifina velka prvniho Fadu.

Je-li bod Q velmi blizko né&kterého sméru, uréeného stranami
trojtihelnika ABC, na pf. strany BC, bude ¢ velmi b‘lizké 180° nebo

02



135

0% tedy sin@ velmi mald veli¢Gina. Pak bude v+ w blizko 180°
nebo 3609, tedy sin ¢ a siny dbsolutng sobé velmi blizké. Ve viech
pfipadech bude jmenovafel ve (3) kladny. Hodnota D poroste nade
vSecky meze, ale souin D sin @ zfistane koneény, pfibliZn& rovny

— a®cos ¢ = — @, a proto .
| eyt

az? sin% v

9 __

Pro patu vysky vq na stranu ¢ obdrzime tedy
2 @+ b+ G

a2

Je-li Q da.leko vné troguhelmka na strané BC, roste o/¢ umerne
s kosekantou thlu w.

UvaZujme nyni pro objasnéni priib&hu pmesnostl pfipad, kdy
ABC je rovnostranny trojtihelnik, tedy

’- 3 )
2
[V/3— (cotg o + cotg v + cotg w)] sin @ sin v sin w

?=¢

a sledujme body osy 1douc1 bodem A. Pak bude w=g¢, tedy
“‘360 Zw a -’
" 3e?

0= -
— (I/g—— 3—‘;’%;;') 2sind ypcosy
. 3¢? . 3e?
~ (V3cotzw—1)2sinty 4 sin? (60° — ) sin? w
Tento vyraz ukazuje, Ze ¢ ma dva pdly pro
, w=60"—w, @=240° a =0,
t. j. jeden na opsané kruznici, druhy v nekonednu. -
Minima nabude tam, kde ma argument jmenovatgle, totiz
| ' cos 2y — 60°) — cos 60°,
nejvetsi absolutni hodnotu. To nastane pro
2y = 240°, 60°, tedy pro v = 120°, 30°.
Prvni pfipad odpovida stfedu trojiihelnika, kde
4er
3

2

druhy da v .
: : 0 =12¢2,
a piislusny bod leZ{ soum&rné k A podle strany a.
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Obecné vySetfeni minima o jest ovSem velmi obtiZné pro vy-
soky stupeii vzniklych rovnic. Lze je hledati blizko bodu ne)men-
-§iho soudtu vzdélenosti od vrcholi, pro ktery
e=yp=ow=120°,
o 2 8 (a® + 6%+ )
U IvVIPFae bt ¢l
2. Nyni se obratime k vysetfeni stfedni chyby v urdeni bodi,
_ -zplisobené -chydami v ureni smérnikii. Oznacime-li @, ¥, Q smér-
niky paprska QA, OB, QC, resp. bude :
o=U0—0Q v=0—&, o= — ¥+ 360

P¥i tvofeni derivaci uZijeme vyrazit I (18).

be sin (@ — @)

—(x—x) D= prmg (e — ns)
' (4)
: be sin (@ — @)
— (y —w D= _—8?1;_ (ms — m2)

a z nich cyklicky podle indexi 1, 2, 3, stran @, b, ¢ a ihld @, v, ®
wtvofenych, takZe k derivaci podle @, &, Q resp. uzijeme vyrazit
s indexy 1, 2, 3.

Bude tedy »
, D’a—x bC—SiPT—(—a—:——m) ‘— D [(x1 — x3) cosec? w + (x2 — x1) cosec? w]
Y sin @ \ . . '
—_ [.Vs — ys — (x1— Xxs) cotg y —
— (x2— x1) cotg w] . [b% cosec? w — ¢? cosec? w]l}
bc si — o) o
D —-}’p— = —;%p—"» {—D[-— (y, — y;) cosec?w — (y;— y,)cosec? ¢]

-— [xz—-xs-—— (.Va——.Vx) cotg v -+ (y;—yz) cotg w].
. '[b? cesec? v — c2tosec® w

UtvoFme soudet &tvercix obou t&chto vyrazu tak, Ze hned spo-
jujeme stejnolehlé ¢leny obou. Tim vzniknou tfi ¢leny:
I = D*{b® cosect v + ¢ cosect & — (b2 4 ¢ — a?) cosec? y cosec? w}
Il = (b® cosec? w — c* cosec? w)* [a® 4 b? cotg? w + ¢ cotg? w —
— 4P (cotg v + cotg w) + (b2 + ¢ — a?) cotg v cotg w],
111 = 2D (b cosec? y — c? cosec? w) [2P (cosec? w — cosec? y) +
+ b* catg v cosec? y — ¢* cotg w cosec? w +

2 __n2 .
+ g+ ; —9— -(cotg w c:osec2 w — cotg w cosect w)].
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PfepiSme I na:

D*{ (b® cosec? yw — ¢ cosec? w) (cosec?  — cosec? w) +
+ a2 cosec2 weosectw =1+ 1"
a slu¢me I’ se-lll, pfi CemZ vytknéme spoledny faktor a nahradme
D jeho vyrazem (l 4), €18)):
I+ I"= D (b® cosec? v — ¢® cosec? w) [(cosec? y — cosec? w)
(— a2 cotg @ — b2 cotg w— c? cotg w) + 2b2 cotg v cosec? y —
~ —2c® cotg w cosec? w + (B2 + ¢ — a?) (cotg o cosec? y —
— cotg y cosec? w)].

Vyraz uvnitf hranaté zavorky napravo pietvofme nyni, po-

stupng& upravujice &leny podle ¢&tverctt stran. Clen obsahujici a?
bude tedy:

a* [cotg @ (cotg?w — cotg?y) — (cotg w —cotg v) (1 — cotg w cotgw)]
= a® (cotg w — cotg y) [cotg @ (cotg w + cotg w) — 1+
-+ cotg w cotg w] =0.
Clen s b2 je: :
b? [cotg  (cosec? - cosec? w) + cotg w cosec y — cotg ¢ cosect w] =
= b2 cosec2 ¢ (cotg ¥ + cotg w)
a Clen s c%:
—c?[cotg w (cosec? w-cosec? ) +-cotg Y cosec? w —cotg @ cosec? Y=
= — c¥cosec? o (cotg ¥ + cotg w). '

Odtud 111+ I' = D (b® cosec? v — ¢ cosec? )? (cotg v + cotg w).

KdyZ ve drutiém Cciniteli ve I/ nahradime pfi @* soudinitel
1 — cotg wcotg w vyrazem (cotg w -+ cotg w) cotg @, vidime, Ze lze
cotg w + cotg w vytknouti, a zbytek uvnitf zdvoky neni nez — D,
coz ukazuje, Ze

In+r+1=o,
a zbyvé pouze I”. Mdme tedy _
dy atb*c? sin? (a — @) ' 5
2
b {(M)) + (MD) } sin® @ sin® v sinq ° ®)

Té&chto vyrazii uzijeme nyni k urCeni kvadratlckeho priméru
chyby, nebot

R . dx= 4@+aw4w+——4.sz

b)
dy= %AGHWAEH yd&? ,

Casopis pro pistovini matematiky a fysiky. Rodnfk LVIL o 10
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dajf pro pfipad, Ze priimérné chyby 1hlii jsou stejné,
APt = AU = JOF — 52
F=Ax+ Ay = '
g [ (VL (32VE (3% () (2x)e oy
= {(53)+ () + () + o)+ (&) + (35 ]
Tedy dosazenim vysledku (5) é obdobnych:

o @b sint (a—q) + sin® (— @)+ sin? (y — w)-

=d — : 6
¢ D? sin? ¢ sin?  sin? ©)

nebo . , a2b%*c* 1+ cos (a— @) cos (B—y) cos (y—w)
= Dz sin? g sin? v sin? o
LezZi-li bod blizko opsané kruZnice bodii zdkladnich, stane se o
nekoneénym prvniho fadu, nebof se jeho vyraz bliZi k
. 2 2eb*cc - Aa®-F A8+ A2
T % Sinfasin® Bsin?y 647t (Cotg a da® I cotg B A+ cotg y A9)*

Aa® + A8+ Ay -
(cotg a a2 + cotg B 462 + cotg y Ay2)2 "

kde r zna&i polomér kruhu opsaného trojuhelniku ABC.

Vzdaluje-li se bod Q do nekone¢na, zmensuje se ¢, v, w a pii
kone&ném (&initeli v (6) roste sice D* do fadu druhého, ale kom-
pensovin soulinem sinil, takZe celkem o/o roste do nekonecna ve
druhém fadu.

Jako v odstavci 1 sledujme priib&h chyby ¢ na ose rovnostran-
ného trojiihelnika, coz da: '
' sin? (60° + 2y) + 2 sin? (60— )

16 sin* (60° — ) sind

2cos® (600 — ) + 1.
8 sin? (60 — ) sin* v
Abychom urgili pfibliZny prubéh, vytknéme hodnoty
pro vy = 180° t. i. pro vrchol A je o=o0

=2rt¢?

. o*=o%a?

— 0

_ pro = 150° o=oa VZ
pro y=120° e=oa.%
pro = 30° o=oa }20

vedle poiu pro w=60°a w=0°

Minimum déno vymizemm logaﬁtmxcke derivace poslednilte
vyrazu, totiz:
sin (120°—2y) ..

- ;Zcos'WfW) +1 = 2colg v+ cotg (v —60Y).
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Tato rovnice se splni hodnotou v = 120°, coz je tedy vskutku
minimum. Po odstranéni odpovidajiciho faktoru sin (w—- 120°)
zbude rovnice

’2(Zcosw+cos(120°~—w)] V3[ 1 n 2
2 cos? (607 — ) + 1 T 2 [sin(w—60% ' sinw]|’
Citatele nalevo moZno pfepsati na
4 sin 120" sin (120° — ) =2 V3 sin (1200 — w),
4sin (1200 —vy) 1 )
Zcost B0 —w) +1  sin(w—60) T sinw’

KdyZ spojime levou stranu s druhym c&lenem strany pravé,
obdrZime v ditateli

4 sin (120° — ) sin y —4 cos? (0 — ) —2 =
=2 cos (120° — 2y) — 2 cos 120°— 2 cos (120° — 2y) — 4 = — 3.
Rovnice se pak pfepiSe jednoduse na
3 sin (60° — w) — sin w [2 + cos (120° + 2y)] =0.

V dal$im jsme v3ak odkazéani na metodu aproximativni. Patrng
miZe rovnice miti kofen mezi 0° a 60" tedy vng kruZnice opsané
- trojithelniku zakladnimu.

Hodnota levé strany posledm rovnice Cini
—+ 0'30458, resp. — 035450 pro hodnoty, w = 31°, 329,

takZe lze hledati polohu minima p¥i thlu

takZe

w=31°27, jemuz odpovidd ¢ =oa.4353.-

Tato hodnota je vskutku mensi neZ vy3Se udani pro w =309,
nebof ]/20:4-47115.

Tim jsme potvrdili, Ze pribéh chyb od 1hli jest obdobny prii-
béhu chyb zpiisobenych polohaml zakladnich bodi, ale zikonitost
je mnohem sloZité&jsi,

Tim spiSe uzname, Ze by obecné urcovam polohy. bodu s mi-
nimem chyby bylo p¥ili§ pracné. AvSak tolik je jisto, Ze pro body
uvnitf trojthelnika ABC, kde isou o, v, o dosti velké, je chyba
‘mensi neZ vné.-

Vytknéme jen jests pnpad ‘kdy je bod O na strané BC. Potom
je sin @ =0, ale D?sin* ¢ = a4, v+ w = 180° nebo 360° a tedy

202 ¢t 1 —cos a cos (8 — ) cos (¥ +w)
@ .. Cosinfy '

o =od".

coZ ukazu;e, Je pFi velké vzdalenosti bodu 0 roste vhv chyb na -
‘ole se Etvercem *kosekanty zomného dhiun. :

10% .



Dodatek pro geomettii trojthelnika.

Z predchozich formuli plynou jednoduché vztahy mezi normal-
niml soufadnicemi, vzdalenostmi bodit od vrcholit zdkladniho troj-
tihelnika a zornymi thly, v nichZ se z onéch bodii spatfuji strany.

Pl‘edeinm dévan vyrazy (4)

b2t sin? (a — @)

0A: =
" Dsingsinysinw

~—_ ca’sin? (B—v)

0B = - — 3 . )
D sin @ sin y'sin @

Q'—Cz_ azb? sin? (y—w)

) D sin @ sin y sin w

pro vzdalenosti bodu Q od vrcholit jako funkce zornych thli.

K urfeni normdlnich soufadnic %, 9,3 bodu Q, t. j. jeho vzdai-
lenosti od' stran a, b, ¢, resp. zdkladniho trojiihelnika, vyjdeme od
rovnic pfimek, urdenych dvéma body, kde bod (v, ¥, 2) = 0 (x5, 9, 3)
ma pravé uvedené vzdalenosti, takZe

' ta=xys—y)+ye—x)—p -
pb=xY1-—y3) +y (Xxs— x1) —p2
§e=x(y2:—y1) + ¥ (x1 — x2) —ps,

kde Jsou px, p2, ps minory determinantu pro plochu troluhelmka
ABC, patfici k jednotkam, p¥i CemZ . -

2P =pi+p:+p=ar+by+cy

Resme pfedeslé tfi rovnice tak, Ze ze 2. a 3. ur¢ime x —x1 a
Yy —uy1, ze 3. a 1. uréime x— Xz, Yy — ys, z ostatnich dvou X — X3,
y —ys. Tim vzniknou vysledky: :

2P(x —x,)=by(x,—x) + 33 (X1 —X,)

2P(y—y) =by () —ys) +c3 (3 — )

2P(x—x;) =3 (xg—Xg) + ar(xy—Xx,)

2P(y—y1) =3 (y3—ys) +ar (y.— )

2P (x—xy) =ar(X— X))+ by (x; —x,)

- 2P(y=yp) =ar(p—y) +b9(n—ys)
" Tyto hodnoty dosadime do rovnic na str. 28 [pravé pred / (13)
uvedenychl, a obdrZime tim kotangenty zornych uhli jako funkce
normélnich soufadnic. Na pf. z prvni z onéch rovnic plyne cotg ¢,

znisobend dvojndsobnym obsahem trojihelnika OBC, totiZ ax
' rovni se vSrrazu

T (x— xa)(x xg)+(y y,)(y yg)-

—'————2—%5 [93+z(s cos a+oc08ﬁ+acosw)l
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Plati tudiZ rovnice

abe
YV Lt); +gcosa+ncosﬂ+3cosy]

cotgw:-%(%+gcosa+t)cosﬂ+3cosy] . (8)

cotgp = —

cbtgw=¥%§ —EE-{—gcqsd-_!—t)cbsﬂ-(—jt‘:bﬁsy]. o

Naopak nam dovoli rovnice (7) urgiti z, v, 3 jako funkce thlit
o, v, o. Je totiz dvojnasobny trojiihelnik QBC roven’ jednak at,

jednak OB 0C . sin ¢, tedy

sinf@a—e)_ sin(B—w) _ sin(y-—-w)_
~sing T 7 siny - osinw,

abc sin (@ — tp) sin (8 — zp) sin (y-—w)
D sin ¢ sin ¢ sin @ :

Degré de précislon de la détermination d’un point dans Ie probléme
] de la carte (ou de Pothenot).

(Extrait de l’artlcle precédent.)

En se servant des résultats du mémoire »Transformation d'un
déterminant etc.«, publié dans ce méme journal, l'auteur calcule
I'erreur moyenne en fonction des erreurs d’observation et des de-

’ placements des pomts fondamentaux
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