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VYUGCGOVANI

Souvislost rovnic goniometrickych a soustav rovric
algebraickych. S

Josef Holubédf, Praha.

Agkoliv YeSeni rovnic goniometrickych vétsinou zaky velmi
zajima, prece se pIi nich setkivame s nékterymi obtiZemi. Davod
je zajisté v tom, Ze v prvé ¢asti FeSeni se prostupuje algebraicka
a goniometricks tprava rovnic, takze zak nemuze dobfe odhadnouti
nejvhodnéjsi cestu, aby na konec vypoéetl prlslusnou gonio-
metrickou- funkei a pak urdil v druhé &asti ¥eSeni z rovnic
f(9) = k nebo obecne]l z rovnice f(azp + x) = k neznamy fthel ¢.*)

D¥i uréeni Ghlu @ v druhé &sti Fefeni poslouZi nejlépe natértek
]cdnotkove kruzZnice a na 1ii sestrojené body,  odpovidajici
hodnoté k funkce f((p), ]ak na pt. doporuduje J. Simersky na poéé.tku
élanku ,,Graf pfi reSeni gomometnckych rovnic v CMF, roé. 66
(1936—37), str. D 176.

" Hlavni nesnaz viak jest, jak uvadi téz K. Lerl v &lanku
,,K metodice gomometnckych rovhic“ v CMF, roé. 67 (1937—38),
str. D18, pravé v upravé gomometnckyeh rovnic ‘po -strdnce
algebraické a goniometrické. V Lerlové ¢lanku jest také podano
znaéné podrobné rozdéleni rovnic goniometrickych o jedné nezndmé
na 13 skupin, jak by se postupné metodicky mély probirati. Toto
rozdéleni v dosti detné skupiny jest ovSem nutné pro nalezité
naeviteni, ale provadéni v praksi vyzaduje hodné éasu, jisté vice,
nez je mySleno osnovami i udebnici, at jiz Vojtéchovou nebo
VinSovou.

Lze v8ak probrati fefeni rtiznych hlavnich typua nasich rovnic
znaéné kratéeji, omezime-li goniometrickou Upravu jen na nej-
men3i miru, a to na takové typy, kde jest tato aprava zidouci,
vyhodnd a obycejné i snadna.

1. Regeni vétsmy rovnic gomometrlckych o l neznamé muizZeme.
totiZ nahraditi FeSenim soustavy dvou rovnic algebraickych o 2 ne-
znamych, které pravé predtim byly v tfidé VI. probriny. A prechod
od rovnic goniometrickych k témto soustavam je docela organicky,
nebot se zakladd na obecné definici funkei goniometrickych, z niz
vychézime ve $kolnich vykladech pii pouZiti jednotkové kruZnice.

*) Pro neznamy tuhel volime pismeno @, jeito jsou Spatné zkufenosti

s psa,mm pismene &; pismeno x budeme v daldich vykladech potlebovatx
k jinému udelu. .
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7 jednotkové kruznice lze toti% dosaditi do rovnic goniometric-
kych hned:

COS @ = . sin ¢ = y. ]

tgg = Lj{— cotg ¢ = % |} 1)
1 1| '

SCC g = —. cosec g = —. |

pii ¢emZ pro neznamé z, y bude vidy platiti jesté soumérnd
rovnice
x4y, (2)
které muzeme tikati zdkladni, a jez vyplyva ze vztahu cos? ¢ +
+ sin? ¢ = 1. Refeni i takovych rovnic goniometrickych, které je
jinak dosti obtiZné, utvali se touto substituci velmi'jednoduse,
a uvidime, jak bude prazraéné zvlasté pro obvyklé typy. K vypoitu
ptivodni nezndmé — thlu ¢ — nebude pak ani potiebi vypoéisti obé
nezndmé z, y; postadi znati jen jednu z nich, nebo nejvyse jeité
znaménko piisluiné hodnoty druhé, anebo nékdy uréiti jen sou-
mérny vyraz xy, ktery poskytne svou hodnotou jiz thel 2¢; plati
totiz -
2xy = 2 cos ¢ sin ¢ = sin 2¢. (3)
2. Pro metodicky postup $kolniho nacvideni postaéi piidrzeti
e celkem udebnice Vojtéchovy*) a Fesiti ve Skolc tlohy odst. 25 a 26.
A. Uloha 1a: '
tg ¢ 4 cotg ¢ = 4.
Dosazenim z (1) dostaneme rovnici algebraickou

Yox
x oy
¢ili
x? 4 y? = 4xy,
coz vzhledem na rovnici zékladni (2) dava
Cdzy = 1;
a tedy podle (3) hned
. sin 2¢ = 4. : _
- Uloha 1b: Podobné z rovnice 2sin?¢ + 3 cos ¢ = 3 dosta-
neme spolu se zdkladni rovnici soustavu:
2% 4 3z = 3
x4y =1,

#) J. Vojtéch: Geometrie pro VI. t¥idu redlek, 5. vyd., JCMF.
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% niz po vyloudeni u* obdrZime
e = 1: 4, tedy cosgq = 1;4.
Uloha 2: Regiti
acosg + bsing =c.
Zde rozfesime soustavu (rovnici linedrni a kvadratickou, zakladni):

ax +hy =c

2+ 9y =1
Priklad: Rovnice 8cos¢@ + 6sin g = 5 poskytuje rovnici
8z + 6y = 5.
7 které dosadime za y do rovnice zdkladni a ziskame YeSeni:
4 V27
Dyg = _il.g—’ = cos ¢ = 0.9196 a — 0,1196.

Ubly ¢ v intervalu 0° az 360° vvhovujici dané rovnici jsou oviem
jen dva (nikoli ¢tv¥i), prot-oie pf‘l’sluéné yl < 0ay,> 0, tedy
. 52/ ]

Pozndmka: Pii pfedchozi tloze muZeme pripojiti i Feseni
grafické, které poskytnou prisediky piimky (obraz funkce
linedrni. znamy z t¥. IV.) s jednotkovou kruznici. Obdobny ptiblizny
naért poslouZi také k rozhodnuti o vyhovujicich hodnotach ¢,
které vychizeji z kofenl z,,,, nechceme-li uréovati znaménka y,.,
podetné, Vibec nagim rovnicim budeme moci pozdéji p¥i opakovani
v tiidé VII. na redlce (VIII. na gymnasiich) po probrani analytické
geometrie dati vyznam geometricky a ukazati grafické feseni
riznych rovnic goniometrickych souéasné s poznamkami o geo-
metrickém vyznamu fefeni soustav algebraickych rovnic.

Uloha 3: Rovnice goniometrickd s &leny stupné druhého:

2cos?¢@—sinpcos ¢ —2s5in¢ + 1 =

@ == 336° 32" a @, =

poskytne rovnici
222 —axy —2y2 4 1 =0,
kterd spolu s rovnici zakladni (2 ) da homogennl rovnici
3xr — xy — y?
Z-ni pak vypodéteme na pi. —;;, t. j. cotg ¢.
B. Pouzitim vztahu (3) a vztahu
" cos 2p = cos?qg —sin? g = % — y? (4)
snadno fedime algebraicky i rovnice gomometncke které obsahuji

funkce argumentu dvojnisobného.
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Uloha 1. odst. 26 citované udebnice:
sin g + cos 2¢ = 1
povede na iefeni soustavy

y+et—yt=1

a4yt =1,
z niZ vyplyva rovnice
2 —y =
Tedy
sin g == 0; 4.
Vztahy

. sin 3p = 3 sin @ — 4 sind g,
cos 3p = 4 cos*p — 3 cos ¢
poskytuji dvojéleny pro ¥, resp. a stupné tietiho:
sin 3¢ = 3y — 433,

. cos 3p = 425 — 3z, :
takZze prislusné rovnice algebraické Fesime jen ve zvliitnich plipa-
dech jednoduchych.

Na pt.: Uloha 2: ]
sin @ 4 sin 2¢ == «in 3¢

dava rovnici

W—y+ay=
Tedy plati

ﬂ) Y = 0:
a rovnice

b) 2y2 + x = 1.

Ta s rovnici zakladni poskytuje

Xgg == 1: — L.
Proto z
a) sin ¢, = 0,
b) cos ¢, = 1; cos g3 == — }.

Do této skupiny rovnic patii i goniometrické rovnice, které

obsahuji téz funkce thlu poloviéniho —9;— . Bylo by mozno pouzitim

vztahi
cOS @ s @

Sinizl/l_—_:cosqv __Vl——cowr tg’—_V
1—(0‘-34

a substituci (1) zavésti dtsledns:
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e == ¢ f1+z ¢ 1—=
RS St ol S e

dostali bychom vgak rovnice iracionalni. Jest proto lépe zvoliti
thel -(—:i jako vychodisko a zavésti obdobnou substituci jako v (1),

aviak pro thel Lp)—

sin L = y atd. (5)

cos 5

I

w]‘@

Tak fe$ime ulohu 3:
cotg _f)_ =1+ cosg.
Podle rovnic (5) dostaneme rovnici algebraickou
X + a—
Y
neboli
r—y=y*—y,
kterd se rozitépi ve dvé
a) x—y=0; b) l=y(x+y);

tyto rovnice pak Fedime s rovnici zakladni. Vyjde

1

A x =y = = 77—; b) nova hodnota jen z = 0.

Tedy ‘
1 .

a) cog%)— = qm% = 4 V—;, b) sin (; = 0.

C. Pro Yegeni ryze goniometrické zlistdvajf jen jednoduché
rovnice druhi:

L sin me = sin ne,
nebo

tg (mcp + &)= — cotg (ny + ) a pod.,

z nich pt‘echazxme hned k rovnicim, které plati mezi argumenty:
pak

II. rovnice typu: -

acos(¢—{—oc)+bsin(q>+ﬁ)=c

v nich¥ pouzwa,me pii predchozi Gpravé g zromometncké soudtovych
poulek a koneéné
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IIT. rovnice, které obsahuji pouhé souéty nebe rozdily stejnych
-ofunkei rozliénych argumenti, jezZ se vyjadiuji soudiny. Na pk
rovnice
sin 5p — sin @ = cos ¢ — cos 5¢.

D. Pfi nékterych slozit&jsich rovnicich poskytne nage me-
toda tefeni jednoduché mnebo aspon velmi piehledné. Na piF.
v téchto piipadech:

Uloha 1:

sin? @ + cos? @ + tg? ¢ + cotg? ¢ + sec? ¢ + cosec? ¢ = k.

Vztahy (1) ddvaji soumérnou rovnici

-1‘4+?/4 ) x2+y2_k

Ly xty?

@+ y* 4

tu upravime pouzitim rovnice zakladni (2) ve tvaru
(2% 4 ) = ot - o 4 2a%y? = 1,
takze dand rovnice prejde pak v ]ednoduchou rovnici
Tim wéime hned sin 2¢.
Uloha 2: Rovnice

smtp+cos<p—l—tg<p+cot0(p—rse0(p—~cosec<p~k

=L+ 1

t

poskytne
1 x4+ Yy
+ _ = A

x4y o T 2y k,

¢Gili \
1 1

(« + 9) (1 +-x—y) =k

JeZto

(x + y)* =1 + 2y,

dostaneme po dosazeni této hodnoty do_predchazejici rovnice
a povySenim na druhou rovnici, ktera obsahu]e Jen neznamy
vyraz xy:

9.
2xy+—:—(2+k\—{—5—k2=0,
t. j. rovnici kvadratickou pro xy, z ni% opét ziskdme sin Zq) Poné-

vadZ jsme pivodni rovnici- povysili, nutno vypoctene vysledk)
vyzkougeti dosazenim do piivodni rovnice. o Doy
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Uloha 3: Z rovnice
' cos® g + sinb ¢ = k

dostaneme
28 4 y® = k. .
Po upravé jako v aloze 1 obdrZime
3z2y2 =1—1k;

pak opét vypodteme zy a tim sin 2¢.

Tyto tii alohy jsou téZ dobrymi pfiklady pro Fefeni soustav
soumérnych rovnic algebraickych o dvou nezndmych.

Uvedeny postup jisté Zaktim usnadni FeSiti rovnice gonio-
metrické, a jak uz bylo vzpomenuto, uéini p¥istupnou souvislost
téchto rovnic s rovnicemi algebraickymi, takZe fefeni provedou
Zaci znadné samostatné v souhlase se zdsadou pracovniho vyudo-
vani, a je$té si pii tom zopakuji feSeni soustav dvou rovnic o dvou
neznamych.*)

Detailni metodika matematiky a jeji zpracovani.
_ Vaclav Skalicky, RG Pardubice.

Mezi ne dosti §tastné rozfeSené stredoskolské otazky patii
u nas jisté pedagogicko-didaktické Skoleni stiedodkolskych profe-
sori. Zatim co z naSich vysokych 8kol vychazeli po léta uditelé
s dobrou a vybornou védeckou pripravou, po strance pedagogicko-
didaktické musil a musi se u nas formovati z vétsi ¢asti kazdy sam,
zv1a§té pokud se tyde odborné metodiky svych predméti. Uva-
Zujme, co z toho nutné plyne; je to citelna potieba obecné i detailni
metodické literatury jednotlivych piedméti. Pojedname v daldim
struéné o této potiebs se zfetelem k stiedoskolské matematice.

Hned na zaitku je moZno konstatovat: Metodiku detailni
potfebujeme naléhevéji. Zvlasté mladsi uditelé potfebuji pfi své
praci bezpedné voditko; k tomu piistupuje potfeba studijniho
materidlu k pfipravé na ustanovovaci zkousky. Existence detailni
metodiky jednotlivych partii podniti téZ zajem o metodické
pokusnictvi, jeZ je nejen prospéiné, nybri piimo nutné. Metodu
nelze normalisovat, jako se d4 normalisovat materidl osnov,

- *) Cast 2. tohoto &lanku obsahuje YeSeni prikladd, které je jiz samo-
‘z¥ejmé z asti 1. Clanek vSak chee poskytnouti v této Gésti i nejmladSim
kolegtim névod k pisemné préaci pro ustanovovaci zkousku profesorskou,
pokud. jde. o rozvr¥eni udiva ucelené Sisti na jednotlivé hodiny (A—D).
P¥islusné prikiady se snadno.nahradi jinymi, snadno se té%.zvoli: p¥iklady
pro doméei cvideni. Lo ' ‘ :
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