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Příloha k Časopisu pro pěstováni mathematiky a fysiky, 

Příspěvek k řešení binomické rovnice af + 1 —0. 
PodáŤá 

V. Jarolímek, 
ředitel c. k. české vyšší reálné školy y Praze. 

1. Jest zajisté s podivením, kterak dosud dosti rozšířím 
jest domněnka, že rovnici xn 4- 1 = O řešiti lze elementárnou 
algebrou, totiž redukcí na rovnice kvadratické, toliko pokud 
n < 6, a rovnici xn — 1 = O jen pro n < 7. Setkávámef se s ní 
i v algebře Machovcově (§ 119) jinak velmi dobré. 

n 

A přece známa jest s dostatek souvislost hodnotY^F 1 s pravi
delným w-úhelníkem, která zřejmě k tomu ukazuje, že* ťovnteé 
xn HF 1 = O řešitelná bude elementární algebrou, pokud sestrojiti 
lze pravidelný n-úhelník elementárnou geometrií, totiž toliko 
přímkami a kružnicemi, tedy zejména pro n = 2r, n = 3. 2r, 
n = 5 . 2\ kdež r je kladné číslo celé, ále po libosti veliké. 

Zobrazíme-li totiž hodnoty 

(1) VI = cos \-1 sin 
v J f n ' n 

pro k = Q, 1, 2, . . . (n—1) body v rovině, jichž polárné sou-
2JC7t 

radnice jsou Q = 1, (p = , dostaneme vrcholy pravidelného n 
n-úhelníka, kterážto konstrukce nevyžaduje než rozdělení kruž-

nice na n stejných dílů. Reálná hodnota "\/l = -f- 1 výrazu (1) 
pro Je = O odpovídá vrcholu úhelníka ležícímu na ose X sou
stavy polárné. Pro sudé n obdržíme ještě druhou hodnotu reálnou 

14 
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t~— n 

yl = — 1 za Je = — , již přísluší vrchol protější, kdežto pro 
liché n leží naproti vrcholu -f-1 strana X X. 

Obdobně rovnicí 

(2) y— 1 = cos ! — h * sin •—-— 
v ' ' n n 

dáha jest soustava n bodů pro Je = O, 1, 2, . . . (n — 1), jež 
jsou vrcholy pravidelného w-úhelnfka. Jen liché n dává tu je-

* n i 
dinou hodnotu reálnou y— 1 — — 1 pro Je = —^—, kdež jeden 
vrchol lichoúhelnfka připadá na — X (amplituda cp = .r); su
dému však n příslušejí hodnoty výrazu (2) jen pomyslné, ježto 
osa X rozpolujíc dvě protější strany sudoúhelníka, žádného 
vrcholu jeho neobsahuje. 

V odstavcích následujících podáváme řešení rovnice 

# " ± 1 = 0 pro n = 2r, n = 3.2 r , n = b.2r 

algebrou elementárnou. 
2. Éešení rovnice 

xn-\-l=0 pro n = 2r 

budiž napřed provedeno na příkladě 

(3) x32 + 1 = 0. 

Ježto x liší se od nully, možno obě strany rovnice 
děliti x16: 

xi* + #--6 - o. 

Přičtením čísla 2 na obou stranách a oddvojmocněním 
dostaneme 

x* +- x-* = ±fl 
Opakováním tohoto výkonu vyjde 

#4 f-#-* = ±V.Í~±V2, 

dále 



211 

x2+ x~2 = ±V^ ± V2 ± V2 
a posléze 

(4) x + x-l=:±\2±^l2±^^±^¥=a: • 

Násobením x nabudeme rovnice kvadratické 

X2 — ax + 1 =: O, 
jejíž kořeny 

(5) 0 = 4" (a ± V^^í) = i (« ± i Ví̂ -^) 
čili 

82 

(6) »-=Y— 1 

= Y T ± V 2 ± V 2 ± ^ 2 — V2±eV 2 z í = V 2 ' ± ^ 2 " ± ^ 2 

Tento výraz má různých hodnot 32, ježto variací znamének 
ve výrazu a (rov. 4.) jest 16 a každé a dá hodnoty dvé (rov. 
5.). Jinak řečeno: ve výraze (6) možno znaménka až po:í mě
niti jakkoli (zopakuje se pětkrát, tedy variací 25 = 32), 
kdežto v právo za i nutno vykonati vždy touž měnu jako 
v odmocněnci v levo od i 

Obecná pak rovnice 

W ^ 4 - 1 = 0 

dá obdobným řešením kořeny 

(8) . = y=T 

= 4 ± V2 ± V2—^2 ± • ~—í: V 2 + V 2 ± ^2—• ~ i 
(r — l)-krát (r— í)-krát 

3. Ěešenl rovnice ' 

,•• • iť1 -|- 1 = O pro » = 3. 2r. 
t4" 
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Příklad: 

(9) ÍC24 + 1 = 0. 

Tento dvojčlen jest dělitelen dvoj členy ( « 3 + l ) , («8 + l). 
Užijme k rozkladu vždy dvojčlenu, jehož x má mocnitele 2r. 
Podíl 

(a;24 + 1): (a;8 + 1) = * 1 6 — x* + 1. 

Jest tedy 

ÍT24 +-1 = (a; 8+ 1). (a;16— * 8 + 1) = O, 

kteréžto rovnici vyhoví se způsobem dvojím: 

(10) a;8 + l = 0 , 

(11) xu — a;8 + l = 0 . 

Kořeny rovnice (10) jsou dle vzorce (8) 
8 __ i .__ 

(12) x = 1f^l = -f[± V2±V2±»V2 + V2j. 

Rovnicí (11) dělme zase xH: 

x*—l + ar-* = 0. 

Přičtením čísla 3 na obou stranách a oddvojmocněním 
tyjde 

x* + x-* = db V3. 

Zvětšíme-li obě strany o 2 a oddvojmocníme-li, dostaneme 

x2 + x^ = ±1i±W, 
a opakováním téhož výkonu 

x + x-1 =±^2±1Ž±T3. 

Z této rovnice kvadratické vyjde posléze 

(ts) a=Y-T=4r±V2±^^^ 
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Výraz (12) obsahuje kořenů 8, výraz (13) kořenů 16, 
24 

celkem 24 hodnot čísla V—T. O variacích znamének v těchto 
výrazech platí ovšem totéž pravidlo, jako pro výraz (6). 

Dodatek. Řešení rovnice (11) podle rovnice kvadratické 
(x* = y) vedlo by sice také k cíli, ale cestou daleko delší. 

Bylo by totiž 

tedy 
У=y(l±Y-S). 

!=Vi(i±ťYз), 
kdežto by bylo odmocňovati dvěma třikráte za sebou dle zná
mého vzorce 

v«±^^y^(v«2+^^ 
Obecná rovnice 

(14) **•*' + 1 = 0 

řeší se obdobným rozkladem 

(a/ + 1). (z2-2* — xf -f 1) = 0. 

2r kořenů rovnice (14) jest tudíž obsaženo ve výraze (8), 
rovnice pak 

r-4-1 r 

& + — a* _(_ i =- o 

dá (|)dobně jako rovnice (ti) dalších 2ř+1 kořenů: 
r 

3.2 

(15) x = V— l 

= y[±V2±V2±---±^^^ 
v každém členu tohoto binomu číslici 2 opakovati jest (s pří
slušným odmocnidlem) r-ktáte. 
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4. ReSení rovnice 

x» + 1 = O pro n = 5. 2r. 

Příklad: 

(16) ' . a:40 + l = 0. 

Tento dvojčlen jest dělitelen dvojčleny (xs + 1 ) , (x* + 1). 
Užijme k rozkladu vždy dvojčlenu, jehož x má mocnitele 2r. 

Bude tudíž 

(z40 + 1) = (x* + 1) . (z32 — a;24 + x16 — xs + 1) = 0. 

Rovnice «8 + l = 0 dá zase dle odst. 2. osm kořenů 
rovnice (16). Ostatních 32 jde z rovnice 

(17) x32 — a;24 + x16 — x* + 1 = 0, 

již dělíme a1 6 a spořádáme takto: 

(x16 + ar-16) — (xs + x~*) + 1 = 0. 

Substitucí 
x* + a;-8 = y, 

tudíž 
a ; 1 6 _ ( _ a ; - 1 6 _ ž , 2 _ 2 

nabudeme rovnice 
y* — y — 1 = 0 , 

jejíž kflřeny jsou 

y = *8 + .r*=-|-(l±Y6) . 

Připočtením čísla 2 na obou stranách a oddvojmocněním 
vyjde 

a;4 + .r-4 = ±yi-(5±Y5), 

' opakováním téhož výkonu 

, - • V-' x2+-a;-
2 = ±V2±V|-(5±V5), 

dále 



215 

X -f a:"1 = ± V2 ± V2 ± Vy (5±ÍB") 
a posléze 

40 

(18) # = V — 1 

= | [ ± y2±V2±V^(5±V5)±iy2+V2±V^(5±V5)] • 
Až po i dávají znaménka variací 25 = 32, kdežto v od

mocněnci za i sluší znaménka měniti obdobně jako v odmoc
něnci prvém. Obsahuje tedy rovnice (18) kořenů 32, rovnice 
pak x8 + 1 = 0 ostatních 8 kořenů dané rovnice xi0 + 1 = 0. 

Obecná rovnice 

(19) z*-2r + l = 0 

řeší se obdobně rozkladem 

(x* + 1). (x*-(/ — a?-2" + &•** —> x2' + 1) = 0. 

2r kořenů rovnice (19) jest tudíž obsaženo ve výraze (8), 
rovnice pak 

x[ 2 — a8-«r + X2-2' — a/ + 1 = 0 

dá analogicky jako rovnice (17) dalších 4 . 2 r kořenů: 

6 . / 

(20) x = Í — 1 

= |[±V2d^2±. • ±V] $±Tb)±fy+\2±- • .±V^ (5±V&)] i 
v každém členu tohoto binomu číslici 2 (s příslušným odmoc-
nidlem) opakovati jest (r—l)kráte. 

5. Kořeny rovnice 

(21) a * r — 1 = 0 

jsou totožný s hodnotami 
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ł~г 2 Г ~ 2 2 Г - 8 

•v-ť,.v-i, y-ií-Fi". -i,+i-
Na příklad 

a; 3 2—1 = 0 
lze rozložiti 

; (* 1 6 .+ 1) (z1 6 — 1) = (a;16 + 1) (a;8 + 1) (a8 — 1) atd. 

posléze 

(s32—1) = ( Í C 1 6 + 1 ) ( z 8 + l ) (a;4+l) (a;2+l) (a?+l) (x—1) = 0, 

z čehož jde 6 binomických rovnic, jichž kořeny jsou hodnoty 
16 8 4 

V-i , V-i", V-i» V—i,—1,-hi. 

Obdobně i řešení rovnic 

(22) . x*-2* — 1 = 0, 

i (23): as8--' — 1 = 0 

obsaženo jest v odst. 3. a 4. 

Na př. 

(24) x 2 4 — 1 = 0 

dá 
(* ia + 1 ) (x6 + 1) (x* + 1) (a;3 — 1) = 0. 

Jsou tudíž kořeny rovnice (24) hodnoty 
12 6 3 3 

«•••-• •••-• •• v - i , V--T, V-r, VT. 
Kořeny rovnice 

# 4 0 — 1 = 0 
jsou hodnoty 

•20 10 5 5 

V-i, V-T, V—i, V-r-i.=o. ... 
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Poznámka. Hodnoty V1 jsou kořeny rovnice 

xb — 1 = (* — 1) (x4 -f xs -f x3 -+- x -f 1) = 0; 

rovnice stupně čtvrtého jest reciproká. 

Některé věty trigonometrické. 
Žákům středních škol podává 

Dr. V. Láska, 
docent české vysoké Školy technické v Praze.*) 

Označme strany trojúhelníka a, b, c a protilehlé úhly <*, 
0, y\ pak platí, jak známo, věty: 

Ъ cos a 
Ъ sin « 

+ « 
— a 

cos 
sin 

i/з= : c 
:0. 

Položíme-li 

a = 
6 = S l S 2> 

« = :S, 
Si 

+ s2) 
— S2f 

nabudeme 

bude 

sx {cos (S-. + S2) + cos (S-. — S2)j 
— 82 {cos (Si + S2) — cos (Si — S2)j = 0, 

«, { s i n ^ + S ^ - s i n ^ - S , ) } 
- 82 {sin (S-. + S2) + sin (Sx - S2)} = 0. 

Poněvadž však 

sin (Si + S2) + sin (^ — S2) = 2 sin Sx cos S2, 
sin (S-L + S2) — sin (Sx — S2) = 2 cos Sx sin Sa, 
cos (St + S2) + cos (Sj_ — S2) = 2 cos .Ŝ  cos S2, 
cos (Sj + S2) — cos (S2 — S2) = — 2 sin Sx sin S2, 

2 ^ cos SІ cos S2 + 2 82 sin Sx sin S2 = c, 
'* ' s^ cos Sx sin S2 — s2 sin Sx cos S2 = 0, 

*) t. č. professor vyšší geodaesie i astronomie při c. k. vysoké škole 
technické ve Lvově. Red, 
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