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(10 cosa—_ﬁ (@—Db)cosp—c
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Vztahy takové, al k vypoltu nejsou zpisobilé, dluzno piece
znéti, nebof mohou nékdy komplikované vypocty zjednodusiti.

V Praze, v srpnu 1895.

O trojuhelniku, jehoZ strany tvori iadu
arithmetickou.

Podava

Antonin Libicky,

professor na Krdl, Vinohradech.

(Dokonéenf.)

Ddlezitymi pFickami kaZdého trojihelnfka jsou ¢éZnice;
pro na8 zvldstni trojuhelnfk zjednodusdi se vzorce, kterymi se
vypotitdvaji tyto pricky ze stran trojihelnika, takto:

- Budiz B, rozpolovaci bod strany AC trojihelnika ABC;
téZnici. BB, oznatme 7, a @ jeden z obou uhli vedlejsich, jez
tvof{ u bodu B, tato -téZnice se stranou AC a to thel lezicf
proti nejmens{ strané a. V A\ B,CB, ]ehoi strany jsou 2m d,
m a t,, bude dle véty cosmove
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@m—d)* =m*+t; — 2 mt, cosm;
podobné v A AB,B, jehoz strany jsou 2m - d,m,t, dle téZe
véty:

©@2m + d)* = m? + ¢t + 2mt, cos .

Setteme-li jednou, odetteme-li po druhé tyto rovnice, ob-
drzfme upravivse

(21b) 12 = 3m? + d?,
22) cos @ = 2d,
tZ

Z posledni rovnice jde, ze v trojihelniku ABC vzddlenost
rozpolovacfho bodu B, prostfedni strany od paty B, vysky, k té
strané piislusné, &ili primét B,B, prostfedni téZnice BB, na
stranu AC rovnd se dvojndsobnému rozdflu Fady arithmetické,
jiz tvoff strany trojihelnfka. Tim jsme znova ukdzali, Ze jest
/\ ABC pravothlym, je-li 2d =m, Ze jest ostrodhlym, je-li
2d <m, a Ze jest tupothlym, je-li 2d = m. Nebof pata B, vysky,
na prostiedni stranu spulténé, jest v prvnim ptipadé jeden
z obou krajnich bodd této strany, ve druhém ptfipadé lezf tato
pata mezi body A a C a ve tfetfm vné dsetky AC.

Pouzijme jeSté tohoto vysledku, abychom ustanovili jedno-
duché vyrazy pro cosiny vnitfnich ihlé A ABC. Z pravotihlého
trojihelntka AB B, v némZ AB, —m - 2d, plyne totiz

m—2d _ m-42d

c ~ 2m-d’
podobné z pravotihlého trojihelnika B,CB, v némz B,C = m—2d,
~ Vychéz

(23a) cos & =

m—2d
2m —d

Ponévadz nejdeldf strana trojihelnfka ABC

(23¢) cos y =

c=bcosa-}acosf,

miiZzeme psdti

¢~ bcosa
cos f = a —
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m—{—?d Zm—-—d

dosadice tu za cos ¢ a strany a, b, ¢ hodnoty
2m, 2m + d, obdrZime-
2m? + d?
AmP =

\Y pravoﬁhlém trojihelniku AB,B, kterého jsme privé po-
utili, jest déle

(23b) cos g =

v:=(2m + d)?— (m + 2d)*
cili
(24) v; = 3 (m*— d?),
kteryZto vzorec ovSem souvisf s druhou rovnici (19).

Pfipojme konetnd na tomto misté, Ze na zdkladé rovnic
(23) snadno ustanovime délky stran a,, b,, ¢, trojihelnika or-
thického, p¥islusného k trojihelniku ABC; ponévadZ totiz plati
pro tyto délky zndmé vzorce

a, = acose, b, =bcosp, ¢, =ccosy,

nalezneme
(2m—~d)(m+2_(_il b 2mEm @)
= T omtd 1T T =g
@m + d) (m — 2d)
o= om—d

Kdyz jsme poukdzali k nékterym vysledkim plynoucim
ze vzorce (22), vrafme se k téZnicim trojihelnika ABC. Zpi-
sobem' podobnym tomu, kterym jsme ustanovili t&Znici prostredni
(vzorec 21b), vypoéitdime téZ obé ostatnf t&Znice; i dospéjeme :

" ke vzorcim
(21a) tf:Sm(m—.{—d)«}—%i,
@le) £ = 3m (m — d) + f-

Z téchto rovnic vyvodﬁne nékteré vztahy, jichz uiueme
_telfce tlohu: ‘
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Jest vypocitati trojihelnik, jehoZ strany tvofi fadu arith-
metickou, ddny-li jsou kterékoli dvé téZnice.

Sectouce obé strany rovnic (21a) a (2lc) a zndsobice sou-
cet dvéma, obdrzime

() 2 (¢ +82) = 12m 4 d?;
odectouce od této rovnice rovnici (21b), nalezneme
(25) 2 (¢ +t)— 1 = 9Im>

Jestlize v8ak od Ctyfndsobné rovnice (21b) odeéteme rovnici
(a), nabudeme
(26) 4¢; — 2 (¢} +¢;) = 3a~.
Kdybychom znali v8echny tfi téznice, vypotitime z rovnic
(25) a (26) velitiny m a d, které niam postati ku vyhleddni
v8ech prvki trojihelntka ABC. Jest jen jeSté tteba opattiti si
rovnici, pomocf které bychom mohli ustanoviti z kterychkoli
dvou téznic danych téznici ttetl. Tuto rovnici vySeti{me takto:
Odetteme-li rovnice (21a) a (21c), vznikne rovnice

t: —t: = 6md;
zdvojmocnime-li a ndsobime-li tfemi, obdrzime
3t} — 6t ¢: 4 32 = 108 m?d* =4 . Im?* . 3d*.

Kladouce tu za 9m? a 3d* vyrazy z rovnic (25) a (26), nabu-
deme

31— 662 83 + 383 = 4[2 (52 +£) — ][4 — 2 (¢ + )]

rozndsobfme-li pak na pravé strané a sloutime-li, dospéjeme ku
hledané rovnici

198¢ - 168! - 1982 — 4O#® £2 — 4082 £2 —+ 2682 £2 = 0.

Rovnice ta jest vzhledem ku kazdé téZnici stupné &tvrtého,
lze ji v8ak feSiti na zdklad® rovnice kvadratické; obdrifme
tudiZ pro neznimou jen dva kofeny, jichZz absolutni hodnoty
jsou riizné.

Posledn{ &4st naseho vySetfovdni tykd se pricek palicich
vnitrni dhly trojihelnika, jehoZ strany tvoff fadu arihmetickou.
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Pif¢ku », pllici prosttednf thel f uréime takto: Budiz B, bod,
v némi tato pfitka se stykd se stranou prostfedni AC; poné-
vadZ v kazdém trojihelnfku p¥icka, rozpolujici jeden thel, délf

protéjsf stranu na C4sti tmérné s piilehlymi stranami, miZeme
pséti Giméru

AB;:B,C =c:a. |
Z této iméry vyhledime snadno AB,, uvazime-li, Ze
(AB; + ByC): (a4 ¢)=AB, : ¢,
kde AB, + B,C=AC =2m, a + ¢ =4m, ¢ =2m - d. Dosa-
divie tyto hodnoty, obdrZime
AB, =m -+ a4,
2
V trojihelniku AB,B jest pak dle véty cosinové

= @m+ d)* + (m +-‘;—)2—2 @m + d) (m +_“21) cos @
¢ili po dpravé
u, = (2m + d)* (—i——— oS a) .
Priblfzejice ku vzorci (23a), nalezneme konetné
(27b) wi = % (4m? — d@2).

Miizeme tu snadno zavésti pomocny thel ¢, nebot

2
4m? — d? = 4m? (1— d )

Am?
: = 4m* (1 — cos’p) = 4m*sin*g;

tudiz ,
- u, = m {3 sin ¢.
Tato pritka objevuje se téZ v trojihelnfku rovnoramenném
ACM,, ktery jsme vyse obdrZeli promftnutim rovnostranného troj-
tihelnika ACM lezictho v roviné S na rovinu R trojihelnfka ABC.
V A ACM eznatili jsme A’ stted strany CM; jeho primét naR
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byl bod A’ stted ramene CM,. O délkich pifmek promitajfcich
MM,, A’A’ plat{ patrné rovmice A’A’ :%MMI. Je-li jako
vy$e B, bod pilfei stranu AC, jest v pravoihlém trojihelnfku
B, MM,

_ MM,

cos P = EM‘ )

jezto tihel M;B,M jest odchylka R — % obou rovin R a S. Po-
dobné jest v pravouhlém trojihelniku AA’A]

/\’ . A;A'l
cos AA'A, = AL
aneb téz
Sa — MM,
cos AA’A, = SBM

nebot jest jednak, jak Feteno, A’A’\= ‘]3 MM, jednak AA’ = B,M,

jakozto vySky v trojubelniku rovnostranném ACM. Srovndnim
nabudeme

AN

cos P =2 cos ANA ;-
uvdzime-li, Ze podmineénd rovnice o uhlech ¢ a ¥ znf

cos ¥ = 2 cos @,
pozndviame, Ze
AN\

AA'A = o.

Z pravoihlého trojuhelnika AA’A’ plyne pak
AN = AA’ sin p = m V3 sin ¢,

tedy
AA| = u,.

Shrneme-li ve, co jsme povédsli o souvislosti mezi prvky
primétu ACM, s prvky- A ABC v jedno, miZeme fici:

Sestrojime-li na zdékladné AC trojihelnika ABC, jehoZ strany
tvoif fadu arithmetickou, trojihelnik rovnoramenny ACM, o téze
vysce, jest v ném:

15
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1. vzdélenost tézigté od zdkladny rovna poloméru kruznice
trojihelnfku ABC vnitt vepsané; :

2. vySka na zdkladnu spuSténd rovna prostfednimu polo-
méru kruznice A\ ABC vné vepsané;

3. thel, ktery tvoff téinice AA’ k rameni piisluind se
zdkladnou AC, roven poloviénimu thlu prostfednimu;

4, tato téZnice rovna piféce trojihelnika ABC, pilic{ jeho
uhel prostfedni.

Pozorujme jesté ptitky, vychdzejici z bodu B trojihelnfka
ABC, o kterych jsme jednali; jsoufto: vySka BB, = v,, téZnice
BB, — ¢, a piftka, thel g pilfct, BB, =u,. Pro tyto p¥icky
~odvodili jsme vzorce:

(24) v; = 3m* — 3d?,
(21b) t; =3m*+ d?,
27h) w=3mi— 2
Z nich plynou tyto rovnice:
t: — v, = 4d2a
u; — v = %dz;

vylou¢ime-li z téchto dvou rovnic d? obdriime
16u; = 9¢; 4 Tv:.
Prvni rovnice ndm pravi, Zze B,B, = 2d, jak jsme jiZ jednou
ukdzali. Z druhé rovnice jde, Ze B,B, :%d; lezf tedy bod B,

- ve Ctvrting usecky B,B, blize bodu B,. Z rovnice tiet{ lze
konetné jednu z délek wu,, ?,, v, vypotitati, diny-li jsou ob&
oftatni.

Postupem podobnym tomu, kterym jsme vyhledali pro-
stredn{ pff¢ku w,, ustanovime také piitky u, a u,. Vysledky
nebudou viak tak jednoduché; zn&jit

QW) w= g @ntd) ntd)
(27c) ul = 24m” (2m — d) (m — d).

(4m - d)®
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Uloha. Rekiti trojihelntk, jehoz strany tvof( fadu arith-
metickou, dény-li jsou dvé piiéky pilief vniténf @hly, na pt.
u, A U,

Vzorce (27a) a (27c¢) piSme ve tvaru

t — gq 2+ 8dm - a*
Uy = 24m 16m? 4~ 8dm + d*’
2__ 2
W, = game 2 —8dm 44",

délice citatele a jmenovateleé kazdého ze zlomkd, na pravé
strané téchto rovnic se vyskytujicich, m? a poloZice -:—i— =cos ¥,

obdrZime

2 + 3 cos ¢ -} cos? 9
2 — 2

up = 24m 16 + 8 cos ¥ 4 cos® ¢’
2 —3cosy 4 cos’y
16 —8cosy 4 cos?y”

u) = 24m?

Délenfm t&chto dvou rovnic vznikne rovnice

__ (243 cos ¥ +-cos? ¢) (16 — 8 cos ¢ - cos’ 9)
T (2—3cos ¥+ cos? ) (16 + 8 cos ¥ 4 cos® )’

a z té vychdzi pro cos ¢ rovnice ¢tvrtého stupné tato

2
¥

2
Uy

(w — u?) cos* P — 5 (u; + u?) cos® ¥ — 6 (u; — u}) cos® ¢
+ 32 (u? + u) cos ¥ + 32 (ui —ui) = 0.
2

Vyhledavse odtud cos v, uréime z poslednf rovnice pro u;
neb pro «? veliinu m a pak z rovnice cos ¥ = ;‘i— rozdil d.

Obdobné budeme potitati, ddny-li jsou jiné dvé pFitky,
na pi. u, a w,
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