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0 povaze funkee 3w v okoli bodu »=1,
Sdili M. Lerch v Brné.

Svého tasu*) ukdzal jsem, Ze analytickd funkce komplexnf
proménné u, definovand uvnitf kruhu |« | < 1 analytickym
prvkem

3 yme—al am

m=1
(kde a znalf redlnou kladnou velitinu), chovd se pravidelnd
v celé roviné (u) aZ na fez vedeny podél osy redlné od =1
do v = + oo; a také bylo ukdzéno, Ze jedinym opravdu sin-
guldrnim bodem funkce na fezu poloZenym jest poédtetni bod
fezu, t. j. v = 1.

To bylo v Monatshefte VIII. na str. 379 nad veSkeru
pochybnost zjisténo. AvSak dalif otdzka, tykajici se povahy funkce
v okoli zvld§tniho mista » = 1, o nfZ tam jedndno na str. 379
a 380, nebyla mnou spravné fesena, nebof jsem pfehlédl okolnost,
ze funkce

(log )3
jest v okoli bodu » = 1 dvojznaénou.
Toto nedopatieni jsem si uvédomil piehliZeje korrekturu
teského zpracovini p. Cupra, i bylo pak na mé prini vadné

misto vynechdno. Slibené tehdy sprdvmné zpracovéni otdzky —
provedl jsem je na zdkladé vlastnosti funkce

®
3 \m €™,
1

*) Viz Casopis rot. XXXVIL, str. 3 a nésl. aneb Monatshefte ro¢.
VIIL, str. 377 (1897), Acta mathematica, sv. 22 (1899) str. 371. Citst v Casop.
XXXVIL str. 1 m4 zniti: Math. Annalen svaz. XXI. jako na str. 3.
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jeZ vychézejf jako jednoduché disledky theorie Malmsténovskych
fad mnou pfed lety pésténé — podé.vzim nyni v jiné, zjedno-
duSené formé.

1, Vlastni otdzce pfedesilim odvozeni detailu z pottu in-
tegrdlntho, kterého budu v hlavni tivaze pottebovati.

Jde o integrdl
J = f e""”'“V;dx,

jenz exiétuie, je-li komplexni velitina v ve své redlné ¢&4sti
kladnou, a to pro viecka komplexni «. Maclaurinovsky rozvoj
této funkce J proménné « jest

J=23 Pl e—”"w“ dz.
n—0 N
Dle zndmého vzorce

f e —ldy — —Fif)

jest pak

. r( -t 1)
f egldy =———1,
0 - vT+ !

takZe oddélime-li v nalezené fad® &leny sudého » od ostatnich,

vyjde
I{m 4+ -
o2m ml @ a2m—1 ( 2 )
7 mfo (2m)! vt +m£\ (2m — 1)! ot
Tu pak ]est
ml 1
@m)!—2».1.3.5...2m — 1)’

1 1 3 2m — 1
I’(m+—2—)—V;r.-—2——2—...—T

2m — 1)! (2m — 1)!

Ve

= (m — 1)1’
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takZe bude

1 ) 1 o2m
J—T+m%l1o305-..(2m-—-1)2m/u’m+1 o
aw ® o2m—2 ‘

20'2' m=1 2% (m — 1)1 o™V

Drubd ifada md hodnotu

o?
cdu R

prvni fadu lze psdti ve tvaru

e

zavede-li se oznaleni

.
(p(w) m:l_l_
5 -

_ ® o? o?

=T +tT 371 i5+'” 1)
2 22 27272

Pii tomto oznalenif méme pak hledany vzorec pomocn}’r

—vataVe 7,, (2)
. e dx = — et
u 21) Vv v
Transcendenta ¢ (w) je — mimochodem poznamendno —

zvld§tnim ptipadem funkce jiz Eulerovi znémé

P(s, o) = f e x*~ldx;

a sice jest dle Eulerovy identity zatasté riznym autorim pfi-
pisované

N — ®° wt ! w2
Pl oy=e [T+s(s+1)+s(s+1)(s+2)+ ]

takze dle toho

9 (0) = Voo_e"' P(3, o).
9*
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2. Zavedme nynf na misté « velitinu exponencidlnf
u=-e"
a pisme « za 2\/a, takZe ptvodnim supposicim odpovidd pipad
kladného reilného o. Méme pak uvaZovati funkei danou fadou
F(a, v) =!Ev‘e—mv—al/m—’ 3)

kterad konverguje, pokud v je kladné ve své tdsti redlné, a tedy
definuje analytickou funkci proménné v, pravidelnou po pravé
strané pomyslné osy v roviné (v).

Abychom si zjednali nové vyjddfeni této funkce, uvaZujme
funkei redlné proménné & 0 <S¢ =<1,

@(5):?6—(”’+E)”_uvm+f, (4)

a sice jest
@ (1) =F(e v), 2(0) =1+ F(a, v),

2(0) - + o) __

tedy
P 0.
Funkce @ (&) je tvaru

o) = Ef(m + &),

f(x) — ¢ —uz—ul’ :
a ustanovime jeji rozvoj trigonometricky, jejz hned piedpokld-
déme ve tvaru komplexnim
D) =3 4,¢
y=—0o

Soutinitelé A4, jsou stanoveni vzorcem

v ki L 0<t<l1. ®)

1
A= f B (&) =2 it dE,

tedy v naSem pifpads

1

A,=;ff(m + 5) e—%m’(m+£) dé,

4, =ff(x) e—g"”"""dx,
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a po dosazeni hodnoty za}f(x)
4, =fe— (v+ 2 i) x—aVx dx.

Hodnota tohoto ‘integrilu jest urlena vzorcem (2), jezto zde
parametr v 4 2vai m4 kladnou &4st redlnou, a tedy bude

a&
A= 1 ‘p(4(v-+ 21/1:11)) (6)
YT o4 2vm v+ 2vmi
— «l
_ “V” ew+%m‘);'

£ 2 (v 4 Qv mi)
pro pfesny dikaz statf si vzpomenouti véty Poissonem dok4zané,
ale teprve pozdé&ji v té formé vyslovené, %e Fourierova Fada

Ay + (4,27 4 4 e~ 27 4,
representuje funkei @ (£) aneb hodnotu
2¢E+0)+ 2(¢—0)
2 )

jakmile konverguje na misté £ V nafem pfipadé mdme

4,= _1;_-{—_1217; + ¢,
kde tada absolutnich hodnot
Zle,|
koinverguje; jezto pak
o owEm
SV ovm

konverguje za podminky 0 << & << 1, tedy je konvergence rady
(5) zajisténa. Je pak dle zndmé véty

@1’(0)_-;2(9_ =4,+3U4,+4_) - (D
»—1 .
a jeito
1 ® 1 1 1
—_— > t
vﬁzi(v+2‘1’ﬂ5+”—2””i) % coy?’
1 41 1

—-?2v—1._2+ -1’



tedy dle (6) a (7)

) ( —i—u" )
@(0)+q>(1)__1_+ 1 L3 Y \o  2vai/
.2 -2 er—1 " ,—— v+ 2w

1 a?

“V; ® eT v+ ai

5 _etvrhm
v=—w (v 4 Wmi)r -

Porovndme-li tento vysledek s hofejsim

2(0) + o) _

2

+ F (e, v),
vychézi vztah T
. F(a, v) = M (v) — N(v), . 8)
v ném%
()
1 w 7\ 20 71
=g+, I ST e
1 a2
pon . 4 v+ Wi
N@©v) = “\2/” s ¢ - (8%

v=— (v 4 mi)

a kterym jest problém plné Ffe3en, nebof fady M a N jsou
absolutné konvergentni; M definuje funkei jednoznatnou, kters
mé podstatnd mista zvlditni v bodech v = 0, + 2ai, + 4ai,
+ 67i, ..., ale mimo né se chovd pravidelné. Naproti tomu m4d
sice funkce N .také na vSech jinych mistech povahu celistvé
funkce, ale neni jednoznalnou, nybrz mi nekonetné mnoho
vétvi, které na mistech zvla§tnich v=— 2vm; jsou po dvou
spojeny. :

Rovnicemi (8) — (8% tedy neien dokdzéna moznost pro-
pagace funkce F(a, v) do levé polovice roviny (v), nybrz jest
jimi povaha této funkce dopodrobna vystiZena.

Zavedeme-li opét plivodni oznaceni

u=ce", e=2\a,
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obdrzime
o\ g)
. u © Qv — log u
M_ 1— u+,,:)_f_oo Qwmi — log u ’

__*
I ® 2vni — logu

N=Var 2 ——-e—————————s ’

v Z— o (Quai — log u)3

S:Su’"e‘wm:M—N.
1

3. V okolf bodu v =1 jest

logu=(u—1) — 5 @—1P+ 5@ — 1" — ...
jednoznatnou funkef, a veSkery &leny fad M a N mimo ¢leny

v = O zistdvaji analyticky pravidelné.
Tedy

- +¢(TZ;%)+V“_”___e% =P@—1)
u—1 log u - (— log u)"’;

S+

je funkce na » — 1 pravidelnd. A sice je stdly Clen této Fady
mocnin

77 a
N ) BV
- Qv (21, ﬂi)i
fv==1 +2 +£3,...)

Symbol (v 4 2v m_)% jsme dosud brali ve smyslu
(0 + 2vmi) Vo F 2o,
pfedpoklddajice redlnou ¢dst odmocniny kladnou.
Je-li tedy » kladné celistvé ¢fslo, méme
(2v ni)% =2 m Vm

= __ | (1 4 9)Vna pro v =n,
Vavai = { (1 — §)\nz.pro v = — .
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takze
g + e—m 1 r —ir i ]
B T = = ~— -
(2nmi)?  (—2nmi)? 2nn Vrml_’& Q449 144
cos( —_ _”_)
_—¢cosy—siny __ T
= OInm Vn—n - nw V% ’
— a .
"= %um’
tedy
S WY ol
0 3—5— 4 207 ¢ 2nrm
PO = T ez 2nmi

108( a 71)

—_— COS|o——

‘@ 2n 4

+1i\es . %)
z V2 n\In

Vysledek nd§ takto ziskany

w Van 2.

s' ume—sVE —_—

— + e logu
m—1 1—u " logu\—logu
—a
q’(_logu) 1
T egu + P —1) (9)

s hodnotou stdlého ¢lenu

- (T-T)
PO=—V52 '

n 21 nv,T

at I
« P\ 2z "’.(2nn
5

n=—1 . 2”” i

(10)

vystihuje povahu funkce v okolf bodu » =1, a z4roveii po-
skytuje moZnost stanoviti hodnotu této funkce v tomto singu-
lirnim mist&.

Predpoklddejme nejprve u redlné a mensf jedné ; pak velitina

0=

log u’ (@>0)
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ziistdvd kladnou a roste pieé viecky meze, bliZi-li se # hod-
noté 1.
Pravou stranu v (9) lze pak psiti

SV oVoe + 2o + B — 1,

(7]
—1
a prechod ke krajni hodnot® » — 1 vede ke vzorci

+ [9 (@) — Vome’] }

3 eWan — PB(0) + lim{
1 o=xl Z
e —1

Jak vy%e bylo poznamendno, jest
p(@) =Vwe’ P, o),

Vore® — p(@) = \/me"’[je—‘ y e '%]
=VEG”J€“'\7%.

tedy

Dle toho bude
1 ® o
Y e-m’am—;g,?o{%__é.— Vq :”/‘ }+§]3(0)

1

= $(0) _—;—-{-%wlimm{m —mVEe""/‘e"“%}.

(7]

Podle vzorce plynouctho integraci po &dstech

o R @
_Ldx __ e fe_, dz
e x° - o - 2+

(2] (2]

mame

fe_,%ﬁzﬁ"” [1—i+s—(s————"'1)—-.-],

@ @*

kde chyba je men3f nez prvni vynechany &len; pro s =3
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plyne odtud

1 1 8
0 —z —_ 3 2°2 __
conef __co[ praks o ]

—_ 0 - =

tak Ze vyjde

tim Jo—o Voo ferB2 )= 1,

Wil J TV

¢imZ nd§ vysledek nabyvd tvaru

o — 1 1
To—2Wam — T
S =g — o+ BO), (11)
kde P (0) je déno vzorcem (10).
Dle definice
xm
(P(Z') - ' 3 2m—1\
m=l 3.3 2
bude
. Q)™
9@ —g(—a)=22 1.3..(.(‘3m—1)’
(m=1,3,571...),
tedy S
. . m—1 )
ai \ _ —ar\ _ 5. __(:_I)Za”'
"’(m;) ~"_’(2m;)—2’;§ 1.8.5..(2m —1) (nm)" ’
_“_z__ — ':ﬂi m—1
2 ¢ 2nn w(?nn) s (_ 1) 2 g o 1
—t onmi “a1.3.5...02m— 1),.‘i,(-nn)m+"
L (m=1,3,5,7,9,...).
Av§ak

g 1 _ 2B
e () 2 (2k) P
kde B jsou &isla Bernoulliova

1 1 1y
(szf; B, = 307 B, =5 -);

a tak se tato tdst vzorce (10) vyjédH s jednoduchymi koefficienty.
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Podobn& obdrzime

¢os a b/ 4
1\/a = il W ) al

2 =Va — Cp =——
277 aVm V“(c*' ‘3]

at a® ~ a®
+C4Z!—'—666—l—+.--+61 633! +¢‘55! ...),
© 1
= —,
*=1 nx)t+1 \In
Velitiny
’ : 3
e+ + )
= gy

stanovi se pomoci hodnot funkce
g(s)—1+ 2a+3s +4a +

pHi s=Fk+ ?, které nenf obtiZno uréiti.

Méme pak

—( - e c

%@z%@—ﬁw+ﬁw—
m—1
c ® 22m am
Tas— ﬁ“3+%“5_ ")"f(_l) 1l Em

m=13,5,.. ) _ (10%)

Pri potitdni fady _
> eV

1 .
jiz pHsludi a = %, jiz postati Ctyfi €leny prvni rady a dva -
tleny fady druhé, aby se obdrZelo Sest desetinnych mist; kdeZto
pii polftdni p¥imém jest jedté pii m = 100

1
100"

Vratme se nyni k vzorci (9), pfedpoklddajice w=>1, u—1
malé; v tom pipadé pravd strana poddvd propagaci funkce

. e-—l’m c——
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definované stranou prvni. Tu pak bude
a
Togu
kladné a veliké, a prav4 strana bude zniti

-1 _I_VR

-2 ar
l1—e @

—oe ——a-ww(—w)-}-%(u-l);

byla-li propagace provedena v jizni Csti roviny (u), takZe bod

u zde vlastné jest w — 0. 7; zde mdme

:, o~ —_— —
lim\woe—* =0,
w :

tak Ze hlavni tdst pravé strany (9) bude — po vynechdni ne-

konetné malych —

—1 ®g(— )
._1..—. a + %(O),
l]—e o
aneb coZ totéz jest
® 1 __eg (— o)
T T -+ P 0).
Dle vzorce 1
@ (@) =" p (D0
° »l (v + —2—)
plyne :
11+1
P(—o)=—e"" z

o (’U + )
Céstetnou integraci vychdzi

‘w o

L4z __ e dz
e ———e-l-s g

1
Velit¢ina (12), kterd zni pfesnd
11 |
BO—g— g lotag—o)

(2]

= %$(0) —-L———[ —o\we “’fe"

o

dz

Vz

—01/63

|

(12)
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bude tedy s nekoneiné malou chybou vystﬂena vyrazem

sB (O) @ VCO —_— 0

z Az
e’ ’_37
1 z3
jeito pak asymptoticky

(2}

da:

o0

e’ 3 dz

—3 — O — 3 —l—‘2—~/v8‘z —5
L z3 02 1 x

jest limita vyrazu (12) t4Z jako pro vyraz

3 5 [ d
BO) — 5+ +g,0%e fe =
Tu jest pak
(0}

—o [ L0 _ 2 !
wie fe”‘——5< 3 (1~—- 5
1 z3

(7] ) (2]
_')0756-?—*—2(1 —e 7
z2 (1) .
kterdzto veli¢ina md za limitu nullu

7,

Tudiz jest v nekonelné blizkosti mista u =1
hodnota funkece

, u>1,
ium e—2l/f_l-n:

1
ddna vyrazem

1 1
BO)— 5+ (13)
ktery se nelisi od hodnoty (11), jiz se blizi funkce hodnotami
w << 1.
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