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O trojuhelniku, jehoz strany tvoii radu
arithmetickou.

Podava

Antonin Libicky,
proiessor na XKral. Vinohradech.
Predpokldadejme o trojuhelniku ABC, Ze délky jeho stran
a, b, ¢ tvoti fadu arithmetickou, jejiz rozdil bud d*); ozna-
time-li 2m jeho stranu &, kterd md délku prostfednf, bude
strana nejkrat’sf @ = 2m —d a.nejdeldi ¢ =2m +d. Ze zné-
mych vztaht o souétu a rozdflu kterychkoliv dvou stran troj-
tihelnfka plyne, ze musf byti d<<m. Je-li ve zvld§tnim pFipadé

d= %— , jest A ABC pravouhlym; podminka tato vychdz
Z rovnice
(2m + d)* = (2m — d)* + 4m?,

kterd jest vyrazem véty Pythagorovy pro takovy trojuhelnik.

Nékdy byvd vyhodno, vyjddiiti strany A ABC pomocf

thlu ¢, daného rovnici
d
)] Cosp =g .

Protoze d <<m, jest uhel ten vidy moZny; krajni hod-
noty jeho pro rizné rozdily d v uvedenych mezich jsou ¢ =R
(pro d =0) a ¢ =60° (pro d = m). Potom lze psiti
?

J— J o € d —_— —_ in?
a=2m—d=2m (I—Z—n)_%n(l——cosq))_flmsm 5

1 ., R
(2) b:2m:4m.—2—:4msm‘—2—,

’

2

¢ = 2m + d = 4m cos? 5

Vizmez nejprve, jaké podoby nabyvaji zdkladnf véty tri-
gonometrické pro trojihelnik, jehoZ strany tvofi fadu arithme-
tickou. Predeviim véta sinovd ndm pravi, Ze i siny dhli ta-

*) Pokldddme tento rozdfl z pri¢in na snadé jsoucich za kladny.
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kového trojibelnika tvofi fadu arithmetickou. Rozdil této fady
d, mi se k sinu n&kterého uhlu, na pf. B, jako rozdil d ku
prot&j&f strané b; jest tudiz

3) d, = ;77& sin § = cos ¢ sin .
Ponévadz é—iil%: 27, znadi-li » polomér kruZnice trojihel-
niku ABC opsané, jest téz
d
(33) dl —_— "27 .

Z toho pozndvime, Ze 1hly trojihelnfka, jehoZz strany tvoit
fadu arithmetickou, jsou v takovém vztahu, Ze z jednoho lze
vypotitati oba ostatni. Podmine&nou rovnici, kteri plati o iihlech
a, f, » tohoto zvldStnfho trojihelnika, odvodime t¥eba takto:

Z véty sinové, napsané dle rovnic (2) ve tvaru

3 . q o gl _'22.-23. 2 P
sma.smﬁ.smy..sm 5 sin® 5 c0s® 5,

jde

(sin @+ sinf +siny): sin2g—}—sin2g—}—cos’g—):sinﬁ:sin“’%—.

Hledice ku znimym vzorcim

sina—}—sinﬁ-]—siny:4cos-%-cos-g—cos%,
inz. % : ¥ e B 1
sin 2—{-cos 2__1, sin® o = -,

B ooe B

sin 8 = 2 sin ) 0s—2—,

pfeménime tuto iméru ve

& o
272

" a z této timéry vychdz{ hledany vztah

2 cos = ¢08 3 ::sin—g-: 1,

in & —2cos-% cos 2
4) | 3 sin ) _2cog 5 €08 5.
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Rovnici té lze ddti jeSté jiné podoby; uvdzime-li, Ze

B e+ y
L —R—=-T7%
2 2
tedy
sin—g—:cosa—;yzcos%cos—g-—-sin%sin—;—,
obdrZime téz .
in £ sin X = cos =% cos -
3 sin 5 Sin 5 _\.cos 5 €08 5
¢ili
4a 3tg—a—tg—z—:1.
2 °2

Snadno odvodime také tento tvar rovnice (4)

B o @Y
(4b) sin 5 = 2 sin 5 sin 5-.

Z rovnice (4a) vypolteme nejmensi thel « trojihelnika
ABC, ddn-li jeho tuhel nejvétsi » a naopak. Je-li vypo-
¢itati z daného Ghlu 8 thel « neb p, pouZijeme jiné rovnice,
kterou vyvodime z véty Cagnoliovy. Kladouce v imérich

(c—a):b:siny—;a:cos—g—,

p—eos L% in B
(¢c+a):b=cos g sing,

za a, b, ¢ po sobs 2m — d, 2m, 2m - d, nalezneme

y—e, B
D) co

: S'—2—
y—ea, . B
3 £ 8in

d:m = sin )

2:1 =cos

b}

a odtud

®)
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v—e -

Zndme-li thel B, vyhleddime z druhé rovnice “-5— @ po-
névadz 7—’—_—;——“ :R———g-, ustanovime snadno oba thly « a .
Délenim obou rovnic (5) vychdzi
r—e
€ 3 —cos @ ;
rFe— P
tg 5

z této rovnice vypoiitdime uhel ¢, diny-li jsou e« a y.
Je-li A ABC pravotihlym, jest nejvétsf jeho dhel y =R;
tudfz dle (4a)

3tg —;— =1, tg —;‘- = -;;,— o= 36°52'12".

VSechny trojibelniky pravethlé, jichZz strany tvofi fadu
arithmetickou, jsou sob& podobny.

Pomoci vyvozenych vzorc snadno se fe$f zdkladni iiloha:
Fesiti trojihelnik, jehoZ strany tvoi{ fadu arithmetickou, jsou-li
ddny jedna strana a jeden thel. Vypolitime nejprv uvedenym
zpisobem oba ostatni dhly a pak zbyvajici strany, p¥i ¢em? mi-
Zeme pouZiti pomocného thlu ¢.

Podobné zjednodusi se zndmé vzorce trigonometrické ply-
nouci z véty cosinové, totiz

ro|™
~

« __ ¢
By=s—a '8

kde znacf

O:V(s—a)(s:b)(s—c)

polomér kruZnice trojuhelnfku vnité vepsané.
Dosadivie tu

s=3m,s—a=m+4d, s—b=m, s—c=m—d,
obdrifme pro tento polomér vyraz

® o= V"5E
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Lze tudiz z usetek ¢ V3, m a d sestrojiti trojihelnik
pravoihly o pieponé m (jestit vidy m >d). BudiZ v tomto

trojihelniku ¢ thel lezfci proti odvésné ¢ Y3; pro ten thel
plat{

) cosw:—:i—, sinzp:"—‘@-, cotg v = —=

m eV3’

Krajnf hodnoty uhlu ¢ jsou: O pro d =m a Rprod =0.
Z druhé rovnice (7) vyplyvé

(63) —m¥

3 sin ¥
vlozice tuto hodnotu, jakoZ i s—a=m 4 d do vzorce pro
tg % , obdrzime

to & mY3sing _ V3sing
8 2 T 3mId) — 3(Fcosd)

aneb, ponévadz

3 — 22 1 — i .1p_' lp.
1 4 cos ¢ = 2 cos 5 smw._2sm2cos2,

téz

= . P
V35m—2— V3 v

tg ==
2 3 cog 12!{ 2
Obdobné najdeme pro poloviénf thly ostatnf
B_V8
¢ tg 9= sin 9,
ra V L2
tg 5 g = cotg ok

Zndsobice prvni a tfeti z téchto rovnic, obdrzime opét
rovnici (4a); k jinému vztahu mezi thly «, 8 a y trojihelnika
ABC ptijdeme, setteme-li pfevracené hodnoty obou stran rov-
nice prvnf a tieti. Jest totiz

10
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cotg —;— = V3 cotg 120—.

cotg—g- =V3tg %,
tudiz
2z Y —vs ¥ ¥
cotg - +- cotg =V3 (cotg 5+t

Soutet cotg %+ tgl‘g— na pravé strané této rovnice mii-
Zeme pfeméniti takto :

. ¥

14 tg? =

v v 1 v 2

cotg—2——|—tg—2—_—t lp_+tg B) ——tg—}g—,
&3 )

aneb, dbajice zndmého vzorce goniometrického

(4

2tg =
2 *
——)

1+t02"”

sin ¢ =

téz
cotg o + tg —2—
2 2 7 sine’
Tim obdrZime

cotg = -|- cotg SIX ¢

¢ili, ptihlizejice ke druhému vzorci (8), konecné

9). ‘ cotg - + cotg = 2 = 2 cotg {j .

_ Jest tedy cotangenta polovi¢niho prostiednfho ihlu troj-
ihelnfka ABC arithmetickym stfedem cotangent obou poloviénich
ihli ostatnich. Jinak Feéeno: V trojihelniku, jehoZ strany tvoif
fadu arithmetickou, jsou téZ cotangenty polovi¢nich Ghld vniti-

: *) Viz 1ia 'pi'. ve Strnadové: ,Geometrii pro vy$8f gymnasia“ vzorec
(34) na str. 190. : )
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nich éleny fady arithmetické, Rada tato jest ovsem Klesajici,
je-li, jak pfedpokldddme, fada sind celych dhli rostouci. Rozdil
jeji jest

1

— cote B _ ¢« _ —(
d, = cotg 5 — cotg ~2—_V3 e

— cotg %)

aneb, uZijeme-li vySe uvedeného vzorce pro sin v, téZ

L4t Y 1— tg2 Y
. = 2 1 = 2
d,= V3 L) =——
2tg 5 tg.—2— 2tg o
Ponévadz
2 tg L
2
tgy = b
— 2 —_—
1—tg 5
miZeme psdti
d, = — V3 cotg ¥,
a poskéze, ptihliZejice ku tietimu vzorci (7),
d
(10) dy = — rh

Pripojme tu jesté pozndmku o prostrednim dhlu trojihel-
nika ABC. Rovnice

B _ V8
cotg 2 7 sinvy
poutuje nds o tom, Ze musf cotg~‘2j—>\/§ , jezto sin¢ < 1; pf-

Seme-li tuto nerovnost ve tvaru
| cot; A tg 30°
g ? > co g 3 )

shledivdme, Ze jest B << 60, jeito B nepiesahuje 90°. Je-li tedy
dany thel trojahelnika ABC vétsf nez 60° jest to nejvétsi jeho
tihel; je-li dany tdhel mendi neZ 60° miZe to byti bud jeho
tihel prostiedni neb nej- men3f.

10%
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Druhou zakladni dlohu: tesiti trojahelnik, jehoZ strany
tvoff Fadu arithmetickou, dény-li jsou dvé strany jeho, l1ze pro-
vésti tak, Ze vypoiitdéme z danych stran veliciny m a d; jimi
uréen jest pomocny thel . Zndme-li tento thel, vyhledime
z rovnic (8) thly «, 8, ¥

Ku vypodteni obsahu A\ ABC utijeme vzorce

A = 0s;

sin ¢, s = 3m, obdriime

V3

kladouce tu ¢ =

11) A = m?\3 sin ¥.

Vzorce (6a), (8) a (11) poukazuji k jisté souvislosti mezi
A ABC a trojihelnfkem rovnostrannym o strané 2m, kteryz
jest jednim krajnim pifpadem vech trojihelnikiiv ABC, majicich
tutéz zdkladnu 2m a prislu§nych réznym hodnotdm rozdflu d
(je-li totiz d — 0). Abychom tuto souvislost poznali, polozme pro-
strednf stranou AC trojihelnika ABC rovinu S, odchylenou od
roviny R, v niz lezi A\ ABC, o tthel R— ¢ a sestrojme v této
roviné na strané AC tlojl’xhelnik 10vnostranny ACM*) Vyska to-
hoto trojihelntka jest o’ —-m\ a polomér kruZnice, jemu vniti
vepsané

, v mY3

=3 ~"3

Promitnéme nyni vrchol M proti AC lezfef na rovinu R; spo-
jime-li tento prdmét M, s body A a C, obdriime trojihelnik
rovnoramenny ACM,, ktery jest primétem trojihelnika rovno-
stranného ACM na R. Plocha tohoto primétu rovnd se dle (11)
ploSe trojuhelnfka ABC; tietina jeho vySky na stranu AC spu-
§téné jest dle vzorce (6a) rovna polomeéru .

Spojme dale bod A’, pilici stranu CM rovnostranného troj-
tihelnfka ACM, s bodem A a promitnéme také téZnici AA’ na
rovinu R; primétem bude téinice AA’, trojﬁlielnika rovnora-
menného ACM,. U bodu A obdrifme trojhran, jehoZ hrany pro-

*) Prislusny vykres ku zndzornéni dal$tho vySetfovdni zhotovi silaskavy
étendr snadno. :
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chdzeji body C, A’ a A’;; ponévadZ rovina promitajicf téZnici
AA’ na R k této roviné jest kolmd, jest sféricky trojihelnfk
tomu trojhranu pifslusny pravouhlym. Prepona jeho a jest
I A’AC = 309

jedna odvésna b jest thel A/, AC = g’, ktery tvofi téZnice AA’,
rovnoramenného trojuhelnika ACM, se zdkladnou AC a jeden
tihel y jest R — %, odchylka rovin R a S.

Znémy vzorec sférické trigonometrie, platny pro trojihel-

niky pravoihlé: '
cosy =cotgatgd

zménf se v naSem piipadé ve:
sin ¢ = cotg 30° tg f’;
z ného plyne
tg ' = tg 30°sin ¥

.

_—:_;—smzl;.

tili

Srovnajice tento vysledek s druhou rovnicf (8) vidime, Ze

B

pr=-=.

TudiZz dhel, ktery tvoff v trojuhelniku rovnoramenném
ACM, tésnice piisluind ku rameni se zdkladnou, rovnd se polo-
viénfmu tdhlu prosttednimu A ABC.

Jednoduché jsou také vztahy polomérd krusnic vepsanyjch
vné trojubelniku ABC. Abychom je vySetfili, opatffme si pro
tyto poloméry o,, @,, 0, vyrazy, ve kterych se vyskytujf veli-
tiny m a ¥. K tomu cfli uZijeme vzorct

o
QL:St'g—Q'v QzZStg’g', Qazstg]?is
jichZ oddvodnén{ nepodléh‘é. #4dnym obt{Zfm; kladouce v nich
nejprve s = 3m, nalezneme
(12) ()1:3mtg—g—, 0, = 3m tg A

y
)
2

()3::3mtg—?;—.
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Nahradfme-li tu jesté

o
85 tgg, tg-;'—

_ hodnotami, danymi rovnicemi (8), obdrzime
(13) o, =m \3tg -g— , e,=mV3siny, o, =mY3cotg —g—

PonévadZ o, — m V3 sin ¢ = o’ sin ¢, jest prostfedni polo-
mér ¢, roven vySce trojihelnika rovnoramenného ACM,, o némZ
jsme vySe povédéli, Ze jest primétem rovnostranného troj-
tihelnfka ACM na rovinu R.

Pripomeneme-li si, Ze tato vy8ka rovnd se vySce trojihel-
nfka ABC spusténé na stranu prostfednf, miZeme Ffci: Polomér
rostFed nf kruznice vné vepsané trojihelniku, jehoZ strany tvor{
padu arithmetickou, rovnd se prostiedni vySce jeho.

Ze vzorcd (13) a (6a) vyplyvaji tyto vztahy:

0, = 3¢, 0.0; = 3m® = v'%,
1,1_2
0 0 0
O vyznamu - prvnich dvou téchto rovnic netieba se SiFiti;
tfet{ rovnice ndm pravi, Ze prosttedni polomér ¢, jest harmo-
nickym stfedem obou ostatnfch poloméri ¢, a g¢,. Tudiz prevri-
cené hodnoty polomérd kruznic vné ,\ ABC opsanych tvoii
téz fadu arithmetickou. Rozdfl této Fady jest:

(14)

1L L fieB ot
b = e o 3m (COtg 2 cotg 2)
aneb, ponévadz dle (10)
, 8 « . d
cotg—é———cotg 5 =d, = — o’
d
(15) d, = BETTS
Je-li trojihelnfk ABC pravodhlym (y = R), jest

- e_1 B_1
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tedy dle vyvozenych vzoreii

_m — -3 —
=5 =M =5 m, 0; = 3m.

V tomto piipadé jest viak g rovno rozdflu d rady arith-
metické, kterou tvotf strany trojihelnika; proto jest téz
o=d, o,=2d, 9,=3d, ¢,=6d
Z téchto rovnic plyne tméra
:0,:0,:0,=1:2:3:6.
Uloha. Refiti trojuhelnik, jehoz strany tvoif fadu arith-
metickou, ddny-li jsou dva poloméry kruznic vné& vepsanych, na

PE. ¢, a @,
7 druhé rovnice (14) vychdazi

n= Vg
prvni neb tfetf rovnice (13) poskytuje ndm dhel ¥; znajice m
a ¥ vypotitdme snadno viechny prvky trojihelnika ABC.
Polomér krusnice opsané trojihelnfku ABC ustanovime

ze zndmého vzorce
__ abe

dosadime-li v ném

2

a::4msin2%, b=2m, c:4mcos22 .

4= m?\3sin ¢.
Tim obdrzime

8m sin? Z- ¢os? —g—

2 2msin’ep __ 2 _=sin’g
1) r=— = =" T — = m|3 ——
) V8 sin v : V3 sin ¥ 3 V sin ¥
vyraz

2 —
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zna¢f tu polomér »* opsany rovnostrannému trojihelntku ABM
o strané 2m. Na zdklad® rovnic (1) a (7) vyjddifme snadno
sin¢g a sin ¢ veliéinami m a d; i bude pak
_ A&
T V3 (mt—dY)

Ve vzorci (16) vyskytuji se oba tGhly @ i ¢; jeden z nich
na pf. ¥ miZeme vyloutiti, majice na zfeteli, Ze jest dle (1) a (7)

(16a)

cos P — 2 cos @.
Zdvojmocnfme-li a zavedeme-li sin ¥, obdrifme

1 —sin?y =4 cos? g,
z_tehoZ

Sin2¢:1—40082(}):4(%——0082(;)).

Ponévadz jest
sin 30 = -,
nmidZeme téz psdti
sjin2 ¥ = 4 (sin? 30° — cos? ¢).
Hledice ku vzorci goniometrickému
~ cos? @ —sin® § = cos (« + B) cos («— f)
nalezneme
sin® ¥ = — 4 cos (¢ -}~ 30°) cos (p — 30,
a posléze, jezto '

cos (¢ + 30°) = — sin (¢ — 60°),
1 sin? ¢ = 4 sin (¢ — 60°) cos (¢ — 30).

Tedy jest polomér kruZnice opsané té urten vyrazem

(160)  r=v Sy .
: 2Ysin (¢ — 60°) cos (@ — 30°)

Prihlédnéme nyni k vyskdm trojihelnika, jehoZ strany tyol
fadu arithmetickou. Ze zndmé iiméry
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plyne: Pievrdcené hodnoty vySek takového trojihelnfka tvoii
fadu arithmetickou. Jinak Feceno: Prostfednf vyS8ka v, trojiihel-
nika ABC jest harmonickym stfedem vy3ek v, a v,.

7 rovnice
o e
miiZeme vypoditati jednu viéku,\dany-li jsou obé& ostatni.
Polozice v rovnici
av, = 24
za a a 4 hodnoty
4m sin"’%— a m?3sin v,
obdrZfme
5 Sing

v, =mYy3 .
2sin’%

Podobnym zpisobem odvodime

(19) v, = mY3sin ¢,
v, = my3DY_
2 cos? 2.

2

Ve vzorcich téch miZeme opét sin¢ nahraditi vyrazem,
plynoucfm z rovnice (17).
Utijme nyni vyvozenych vzorcd, abychom ustanovili rozdil d,

Fady arithmetické, kterou tvorf prevrdcené hodnoty vysek AABC;
jestit
3P 2P .
) 1 2‘<cos ) sin® 5 ) 2.cos ¢
2 = — — —= — - = H
v, Y m\3 sin ¥ mY3 sin ¥

piSeme-li tu cos ¢ misto 2 cos ¢ a nahradime-li jesté cotg v dle
ttet{ rovnice (7) zlomkem ,




154

obdrzime
(20) a4, =

tedy jest co do absolutni hodnoty d, polovice rozdilu d,.

Délfce rovnici

1 1 _ cotgey
v v m\3
rovnicf
1 12 2
7’;—‘— v v my3 sin ¢

dostaneme je§té vzorec

v, — ¥y __COSY _ o
'vl—{—v T =S e =g,
Uloha. Resiti trojuhelnik, jehoZ strany tvoif fadu arithme-
tickou, dény-li jsou dvé jeho vysky, na pi. v, a v,.

Z poslednirovnice vyhleddme thel v; zndme-li tento thel,
najdeme pomoc{ druhé rovnice (19) m, kdyZ jsme difve dle (18)
vypotitali v,.

Také bychom mohli pouZiti vzorce

tgz(p'— =2,

. '01
ktery vznikne délenim prvnf a tfeti rovnice (19).

Prehled. Pfi posavadnim vySetiovdni trojihelntka ABC
vyskytly se ném tyto fady arithmetické:

1. ¥ada délek jeho stran o rozdilu d;
2+ fada sind vniténich Ghld o rozdflu

=9 _ay3(m—a) .
1= 2r - 4m’—-d‘
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3. fada cotangent polovicnich @hléi vnitinich o rozdilu

P dV3(m“ @,
2 — 0 - . dﬂ ’

4. tada pfevrdcenych hodnot poloméri kruZnic vné ve-
psanych o rozdilu

d _ AV3m—d%
3mg — . 3m(m®—d? °’

5. fada pievrdcenych hodnot jeho vySek o rozdflu
_ dY3m*—d% )
6gm — 6m(m*—d?

(Dokondéeni.)

- Ulohy. -

Uloha 31.

Rozdélime-ly Sesticiferné éislo ve dvé skupiny po 3 cifrdch,
lisi se jedna skupina od druhé opaiénym -porddkem cifer. Soucet
dvojmock obow skupin jest 0 46359 mensi neZ trojndsobné Cislo
dané. Rozdélime-li Cislo toto ve 3 skupiny dvo;mzstne, maji se

k sobé jako 4:11:7. Které jest to Cislo?
Red. A. Strnad.

Uloha 32.
Kterého Cisla dvoymoc. shoduje se s Cislem tim ve dvow po-
slednich éislicich? Ty,
Uloha 33.

Ktery jest soucet a) dvojmoci, b) Clvrtjch moenin vech
Koy emi rovnice

s +‘aa'c=*"+' bx? + ax + 1 =02
. o wi.
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