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Uber H-abgeschlossene und bikompakte Riume.
' Miroslav Katdtov, Praha.
(Eingegangen am 2. Juni 1939.)

Die vorliegende Arbeif zerfiallt in drei Teile. Im § 1 werden
(neben anderen Sitzen) zwei notwendige und hinreichende Be-
dingungen fiir die Bikompaktheit eines Raumes gegeben (Sitze
1.5 und L.7). Der Satz |.7 ist nicht neu; er wurde von Herrn
M. H. Stone!) mit Hilfe der Theorie der Booleschen Ringe bewie-
sen; hier gebe ich einen anderen Beweis. Im § 2 wird fiir jeden
Hausdorffschen Raum die Existenz einer H-abgeschlossenen Hiille
(siche dort die Definition) bewiesen und einige ihre Eigenschaften
untersucht. Im § 3 wird fiir die bikompakte Hiille [dieser Begriff
und der betreffende Satz sind aus den Arbeiten von Herren
M. H. Stone!) und E. Cech?) bekannt] ein auf den Ergebnissen
von §1 und 2 beruhender Existenzbeweis gegeben.

Vorbemerkungen.

Zunichst erkliren wir einige im folgenden beniitzte Bezeich-
nungen; sonst stimmt die Termmologle mit der von Alexandroff
und Hopf?) iiberein.

. Ist R eine Menge und ist jeder Menge M C R eine Menge
_‘uM C R zugeordnet (also ist — wenn R das System aller Teil-
mengen von R bezeichnet — eine Abbildung « von R in R defi-
niert), so heiBt  eine topologische Zuordnung oder eine allgemeine
Topologie auf R; (R, u) heit ein allgemein-topologischer Raum.
Man schreibt gewohnlich, wenn daraus kein Mifiverstindnis ent-
stehen kann, R anstatt (R, u) und M anstatt w.

1) M. H. Stone, Applications of the Theory of Boolean Rings
tso g}ex}eral Topology, Transactions of the Amer. Math. Soc., 41 (1937),
75f;
1) E. Cech, On bicompact spaces, Annals of Math., (2), 88 (1937),
8. 823—844
.3) P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie, I. Band; Springer,

. Berlin 1935.
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‘Sind u und v allgememe Topologlen auf B und ist stets
uM C vM, so sagt- man, u sei schwicher als v und v stdrker als u.%)
Ist PC R, so setzt manfir M C P upM = P .uM; wup ist dann
eine a,llgememe Topologie auf P. (P, up) heilt ein Relativraum
(in bezug auf R); man sagt auch, (P, up) sei in (R u) eingebettet
und (R, u) umfasse (P, up)..

Ist MC R, M in dem Raum (R, u) offen, bzw. Umgebung
eines Punktes usw., so sagen wir M sei wu-offen, bzw. eine
u-Umgebung usw. Wenn f eine Abbildung einer Menge 4 in eine’
Menge B und M C A ist, bezeichnen wir mit fy die Abbildung
von M in B, welche entsteht, indem fiir 2z e M fy(z) = f(x) ge-
setzt wird.

Ein allgemein-topologischer Raum (R, ) heiBt ein Hausdorf}-
scher Raum und u heiBt eine Hausdorffsche Topologie (wir schrei-
ben: H-Raum, H-Topologie), wenn folgende Axiome erfiillt sind
(dabei bezeichnen A, B Teilmengen von R):

I up=9. II. ACud. III. u(ud)=ud. IV. u(4 4 B)=uA +uB.

V. (Hausdorffsches Trennungsaxiom.) Je zwei verschiedene Punkte
aus R besitzen disjunkte Umgebungen.

Nun fithren wir einige bekannte Satze an, die im folgenden
beniitzt werden. Sie rithren meistens von Aléxandroff und Urysohn®)
her; siehe auch das erwiahnte Buch von Alexandroff und Hopf.

0.1 sind @, M Teilmengen eines H-Raumes, @ offen, so ist
GM = GM. :

Definition. Ein H-Raums heiflt H-abgeschlossen, wenn er in
jedem ihn umfassenden H-Raum abgeschlossen ist. '

0.2. Ein H-Raum R ist dann und nur dann H-abgeschlossen,
wenn jede seine offene Uberdeckung endlichviele Elemente G

mit za, R enthilt.
f=1
Definition. Ein H-Raum heiBt bzkompakt wenn jede seine
offene Uberdeckung eine endliche Uberdeckung enthilt. '

0.3. Ein H-Raum R ist dann und nur dann bikompakt, wenn
folgendes gilt: ist & ein (nichtleeres) System abgeschlossener -Teil-
mengen von R und ist der Durchschnitt endlichvieler Elemente
von @ stets nichtleer, so hat & einen nichtleeren Durchschnitt.

0.4. Jede abgeschlossene Teilmenge eines b].kompakten H-Rau-
mes ist bikompakt (als Relativraum).

4) Also auch wenn u = v.

. §) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compa.cts, Verhandlingen der Kon Akademie Amsterda.m

. Deel XIV, No. » 1929,
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0.5, Jede schlichte stetige Abblldung eines blkompakten
H-Raumes auf einen H-Raum ist eine Homoomorphie.

Definition. Ein H-Raum heiit regulir, wenn je zwei dlS-
junkte abgeschlossene Teilmengen von R, von denen eine ein-
punktig ist, disjunkte Umgebungen besitzen.

0.6. Ein H-Raum ist dann und nur dann bikompakt, wenn
er H-abgeschlossen und regular ist.
.. Definition. Ein H-Raum heiit normal, wenn je zwei dis-
junkte abgeschlossene Teilmengen von R disjunkte Umgebungen

sitzen. '

0.7. Jeder bikompakte H-Raum ist normal.

0.8. Ist R ein normaler H-Raum, 4 C R abgeschlossen und
ist in 4-eine beschriankte stetige Funktion f definiert, so gibt es
eine in R definierte stetige beschrankte Funktion F mit F, = f.

Definition. Ein H-Raum heiit vollstindig regulir,®) wenn es
zu jeder abgeschlossenen nichtleeren M C B und jedem Punkt
e R— M eine in R definierte stetige Funktion f mit f(z) = 0,
H(M) = (1) gibt.

Offenbar ist jeder normale H-Raum vollstindig regular, und
jeder vollstindig reguldre H-Raum regular.

§1.

I.1. Ist der Raum R H-abgeschlossen, | seine stetige Abbildung
auf einen H-Raum 8, so ist auch S . H-abgeschlossen.

Beweis: @ sei eine offene Uberdeckung von §. Dann bilden
die Mengen [~1G), G € @, eine offene Uberdeekung von R; daher

gibt es nach 0.2 G;e® (i = 1,...m) so daB Zf— = R, also

Zf = R, ZG = § gilt. Die H- Abgeschlossenhelt von S

folgt ]etzt aus 0 2

1.2. Ist der Raum R H-abgeschlossen, M C R offen, so ist
auch der Raum M H-abgeschlossen.

Beweis: Ist & eine offene Uberdeckung von Q = M, so
sei fir jede Ge® G* in R offen und G*Q = @. Dann ist
- m

ZG* 4 (R — Q) = R, also mit geeigneten G; ¢ & . Gi* +R—@Q =
i=1

%) A. Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von
~Réumen, Math. Ann. 102 (1930), S. 544.
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SO =M. o*

t=1 . t=1

= R und daher D G;* D M, folglich wegen M .
i=1

’ m
(nach 0.1) 2. G;D M = @, woraus die H-Abgeschlossenheit von 3
i=1

folgt.
Definition. Eine H-Topologie « auf R heit maximal. wenn
keine von % verschiedene H-Topologie auf R stirker als w ist.

1.3. Ist der Raum (R.u) H-abgeschlossen, so gibt es eine und
nur etne mazimale H-Topologie v auf R, die stirker als v ist. Diese
Topologie besitzt folgende Eigenschaften:

(1) st Q C R, uQ = R. (Q, uq) requlir. so ist ug = vg;

(2) besitzen in (R, u) je zwei verschiedene Punkte disjunkte
abgeschlossene Umgebungen, so ist (R, v) regulir;

(3) st f eine stetige Abbildung des Raumes (R, u) in einen regu-
liren Raum, so ist f auch als Abbildung von (R, v) stetig. .

Beweis. I. Mit Q| bezeichnen wir das System aller R — uG@,
G wu-offen, und definieren eine Topologie v auf R, indem wir
Q fiir eine Basis des Raumes (R, v) erkldren. Sind =z, y ver-
schiedene Punkte aus R, so sei U eine u-offene Umgebung von z,
ynon e ulU; setzt man @ = R—w(R—uU), I'=R—uU, so
ist G bzw. I' eine v-Umgebung von x bzw. y und GI' = ¢, also
das Trennungsaxiom erfiillt. Offenbar geniigt v auch den iibrigen
Axiomen und ist also eine H-Topologie und dabei stiarker als u.
Nach I.l ist der Raum (R, v) H-abgeschlossen.

w sei jetzt eine H-Topologie auf R und starker als u. Ist
AeU, soist A = R— B, wo B =u@, G u-offen ist. Nach {.2
und L.l ist dann der Raum (B, wp) H-abgeschlossen, also B in
(R, w) abgeschlossen, 4 w-offen. Daraus folgt, dal w schwicher
als v ist; also ist v die (einzige) maximale Topologie auf R, die
starker als u ist.

II. Ist Q C R, u@ = R, (Q, uq) regulir, so sei xe Q, U eine
Umgebung von z in (R, u). Da (Q, uq) regulir ist, kann man eine
u-offene Umgebung V von z finden, fiir die Q . (V@) C UQ gilt.
Setzt man ¢ = R — u(R—uV),s0ist xe VC @ C uV, G v-offen,
also eine v»-Umgebung von z; nach 0.1 ist 4(VQ) = «»V und daher
QG C Q.u(VQ)C QU. Hiermit ist die. Behauptung (1) bewiesen.

III. Nun setzen wir voraus, da in-(R, ) je zwei verschiedene
Punkte disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen, Es sei
zeR, U eine v-Umgebung von z. Nach der Definition von v

. gibt es eine wu-offene Menge 4 mit x e R—uAd C U. Zu jedem
y € B = uA kann man u-offene Umgebungen G, und G(y) von 2
bzw. y so finden, daB u@y.uG(y) = P ist. :

Nach (.2 ist B H-abgeschlossen; da BQ(y) eine offene Uber-

.




deckung von B bilden, gllt na.ch 0.2 mit geelgneten ‘yie B
u ZG(y«)DB Setzt man G = I_IG',,‘, T = R——u(R-—-uG), S0

1st x € G oI, T A -offen, also eine 'U-Umgebung von z; ferner ist

wegen Hu Gy, - ZuG(y;) = § auch B. uG@ = @, also, da uG v-ab-

geschlossen r C uG ist, vI'C G C R— B C U, woraus die Regu-
- laritdt von (R, v) folgt.

IV. Ist f eine stet-ige Abbildung von (R, %) in einen reguléren
Raum 8, so sei xe¢ R, U eine Umgebung von y = f(z) in &,
ferner V eine offene Umgebung von y, V C U. Dann ist
ze (V) C B —u(B—uf~Y(V)) Cuf="(V)C [~} (V) C f7}(U),
also f~1(U) eine v-Umgebung von z. Daraus folgt die Behaup-
tung (3).

1.4. Etne H-Topologie u auf R ist dann und nur dann mazximal,
wenn (1) (R, u) H-abgeschlossen ist; (2) das System aller R — uQ,
G offen, eine Basis von (R, u) ist.

Beweis. I. sind beide Bedingungen erfiillt; und definiert man
die maximale Topologie v wie in 1.3, I, =o ist infolge der Bedin-
gung (2) v =u.

I1. Ist (R, u) H-abgeschlossen, gllt aber (2) nicht, so ist v
offenbar starker als « und von % verschieden.

III. Ist (R, u) kein H-abgeschlossener Raum, so sei (R, u)
in einen H-Raum (8, v) eingebettet und vBR— R =+ 0.

. Man wihle £¢vR— R und ae R und setze ¢(£) =a und
ftir ze R ¢(x) = z; ¢ ist dann eine Abbildung von @ = R 4 (§)
auf R. Wir bestimmen eine Topologie v auf R durch die Fest-.
setzung: M C R ist dann und nur dann v-offen, wenn ¢—(M)
in Q offen ist. Man beweist leicht, daB v eine H—Topologle starker
als 4 und von % verschieden ist.

" 1.b. Ein H-Raum (R, u) ist dann und nur dann bikompakt,
wenn (1) je zwei verschiedene Punkte aus R disjunkte abgeschlossene
Umgebungen besitzen; (2) die Topologie u maximal ist.

Beweis. 1. Sind die Bedingungen erfiillt, so folgt aus (2)
nach 1.4 die H-Abgeschlossenheit von (R, «). Konstruieren wir

' die H-Topologie ‘v auf R wie in 1.3, I, so ist erstens v stérker

als u, also gleich u, zweitens folgt aus (1) nach 1.3, Behauptung (2),

daB (R, v), also (R, u) regular ist., Da.ra.us folgt nach 0.6 die Bikom-

- paktheit von (R, u).

" uli[I Ist (R, u) bikompakt, so ist (1) nach 0.6 und (2) nach 0.5
‘e t, .

' 1.8. Jedes monotone (mchtleere) Sy.stem nichileerer H-abge-

. - 8chlossenen Teilmengen -etnes H-Raumes hat einen nichileeren
Durclwohmtt :

%0



Beweis. I. Es sei g ein solches System von Teilmengen
eines H-Raumes R. Man kann offenbar voraussetzen, daBl R
H-abgeschlossen ist.

Es sei Fe®, xeR—F. Fir yeF sei U(y) eine

offene Umgebung von y, xnone U(y). Da F H-abgeschlossen
m
ist, gilt nach 0.2 fiir geeignete yie F ZFU(:};JD F. Setzt man

G(F, z) = ZU(yg), so ist G(F, z) offen, FGQ(F, z) D F und
I1 GF x) F, da z non € G(T, ). ' '

z e R—F

II. Es sei FieF, e R—Fi(i'=1,...,n), F;iDFeyy
t=1...n—1).Ist 1 <r< 7 und F,HG(F,-,x.—)#:!D 80 ist

i=r

auch F,_IHG(F ;) %0, also nach I F,1G(Fy—y, 2,—1)| 1 (F i)

t=r t=r

* 0, a.lso da HG'(F,;, x;) offen ist, F,_, 1_[ G’(F‘, %;) &= 9. Nun

l-f——

folgt aus F,G(Fy, xp) = 0 durch Rekursion nG(F,, x;) =+ 0.

ITI. Man nehme an, I_[ F seileer. Dann 1st auch 1_[ G(F, x) =
FeGF -
Ze R—F
= ¢, also z (R—G(F, z)) = R. Nach 0.2 gllt dann m1t gee1gneten

:ceR—F

Fie§,2zi¢e R—F; zR G(Fy, z) =R, Z(R G(F¢,x¢))—.

HG(F.-, ;) = 0§, wobei infolge der Monotonie von & noch F;D
i=1

DFi41(i=1,...,n—1) vora.usgesetzt werden kann. Das 1st
aber nach II ein Wlderspruch
1.7. Ein H-Raum ist dann und nur dann bzkompakt wenn
jede seine abgeschlossene Teilmenge H-abgeschlossen ist.
Beweis. I. Die Bedingung ist nach 0.4 und 0.6 in jedem
bikompakten Raum erfiillt. .

II. Ist sie in einem H-Raum R erfiillt, so sei % ein (nicht-
leeres) System von abgeschlossenen Texlmengen von R mit

HF« + 0 fur FieF(i=1,...,m). Man nehme an, es sei

=]

'1’1111’ = 0. Dann gibt es die kleinste Zahl o, fiir die eine trans-

Casopls pro péstovén! matematiky s fysiky., 4 _ . 41



finite Folge {Fy), £ <&, mit Fee®, | [Fe =0 existiert. Die
¢l a

Zahl « ist unendlich; wire sie isoliert, so kénnte man durch eine
geeignete Umordnung aus {F¢} eine Folge {F';}, £ < B, f < «,
bilden, was aber ein Widerspruch ist. Die Mengen A, =HF,, (0<

<¢

< &£ < a) sind abgeschlossen, also H-abgeschlossen und nicht-
leer; fiir 0 < &, < & < o gilt 4y D Ag,; da « keine isolierte
- Zahl ist, gilt [[ 4¢ =] Fe = 0. Das ist nach 1.6 ein Wider-

0<é<o f<a

spruch; also [[F & 6. Nun folgt aus 0.3 die Bikompaktheit
Fe®

von R.
§ 2.

2.1. Zu jedem H-Raum R gibt es einen H-Raum 8 mit folgenden
Eigenschaften:

(1) R ist in S eingebettet, R=28; (2) S ist H-abgeschlossen,

(3) ist f eine stetige Abbildung von R in einen H-Raum @, f(R) = Q,
30 gibt es eine Teilmenge M von S und ihre stetige Abbildung F
auf Q, fir die RC M, Fr=f gilt.

Ist Q bikompakt, so kann man M = S wdihlen.

Besitzt ferner ein H-Raum S’ die Eigenschaften (1)—(3) in
bezug auf einen H-Raum R’, so existiert zu jeder Homdbomorphie f
zwischen R und R’ eine Homoomorphze zwischen S und S’, welche
auf R mit f zusammenfallt.

Definition. Einen H-Raum §, welcher die erwahnten Elgen-
_schaften (1)—(3) besntzt nennen wir eine H—abqeschlossene Hiille
von R.
Beweis des Satzes. Ist R H-abgeschlossen, so kann man
8 = R setzen. Daher setzen wir voraus, R sei nicht H-abgeschlos-
sen. In dem ganzen Beweis bezeichnen die Buchstaben 4,B, G
offene Teilmengen von R, 2, B, & Systeme solcher Mengen
I. AU heifle ein «-System, wenn (x1) A = 0; (x2) @non e Y;
(:x3)istB DA, 4eA,s0ist BeU; (x4) sindA.-e‘),[ =1 ... m),

so ist HA eA; (x5) ILA = 0. A heiBe ein f-System, wenn

Ql ein cx System aber keine echte Teilmenge eines x-Systems ist.
Da R kein H-abgeschlossener Raum ist, gxbt es eine offene Uber-

deckung B von R, welche keine B; mit ZB‘ R enthalt. Mit ‘21

i=
bezeichnen wir -das System aller 4, zu denen es B € BV mit

: m__ Vo
R —>B; C 4 gibt. U besitzt offenbar die Eigenschaften x1 — a4;
. =1 _ '
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Wegen I_[ ) CI_IB I-L (R—B) =90 -ist aIso ‘21 em (x-

Svstem

II. Es sei ein x-System gegeben Wir wo]len die Existenz
eines 2 umfassenden f-Systems beweisen. {B;}, & <y, seieine .
(transfinite) Folge aller x-Systeme. Man setze 2, = U und fiir

0< &<y U = Ve, falls CB;:)ZQ[,,, sonst aber Q[ = Zm,,,

- ferner setze man & = ZQ[; 6] genugt offenbar den Bedmgun-

gen «1 und «5. Bleibt zu zeigen, daB &2, «3, «4 erfiillt sind.
Ad «2. Ware 0 € B, so gibe es die kleinste & <<y mit @ € Us;
es wire dann =|=Z‘2[,,, also A = %e 0 e Bg; das ist. aber

unmoglich, da B ein oc-System ist.

Ad a3. Ist BD A4, 4 «@®, so wihle man die kleinste & mit -
AeUs. Ist £=0, so istu‘le“ll,o A, also BeAC . Ist £> 0,
so ist Ae =i=2‘2[,,, also Uz =BVg, 4 eV, Be B =AU CG. °

Ad «4. Sind 4ie® (z =1,...,m), so wihle man die klein-
ste Emit 4;eA: (2 =1,. m) Ist £=0, so ist 4;eAU=A
m ' )

(= ., m), also l-IA¢te C®. Ist £>0, so ist offenbar

915 '-‘i:zsz[ﬂs also 915—' "Bes QECB&I—IA1ECB€ = Q[GC @

@ 1st also ein &-System. Ist CB ein oc~System %3@ 80
gilt fir eine geeignete £ <y PBe=BVB DG D 2‘21,,, nach der

Definition von g ist also Qs = CB; Daher 1st B = @ und
somit & ein p-System.

II1. Sind ‘211, Q, verschiedene B-Systeme, so kann offenbar
nicht A, DA, sein. Es sei also @A, — A,. Mit A’ bezeichne
man das System aller 4, fiir die mit geeigneter Be®, 4 D BG
gilt. Dann ist A’ DA, ‘21 % Up; A ist also kein «-System.
A’ besitzt aber offenbar die Eigenschaften «1 und &3 — «5 und
kann daher die Eigenschaft «2 nicht besitzen; a.lso PeA, folghch
gibt es 4 €U, mit 4G = 9.

IV. Jedem f-System Q sei jetzt ein in R nicht hegender Ge-
genstand 7(2) zugeordnet und zwar verschiedenen I ‘verschie- .
dene (). Mit 7' bezeichnen wir die Menge aller 7(Ql); nach-I
und II ist 7 nichtleer. Wir setzen § = R + 7' und definieren eine
Topologie » auf S wie folgt; fiir () = x € S sollen alle (z) 4 4
mit A€, fir xeR alle 4 mit . 2¢ 4 als Umgebungen von z
gelten, Man beweist leicht, daB (S, u) ¢in H-Raum ist (z. B, das’
Trennungsa.xmm folgt aus ITI und der Exgenschaft «6 der
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p-Systeme). Ferner ist klar daB R in (S, u) emgebettet und
uR = 8 ist.

V. Man nehme an, S sei kein H—abgeschlossener Raum. Dann
gibt es einen § umfassenden H-Raum V so, dafl § in V nicht

abgeschlossen ist. Man wihle 2 €S — S und bezeichne mit
das System aller RU, wo U eine offene Umgebung von zin V ist.

"~ QA ist, wie man leicht zeigen kann, ein «- System also gibt es
nach 11 ein p-System B mit BV D A. Da V ein H-Raum ist, gibt

- es disjunkte offene Umgebungen U und U’ von z bzw. y = r(%)
Wegen UR € C DB ist nach der Definition von (S, u) UR + (y),
also auch (UR + (y)).U'S = (y) eine Umgebung von y in .
Das ist aber ein Widerspruch, da y e R — R, also kein isolierter
Punkt ist. Daher ist S H-abgeschlossen.

VI. f sei eine stetige Abbildung von R in einen H-Raum @,
J(R) = Q. Fiir y ¢ @ bezeichnen wir mit Q(y) das System aller 4,
welche das Urbild einer Umgebung von y (in Q) enthalten, und
mit P(y) die Menge aller 7(2), wo A alle A(y) umfassende
p-Systeme durchlauft. Sind ¥,, y, verschiedene Punkte aus @, so
seienn U, bzw. U, disjunkte offene Umgebungen von ¥y, bzw. y,.

- Dann gilt f~Y(U,) e A(y1), ~1(U,) € A(y.). Gabe es ein B-System
A mit AD A(y), AU D AU(ye), so wire f~1(U,) e U, f~1(U,) e Y,
also P € A; das ist aber nicht moglich. Daher sind @(y,) und P(y,)
disjunkt. Ist ferner y ¢ @ — f(R), so kann man zu jedem ze R
eine offene ene Umgebung, U von y so finden, daB f(x) non e U, also

znon e [~ (U) C f~Y(U); daher ist dann, da Q(y) offenbar auch
die Eigenschaften «l — a4 besitzt, (y) ein x-System, also nach
II &(y) + 9.

Demzufolge ist, wenn M = R +2(D(y), fir zeR !If’(x)

= f(x) und fir xe P(y) F(x) =y gesetzt wird, F eine Abbxldung
won M auf @. Dabei ist RC M C S und FR_f

Bleibt zu zeigen, da F stetig ist. Ist z e R, U eine offene
Umgebung von F(z) = f(z) in @, so ist F—Y(U) D F—YU).R =
= {~1(U) eine offene (infolge der Stetigkeit von f) z enthaltende
Tellmenge von R, also nach der Definition von § (siche IV) eine
Umgebung von z in 8, also auch in M.

- Ist 1:(‘2[) =zeM—R und U eine offene Umgebung von

y=F(z), so ist F-3U)D(2)+F-U).R=(z)+ F):
(x) + X U ) 1st aber eine Umgebung von z in 8, da f~1(U)e
€ AU(y) C U ist. Daraus folgt' die Stetigkeit von F.

VIIL. f sei jetzt eine stetige Abbildung von R in einen bikom-
pakten H-Raum @, f(R) = Q. Fiir jeden Punkt z = 7(A) e S — R

wihle man ein ye I_L f(A) (das geht, da dieser Durchschnitt
: ) Ade o
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nach 0.3 nichtleer ist). Ist U eine offene Umgebung von ¥, so
ist fir jede Menge AeU f(4).U =0, also A.f~Y(U) = 8.
Das System Q' aller B, fiir die mit geeigneter A ¢ A B D Af~Y(U) .
gilt, ist offenbar ein  umfassendes «-System; also A’ = und
daher f[—Y(U)e Q. Also gilt (mit den Bezeichnungen von. VI)
A(y) C A, = = 7(A) e D(y). Daraus folgt, daB die in VI defi-
nierte Menge M gleich § ist, w. z. b. w.

VIII. Nun gehen wir zum ‘Beweis der letaten Behauptung
des Satzes iiber. Zunichst beweisen wir einen Hilfgsatz: ,

Sind R, @ H-Raume, MC R, M =R, fund g stetlge Ab-

bildungen von R in Q. fy = gu, so ist: f—- g.
* Beweis des Hilfssatzes. Gdbe es ze R mit f(x) + g(=),
so waren fiir beliebige Umgebungen U von f(z) und V von g(z)
f~YU) und g—Y(V), also auch- f[~1(U). 1(V) Umgebungen von z -
und daher f—YU).g—YV) M—f;‘;l(U) 9 (V) = f;2(UV) + 0,
also UV =+ @0, was aber dem Hausdorffschen Trennungsa,xmm
widerspricht.

R, R, 8, 8 seien jetzt Raume thit den in der letaten Be-
hauptung des Satzes vorausgesetzten Eigenschaften. Es sei f eine
topologische Abbildung von R auf R’, ¢ die Umkehrung von f.

Es sei RC M C 8. F eine stetige Abbildung von M auf &,

= f; ferner R'C M’ C 8, @ eine stetige Abbildung von M’
- auf 8, @p = @. Setzt manfir z e M, = F—{(M') g(x) = P(F(x)),
s0 ist g eine stetige Abbildung von M, auf S und gz eine identi-
sche Abbildung. Nun folgt aus dem Hilfssatz, daf g eine identische
Abbildung und daher M, =8, M = 8, F schlicht und @ “eine
Umkehrung von F, also F eine Homoomorphle ist. Hiermit ist
der Beweis des Satzes 2.1 vollendet,.

2.2, Ist S eine H-abgeschlossene Hille eines H-Raumes R, so
gilt: (1) R ist in S offen; (2) der Relativraum S — R ist isoliert;
(3) ist G C R offen, a e @ — R. so ist (a) 4 G eine Umgebung von.a; -
(4) ist A C R in R nirgendsdicht, so ist A C R.

"~ Beweis. Da (4) aus (3) und (1), (2) aus der Konstruktion des
Raumes § in 2.1, IV unmittelbar folgen, brauchen wir nur (3) zu -
beweisen. Ist G C R offen, a <@, anon ¢ R, so ist fir jede Um-
gebung U von a URG =+ 0. Daher ist, 'wenn man mit 9 das-
System aller UR, mit ' das System aller B bezeichnet, wobei B
alle URG entha,ltende offene Mengen, U alle offene Umgebungen :
von a durchlauft, Q ein g-System, ' ein «-System (siehe 2.1, I)
“und Y DU Daraus folgt, daB A =A, G e, also (a) + G
eine. Umgebung von a ist (siehe 2.1, IV).

2.3. (R, u) und (S,v) seien H-Riume, R in S eingebeltet,
vR ='8. Fir die Existenz einer S umfassenden H-abgeschlossenen
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Hulle von R st jede der folgenden Bedmgu'ngen notwendtg und hin:
rewhend

(1) R ist in 8 offen; ist G C R offen, x ¢ @ — R, so ist (x) + G
eine Umgebung von x;

(2) 18t w eine H-Topologie auf S, die schwicher als v ist, und
18t dabes wR = S, wgp = vp = u, S0 ist w = 0.

Beweis. I. Kann man S in eine H-abgeschlossene Hiille
von R einbetten, so folgt aus 2.2, Behauptung (3), daB die Be-
. dingung (1) .erfiillt ist.

II. Ist diese Bedingung erfiillt, so sei w eine H-Topologie
auf S, w schwicher als v, wR = 8, wp =vp =u. Esseiae S — R
und U eine w-offene Umgebung von a; dann ist offenbar a e w(UR)C .
C v(UR). Da UR in (R, wg), also in (R vg) offen ist, folgt aus (1),
daB (@) + UR, also auch U, eine v-Umgebung von a ist. Daher
ist. w =, also die B_edingung (2) erfiillt.

;. IIL Ist diese Bedingung erfiillt, so sei 7' eine H-abgeschlos-
sene Hiille von R. Nach 2.1 gibt es eine Menge M C 7' und eine
stetige Abbildung F' von M auf S, so daB RC M und fir ze R
F(x) = «x ist. Fiir jedes y e § — R wihle man einen Punkt z =
= @(y)e M mit F(x) =y, bézeichne ferner mit P die Menge
aller ¢(y) und setze @ = R + P. Dann ist g = Fg eine schlichte
stetige Abbildung von @ auf S. Nun folgt aus (2), daB g eine topo-
logische Abbildung ist. Hiermit ist der ganze Satz bewiesen.
24, Fari =1, 2 ser Ry ein H-Raum mit folgender Eigenschaft:
18t a € R; nicht @solwrt so gibt es eine offéene Menge G C R‘, 80 daﬂ
ae G, aber (2) + G keine Umgebung von a ist.

Unter diesen Voraussetzungen sind R, und R, dann und nur
dann homéomorph, wenn thre H-abgeschlossene Hilllen homdomorph
sind.

Beweis. 1st R, mit R, homomorph, so wende man 2.l, -
letzte Behauptung, an. Sind ihre H-abgeschlossene Hiillen S,
bzw. S, miteinander homgomorph, so sei f eine topologische
Abbildung von 8, auf 8,. Ist ae R, isoliert, so ist @ auch in §,
isoliert, also f(a) in 8, isoliert und daher, da 8, = R,, f(a) € R,.
Ist a € R, nicht isoliert, so sei @ C R, offen, a ¢ @, (a) + - @ keine
-Umgebung von' a. Dann ist f(@) in S, offen, b = f(a) € f(G), also
nach 0.1 beRf(G), aber (b) + R,f(G) keine Umgebung von b,
"alsonach 2. 3 b € R,. Daher ist f(R,) C R, und, da analog {—1(R,) C R1
ist, f(R,) = R,, also R, mit K, hombomorph

Bemerkungen zu dem Satz 2.4. 1. Nach 2.1 ist jedem
H-Raum bis auf Homsomorphie eindeutig seine H-abgeschlossene
Hiille zugeordnet. Der Satz 2.4 zeigt, daBl diese Zuordnung bei -
gewissen Voraussetzungen eineindeutig ist. Die Voraussetzungen
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des Satzes sind dafiir nicht nur hinreichend, sondern auch in
einem gewissen Sinne notwendig: aus 2.3 folgt namlich, daB,
falls sie in einem H-Raum R nicht erfiillt sind, kann man seinen
echten Teilraum finden, welcher mit B gemeinsame H-abgeschlos-
sene Hiille besitzt.

2. Die Voraussetzungen des Satzes 2.4 sind insbesondere in
folgenden Fillen, wie man leicht zeigen kann, erfiillt:

a) wenn R ein geordneter Raum ist;

b) wenn man zu jedem nichtisolierten a ¢ B eine unendliche
abzahlbare M C R so finden kann, daBl jede Umgebung von a
hochstens endlichviele x € M nicht enthalt.

§3

3. l Zu jedem vollstindig requliren H-Raum R gibt es einen
H-Raum 8 mit folgenden Eigenschaften: (1) R ist in S eingebettet,
R =8; (2) 8 ist .bikompakt; (3) ist f eine stetige Abbildung von R
in einen bikompakten Raum @, f(R) = @, so gibt es eine stetige
Abbildung von S auf Q, die auf R mat f zusammenfdillt.

Besitzt ein H-Raum 8’ die Eigenschaften (1)—(3) in bezug auf
einen H-Raum R’', so existiert zu jeder Homdomorphie f zwischen R
und R’ eine Homoomarphw zwischen 8 und 8', dze auf R mit f zu-
sammenfdllt.

Definition. Ein H-Raum 8, welcher d1e erwihnten Eigen-
schaften '(1)—(3) besitzt, heiBt eine bikompakte Hulle von R.

Beweis des Satzes. I. P sei eine H-abgeschlossene Hiille
von R. Jedem x € P sei ein Gegenstand o(z) zugeordnet und zwar
so, daB fir xe R o(x) = z, fiir xe P— R o(x)non e R ist und
fir xe P— R, ye P— R o(x) = o(y) dann und nur dann gilt,
wenn fiir jede stetige Abbildung f von P in einen bikompakten
H-Raum f(x) = f(y) ist. Mit S bezeichnen wir die Menge aller
o(x); dann ist RC S und o eine Abbildung von P auf S. Wir
definieren eine Topologie « auf S wie folgt: M C 8§ soll dann und
nur dann als u-abgeschlossen gelten, wenn ¢—}(M) in P ab-
geschlossen ist. Offenbar ist dann R in (8, u) emgebettet uR = 8§,
o eine stetige Abbildung.

IL. Ist @ eine stetige Abbildung von P in einen bikompakten
H-Raum @, so setzen wir fiir z ¢ P f(o(x)) = ¢(z). Da aus o(z) =
= o(y) stets ¢(x) = ¢(y) folgt, ist dadurch eine Abbildung f von 8
in @ definiert. Ist A C Q abgeschlossen, so ist o—l(/-'l(A)) =
= ¢—!(4) in P, also f~1(4) in (8, ») abgeschlossen. Daher ist f
stetig; offenbar f(8) = @(P), fr = ¢r.

III. Zum Beweis, daBl (S, ») ein H-Raum ist, geniigt es zu
zeigen, daB das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt ist, da
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(S, u) offenbar dén iibrigen. Axiomen geniigt. Es sei also z¢€ S,
yeS, z 5 y. Wir unterscheiden drei Fille: '

a) Ist z € R, y ¢ R, so folgt aus der vollstindigen Regularitit
von R, indem man den Satz 2.l anwendet, daB es eine stetige
Abbildung ¢ von P in das Intervall [0, 1] gibt, fiir die ¢(z) = 0,
p(y) =1 gilt. L

b) Ist ze R, o(b) = y ¢ 8§ — R. so sei U eine Umgebung von &
in P, znone U. Man kann, da R vollstindig regulir ist, eine
. Abblldung v von R in das Intervall [0, 1] so finden, daB y(z) = 0,

w(UR) = (1) ist. Es gibt dann nach 2.| eine stetige Abbildung ¢
von P in [0, 1] mit ¢g = y und daher ¢(x) = 0, ¢(b) = 1.

c) Ist g(a) =xeS—R, o(b) =yeS— R, so gibt es nach
der Definition von ¢ eine stetige Abbildung ¢ von P in einen
bikompakten Raum, fiir die g¢(a) = ¢(b) ist.

In jedem der drei Fille bestimme man f wie in II; f ist dann
eine stetige Abbildung von (8, #) in einen bikompakten H-Raum,
f(z) == f(y). Daraus folgt, daBl in (S, u) je zwei verschiedene Punkte
disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen.

IV. Nach I, III und L.l ist (S, u) ein H-abgeschlossener
Raum und R ist in (S, u) eingebettet. Konstruiert man die
H-Topologie v wie in 1.3, so ist (S,v) nach III und 1.3, Be-
hauptung (2), regular, also, da v starker als  ist, nach I.l und
0.6 bikompakt. Aus der Behauptung (1) des erwihnten Satzes
folgt ferner, dafl R in (S, v) eingebettet ist; offenbar ist vR = 8.

V. Ist y eine stetige Abbildung von R in einen bikompakten
Raum @, y(R) = @, so sei ¢ eine stetige Abbildung von P auf @,
or = vy (sieche 2.1). Konstruiert man f wie in II, so ist fr =g
und f nach 1.3, Behauptung (3), eine stetige Abbildung von
(8, v) auf Q.

VI. Bleibt noch die letzte Behauptung des Satzes zu be-
weisen. Haben R’, 8’ und f die in dieser Behauptung erwahnten
Eigenschaften, und bezeichnet ¢ die Umkehrung von f, so gibt es
stetige Abbildungen F von S auf S’ und @ von 8§’ auf S so, daf
gilt: Fr=1f, ®p = @. Setzt man fir zeS g(r) = DP(F(x)), so
ist g eine stetige Abbildung von S auf S und gg eine identische
Abbildung. Daler ist nach dem Hilfssatz aus 2.1, VIII, auch g
eine identische Abbildung, also F schlicht und daher eine Homoo-
morphie.

3.2. (R,u) und (S,v) seien vollstdndig regulire H-Rdiume,
R in 8 eingebettet, vR = 8. Dann ist jede der folgenden Bedingungen
fur die Existenz einer S umfa,asenden bzkompakten Hyille von R not-
wendig und hinreichend:

(1) Ist f eine in R definierte stetige beschrimkte Funktion, so
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kann man eine in dem Raum S definierte stetige beschrimkte Funk-
tion F so finden, daf Fr=f gilt.
(2) Ist w etne H-Topologie auf S, (S, w) vollstindig regulir.
wR = 8, w schwicher als v, wg = Vg = %, S0 18t w = 0.
Beweis. I. Kann man § in eine bikompakte Hiille von R
einbetten, so ist (1) offenbar erfiillt.

II. Ist (1) erfiillt, so sei w eine H-Topologie auf § mit den
in (2) vorausgesetzten Eigenschaften. Ist M C § w-abgeschlossen
und nichtleer, € S— M, so sei die Funktion f in 8 definiert,
in bezug auf (S, w) stetig und beschrankt, f(z) = 0, (M) = (1).
Es gibt dann eine in S definierte beschrankte, in bezug auf (S, v)
stetige Funktion g mit gr = fg. Nach dem Hilfssatz aus 2.1l.
VIII ist dann g = f, woraus x non e vM folgt. Also ist M auch
v-abgeschlossen und daher w = v, also (2) erfiillt.

ITI. Gilt (2), so sei S in einen bikompakten H-Raum T ein-
gebettet, § = 7T'. ferner P eine bikompakte Hiille von R. Nach
3.1 gibt es eine stetige Abbildung f von P auf 7' so, daB f die
identische Abbildung ist. Wahlt man fiir jedes y ¢ S — R einen
Punkt = = ¢(y) € f~(y), bezeichnet mit M die Menge aller ¢(y)
und setzt @ = R + M, so ist fq eine stetige schlichte Abblldung
_von @ auf S. Nun folgt aus (2), daB fq eine Homoomorphie ist.
Hiermit ist der Satz bewiesen.

*

0 absolutné uzavienych a bikonipaktnich prostorech.
(Obsah predeslého 8lénku.)

V §1 se dokazuji m. j. tyto véty:

K tomu, aby AHU-prostor, jehoz kaidé dva rizné body
jsou O-oddélené, byl bikompaktni, je nutno a stadi, aby kadé
jeho prosté spopte ‘zobrazeni na AH U-prostor bylo homeomorin.

AH U-prostm je blkompaktlu kdyz. a jen kdyZ kaidé jeho
uzaviend &ast je absolutné uzaviena.

Hlavnim vysledkem §2 je tato véta: ke kaidému AHU-
prostoru R existuje AHU-prostor 8 s témito vlastnostmi: (1) R je
vnofen do 8, R = §; (2) § je absolutné uzavieny prostor; (3) je-li
f spojité zobrazeni R do 4H U-prostoru @, f(R) Q, pak emstu]e
M C 8 a spojité zobrazenf F M na @ tak, Ze RC M, Fp=.f.
Je-li @ bikompaktni, lze klast M = 8.

V §8 se poufvd vysledkt §1 a §2 k dikazu znamé véty
o bikompaktnfm obalu.
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