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Asymptotische Darstellung der Whittakerschen
Funktionen fiir grofle reelle Werte des Argumentes
und der Parameter.

A. Erdélyi, Briinn.
(Eingegangen am 28. Mai 1937.)

§ 1. Zusammenfassung der Ergebnisse.

Wahrend das Verhalten der Whittakerschen Funktlonen
Wim(z) und My (2 z)!) fiir groBe Werte von |z| vollsténdig geklirt
ist,?) und auch einige Untersuchungen iiber das asymptotische
Verhalten bei groen Werten der Parameter vorliegen,3) ist im
Gegensatz hierzu iiber das Verhalten dieser Funktionen bei grofen
Werten des Argumentes und der Parameter wenig bekannt.t)
Nur in einzelnen Sonderfillen wurden derartige Untersuchungen
in groBerem Umfange angestellt, die z. B. in der Theorie der
Besselschen Funktionen zu den bekannten Debyeschen Reihen,5)
im Falle der Funktionen des parabolischen Zylinders zu den von
Watson®) angegebenen asymptotischen Entwicklungen, und bei
den Batemanschen k-Funktionen zu den Entwicklungen von
Frenkel?) fiihrten.

1) Beziiglich der Erklirung dieser Funktionen sei verwiesen auf
E. T. Whittaker and G. N. Watson, A Course of Modern Analysis,
Cambndge 1927, insbesondere Kapitel XV1I. Dieses Werk wird im Fi olgenden
mit M. A. zitiert. .

2) M. A. § 16, 3.

3) 0. Perron, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 22 (1914), 329, Journal
. f. die reine und angew. Math. 151 (1921), 63; A. Erdélyi, Math. Ann 113
(1936), 357 insbes. § 3., Proc. Akad. Amsterda,m 39 (1936), 1092 Gleichung
(3, 6), Math. Zeitschr. 42 (1937), 641, Gleichung (10, 1).

%) E. Fisher, Proc. Nat. Acad. USA. 21 (1935), 529.

5) P. Debye, Math. Ann. 67 (1909), 535, Miinchener Sitzungsberichte
40 (1910), Nr. 5. Vergl. auch G. N. Watson, Theory of Bessel Functions,
Cambridge 1922, insbesondere Seite 241 ff., ferner F. Emde und R. Riihle,
Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. 48 (1934), 251, .

%) G. N. Watson, Proc. London Math. Soe. (2) 17 (1918), 116

7) M. Frenkel, Zextschr. f. Physik 89 (1935), 599.
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Mit Riicksicht auf das groBe Interesse. das den Whittakerschen
Funktionen nicht zuletzt wegen ihres héufigen Auftretens in den
Anwendungen entgegengebracht wird, ist es von einiger Wichtig-
keit, entsprechende Entwicklungen fiir die allgemeinen Whittaker-
schen Funktionen aufzustellen. Vorliegende Note enthilt einen
ersten Beitrag hierzu.8)

Es wird zundchst das asymptotische Verhalten der beiden
Integrale ©
Il(n) =fe—(¢m+a)t {bn+8 (1 + t)cn+y d¢

0
(@ >0, b > 0, c reell)

und
+1

Iy(n) = [eon+®t (1 — gon+8 (1 + ien+7 dt
=1

(@ reell, b > 0, ¢ > 0)

fiir n — oo untersucht. Die Ergebnisse konnen in folgenden beiden
Satzen zusammengefaBt werden:

Satz 1. Sind a, b positiv reell, und ist c reell; bedeutet ferner t;
die positive Wurzel der quadratischen Gleichung

b c
| S R
80 st L
Iy(n) = l/g,_, e—an+ ot g bnt f+1 (1 - ¢ jonty+1 [1 4o (_1_)]
n Vo (U4 1)7 + et n

Satz 2. Ist a reell, sind b und ¢ positiv reell, und bedeutet t,
die zwischen — 1 und -+ 1 liegende Wurzel der quadratischen Glei-
chung

b

1+t=0’

s0 st

I(n) = o7 elan+ o)ty (1 — L)t +B8+1 (1 4 gy)on+r+1 [1 40 ( 1 )] |

o At ar el —gy n
Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die Whittakerschen

Funktionen, .die durch Integrale vom Typus I, 2(n) dargestellt
werden konnen liefert folgende Ergebnisse:

8) Die hier mitgeteilten Ergebnisse sind ein Teil einer noch nicht ganz
abgeschlossenen umfangreicheren Untersuchung des Verfassers iiber die
asymptotischen Entwicklungen der Whittakerschen Funktionen und der
verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen bei groBen komplexen.
Werten des Argumentes und der Parameter.
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Satz 3. Sind k, m und x reell, m > k, = > 0, und wachsen

| k|, | m|, x derart iber alle Grenzen, daf} hierbei die Quotienten Tx

und 1:— festgehalten werden; bedeutet ferner A den positiv reellen

Wert von
. _ PR 3
A:llog x—2k + Jx iz L 4m
2 2 (m — Ic)
" 8o 18t
Wk,m(:c) =

e—3xcothd+m—Ek+2k4 pm+} 1
= _|11+0(—]|
(2 sinh 2)2m (m — k)m—* }/2 (m cosh 24— sinh 22) x

Satz 4. Sind k, m und x reell, m > | k| und x > 0; wachsen

| k|, m und x derart iber alle Grenzen, daf} hierbei die Quotienten —];—

und = festgehalten werden, und bedeutet p den posztw reellen Wert

von :
J— 2 2
ve=Llog?® 2k + Va* — 4k + 4m?
2 2 (m + k)
80 st '
Mk,m(x)
e-;ztanh v+ 2ky am+i m2m+§ (cosh V))—Zm 1 + 0 1
(m + k)ymt¥ (m — k)ym—* Vm cosh 2y + k sinh 21p[ z )]

Alle Quadratwurzeln sind positiv auszuziehen. Der Beweis dieser
Satze erfolgt mittels der Sattelpunktsmethode, wobei der Kiirze
halber jeweils nur die ersten Glieder der asymptotischen Entwick-
lungen angegeben wurden.

§ 2. Die asymptotische Darstellung von I (n) und I(n).
Wir setzen .
fi(t) =at—blogt—clog (1 +¢)
oit) = e~ (1 + t)
‘und schreiben I,(n) in der Form

@

Ln) = [0 (1) .
J !
" Dieses Integral kann leicht mit Hilfe der Sattelpunktsmethode
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behandelt werden.?) Die Sattelpunkte des Integranden sind die
durch die Gleichung f,’(¢) = 0, also

@d————— =0 T

bestimmten Punkte. Diese Gleichung hat bei den Annahmen des
Satzes 1 iiber a, b, ¢ eine und nur eine positiv reelle Wurzel, die -
mit ¢, bezeichnet werden soll. Durch die Substitution

fit) — fi(t) = u?

+»

geht I,(n) tber in

Lt
L(n) = i) f e gy(t) o d (1)

Der von n unabhingige Bestandteil des Integranden kann in der
Umgebung des Sattelpunktes u = 0 (bzw. ¢ =¢,) in folgender
Weise entwwkel‘c werden: ,

%(t) = @u(ta) [ ] z'{1 + A+ At ..,

und die Emtragung dieser Entwicklung in (1) liefert wegen g
+

e——nu'uzrdu:i._:;_”.QC___l T
2 2 2 ner+1

f e yu2r+ldy =0
—x .
r=0,1,2_..)
nach dem sogenannten Watsonschen Lemma,!®) deren Voraus-
setzungen in dem vorliegenden Falle als' erfiillt nachgewiesen
werden konnen, die asymptotische Entwicklung

(n) ~ e_"fx(lx) (p tl)

[Tz a3t 3ay3 ) o

Nun folgt aus der Defuutlonsglelchung von u nach elmgen Zwischen-
rechnungen

[dt]‘ =t V (4]
A"t Vb (1 + &) + ot
?) " %) Uber die Sattelpunktsmethode vergl. z. B. Debye, 1. c.,, G. N.
Watson, 1. e. Anm. 8) Seite 235 ff. und auch C. S. Meuer, Math. Ann.
108 (1933), 321.
10) Watson, 1. c. Anm. ‘) Seite 133.
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Setzen wir diesen Wert, sowie f,(2,) und ¢,(¢;) in (2) ein, so ergibt
sich gerade die Aussage des Satzes 1. Durch Weiterfiihrung der

Entwicklung von (pl(t)g—i lassen sich alle weiteren Koeffizien-

ten 4, und hiermit die vollstindige asymptotische Entwicklung
von I,(n) berechnen.
. Genau so erfolgt der Beweis des Satzes 2. Hier wird

fot) = —at—blog (1 —t)—clog (1 4 ¢)
Pot) = e (L — 1) (1 + )7
gesetzt. Die den Sattelpunkt bestimmende Gleichung lautet in

diesem Falle
b c

—t 1+¢
und hat gewiB eine und nur eine Wurzel zwischen — 1 und + 1,

sofern nur a, b, ¢ die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillen. Diese
Wurzel wird mit t, bezeichnet. Die Substitution lautet in diesem

Falle:
fo(t) — falts) = u?,
die Entwicklung des von n unabhingigen Teiles des Integranden:

d d¢
®a(t) dt = @y(ts) [ u] {1 + B+ B + ...}

Daher ergibt sich genau wie im Falle von I,(n)

_—a+ 0’

Iy(n) ~ e—nhity @o(ta) .

t=t 1 3 £
1k {V +5 +? R EE

woraus sich wegen

[dt]‘ b V _ (=) +1t) V2
f"(t) Vb (T4 2)% + ¢ (1 — )
Satz 2. ergibt.

§ 3. Asymptotische Darstellung der Whittakersehen Funktionen.

Die Funktion Wy m(x) besitzt die unter den Voraussetzungen
des Satzes 3 sicher giiltige Integraldarstellung!?)

e—hz gm+i

e T
. 0

et m—k— (1 4 t)m+k—i dt.  (3)

1) M. A. § 16, 12.
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Das in (3) auftretende Integral ist vom Typus von 1,(n), und zwar
ist in diesem Falle

an =z, bn =m—k, cn =m + k
=0, f=—4 y=—1%
zu setzen. Die. den Sattelpunkt bestimmende Gleichung lautet
daher

_m— k _m + k
t 1+ ¢
Thre positive Wurzel kann mittels der durch die Gleichung

x— 2k + |2® — dkx + 4m?
2 (m—k)

eingefiihrten reellen Grofe A, die wahrend des Grenziiberganges

= 0.

24 —

x — oo ebenso wie %— und 75— konstant bleibt, in der Form
e—4 )
t, = TRy 1 = —_—
17 2sinh 47 Th=73 sinh 4

dargestellt werden. Daher ergibt sich nach Satz 1 die asymptotische
Darstellung des Integrals auf der rechten Seite von (3) zu

_ —ze—A/(2 sinh 1)+ 2k 2 :
[ [+o(3)]

(2 sinh )2 |/m cosh 24 — k sinh 22

Anderseits ist nach der Stirlingschen Formel

DN YN

m—Kk

Die Elntragung dieser beiden asymptotischen Darstellungen in (3)
liefert Satz 3

Ahnlich verfahren wir mit der Whittakerschen Funktion
My m(x), fir welche wir die unter den Voraussetzungen des
Satzes 4 sicher giiltige Integraldarstellung!?)

I(2m.+ 1) 2—2m gm+i
I' (% +Yn——k)1"(l+m+k)

+1

f etat (1 — g)nti—t (1 4 tn—t—i dt (4)

-1

Mk,m(x)

heranziehen, Das .in (4) auftretende Integral ist vom Typus von
12) M. A. Seite 352 Ex. 1. o
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I,(n), und folglich kann Satz 2 mit

x
an =, bn=m-4+%k cn=m—£k,

x =0, B=—1% rY=—1%
angewendet werden. Diesmal wird die reelle GroBSe y durch die
Gleichung

x— 2k + |/a* — akzx + 4m?

2 (m + k)
eingefiihrt, und der Sattelpunkt, d. h. die zwischen — 1 und + 1
liegende Wurzel der Gleichugg

x m+k m—£k

6219 =

—etT—r T
kann mittels ¢ in der Gestalt
ev e Y
t,——tanhy, 1—fy—-— 1 =
2 anh v 2" cosh y T 8= osh y

dargestellt werden. Hierauf ergib? Satz 2 als die asymptotische
Darstellung des in (4) auftretenden Integrals

. p—iztanhy+4 2k h 1
Ve v+2ky (cosh 1)—2 [ +0(?)].

Jm cosh 2y -+ & sin 24
Fiir die Gammafunktionen in (4) ergibt die Stirlingsche Formel

I'(2m + 1) = |/27 (2m)2m+3 e—2m [1 + 0(%)]

1 — . ) 1

1.‘(7 +m + k): V27 (m & kymik e—omh [1 +0 (m T k)]
und die Eintragung aller dieser asymptotischen Darstellungen in (4)
ergibt die. Aussage von Satz 4.

In beiden hier behandelten Fillen kann

k=kn, m=mmn, x=2xn
gesetzt werden, und die asymptotischen Darstellungen gelten fiir
feste k,, m,, 2, ‘und n — co. Hs moge bemerkt werden, daB die
Satze 1 und 2 die asymptotischen Darstellungen der Whittaker-
schen Funktionen auch noch in dem etwas komplizierteren Falle
angeben, daB die Parameter und das Argument dieser Funktionen
in der Form
E=kn+ ¥k, m=mn -+ my, =20+ z,

mit festen k2, my 2, %12 und n — co erscheinen, und fiir k,, m,, ,
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dhnliche Voraussetzungen wie in den Satzen 3 und 4 gelten. Die.
. auf diese Weise zu gewinnenden Formeln, auf deren Notierung
hier verzichtet werden kann, miissen in manchen Fillen anstatt
der in Sitzen 3 und 4 gegebenen herangezogen werden, so z. B.
bei der Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Funktionen
des parabolischen Zylinders (m; = 0, my, = &+ }).

§ 4. Die asymptotischen Darstellungen der Besselschen Funktmnen
von rein imaginéirem Argument.

AN

Es soll noch gezeigt werden, wie Satze 3 und 4 zur Ermittlung
des asymptotischen Verhaltens der Zylinderfunktionen von rein
imaginidrem Argument herangezogen werden kénnen. Diese erschei-
nen als Sonderfille der Whittakerschen Funktionen, denn es ist

K, (z) =5 o+t H(iz) = ]/—;—‘z— Wa(22), - ®

und’ » .
£—2—i

—-——;Mo,, . 6

o 17 ) (6)

Wir miissen also in-den Sitzen 3 und 4

I(z) =1 J;(iz) =

k=0, m=v =2z

setzen. Die Voraussetzungen der genannten Sitze sind sicher
erfiillt, wenn sowohl » als auch z positiv reell sind. Es erweist sich
noch als vorteilhaft

z=wvcosecha (x> 0)
zu setzen.

Bei den thnderfunktlonen dritter Art K (z) ergibt sich

€24 = coth —
2

und daher
—3 —3
sinh 2 :—e——-, coshdi=——0 .
J/2sinh & J/2 sinh «

Darauthin folgt aus (5) und Satz 3 folgende asymptotische Darstel—

lung: i
. K, (v cosech &) = ‘l/n_-t?ﬁ e—r(tanh a—a) [1 4 0(_;1}_)] )

v
: (x>0, »> 0).
Entsprechend ergibt sich fiir die Zylinderfunktionen erster -
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Art I,(2)

-

2 — coth %
€ CO B

und daher
-3 =
sinh y ¢ ===, coshyp= L
. VZ sinh « V2 sinh
‘Wegen

— 1
'v+1)= V2n e [1 + 0(7)]

lautet die aus Satz 4 und Gleichung(6) zu gewinnende asymptotische
Darstellung in diesem Falle

I, (v cosech «) =Vta;1:va e’(t“h“—“)[l +0 (vi)] (8)

~Diese asymptotischen Darstellungen stimmen mit den ersten
Gliedern der bekannten Debyeschen Reihen genau iiberein.

In ganz ahnlicher Weise konnen fiir alle Funktionen, welche
durch die Whittakerschen ausdriickbar sind — und deren gibt
es eine groBe Anzahl — asymptotische Darstellungen hergeleitet
werden.

%*

Asymptotické vyjadfeni Whittakerovych funkei pro velké realné
hodnoty proménné a parametri.

(Obsah predeslého élanku.)

JPredmétem této price je odvozeni asymptotlckych vzorcll pro
Whlttakerovy funkce Wim(x) a My m(x) pro velké realné hodnoty
proménné a parametri. UZitim t. zv. ,,Sattelpunktsmethode‘
mnebo ,,method of steepest descent‘‘ obdrzime asymptoticka vyjadre-
nf, z nichz jsou zvla§té odvozena vyjiddfeni funkce Wi,(x) pro
m>lc a > 0 (véta 3) a funkce Myn(x) pro m > |k|axz >0
(véta 4). Jako specidlni piipady obdr#ime asymptoticka Vy]adrem
Besselovych funkei prvniho a tretiho druhu s ryze imagindrni

- proménnou (§ 4).
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