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Théorèmes d'existence pour les caractères des points. 
Par Bedïich PospiSil, Brno. 

(Reçu le 12 mai 1937.) 

Dédié à la Mémoire de Miroslav Konecny. 

I n t r o d u c t i o n . 

Nos espaces satisferont à l'axiome A de M. Hausdorff1) sans 
satisfaire en général aux autres. Les petits types allemands dési
gneront des puissances infinies; j 'écris exp f =- 2?. Désignons encore 
par p(M) la puissance de l'ensemble M. 

Sous le nom de (i) caractère %E(S) OU (ii) pseudocaractère ips(S) 
ou (iii) quasicaractère COE(S) resp. du sous-ensemble S de l'espace E 
on entend2) la plus petite puissance d'un système (i) complet ou (ii) 
pseudocomplet ou (iii) quasiconiplet resp. d'entourages de S dans 
l'espace E, c'est à dire d'un tel système il que. si l'on désigne par C 
la partie commune de tous les U e SI, on a toujours, pour un en
tourage G quelconque de S dans l'espace E, (i) U C G, U étant un 
élément de H qui dépend de G ou (ii) C C G ou (iii) G — C =4= 0 
resp. De plus, la relation COE(S) = 1 veut dire qu'il n 'y a pas de 
tels systèmes quasicomplets H. 

Dorénavant, le symbole / (muni d'indices éventuellement) 
désigne toujours un espace non isolé satisfaisant aux axiomes 
A, B, C, D de Hausdorff1) ne contenant qu'un seul point qui ne 
soit pas isolé; ce point sera désigné toujours par le symbole oo 
muni des mêmes indices que l'est I. De plus, j'écris %(oo), ^(co), 
co(co) resp. au lieu de fo(oo), xpj(ao), coI(co) resp., supposé que les 
symboles / et oo soient munis des mêmes indices. 

A tout espace I faisons correspondre un espace N (le symbole N 
ayant les mêmes indices que / ) dont les points seront les suites 
finies p = {p\ p2, . . .. pn} avec ph e I — (oo); posons n = Xp. 

x) Grundzuge der Mengenlehre, p . 213. 
2) Alexandroff-Urysohn, Mémoire sur les espaces topologjques corh-

r pacts, Verhandelingetv d. konink. Akademie von Wetenschappen te Amster
dam, Deel XIV, No. 1, Sectie I . 
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Soit Up l'ensemble de tous les q = {q1, ql, . . ., qn, . . .} e N avec 
ty ^ ^P e^ Qk ~ Pk P o u r A' = 1, 2, . . ., Xp. Les entourages (défi
nissants) du point p dans l'espace N seront les ensembles 0P = 
= Up — 2 ^ * a v e c x € Up — (p), Xx = Xp -f- 1 et xXx parcourant 

X 

un ensemble X C I tel que 0 = 1 — X est un entourage de co 
dans I. Un tel 0P est déterminé par p et O. 

Lorsque (i) les caratères ou (ii) les pseudocaratères ou (iii) les 
quasicaratères resp. de tous les points d'un espace E sont égaux 
l 'un à Vautre, leur valeur commune sera désignée par (i) %0(E) ou 
(ii) y>0(E) ou (iii) œ0(E) resp. 

0.1. L'espace N est un espace complètement normal de dimension 
0; de plus, p(N) = p{I), Xo(N) = z(oo), y>0(N) = v(oo), œQ(N) = 
= OJ(OO) . 

Les axiomes A, B, C, D ainsi que nos égalités pour N 
étant faciles à vérifier, on n'a qu'à prouver la normalité complète 
de N. Car on voit sans peine que les entourages définissants dans N 
sont tous ouverts et fermés en même temps; c'est alors que N est 
un espace de dimension 0. Les sous-ensembles Fx et F2 de N soient 
séparés. Il existe alors, pour tout point p de Fi, un entourage 
(définissant) Op disjoint de Fj, i = 1, 2; j = 1, 2; i #= ]. Soit 
Gi = 2 O P où p parcourt FV La démonstration de la relation désirée 

p 
GXG2 = 0 se réduit à prouver que" OpOq = 0 pour p e Fx, q e F2 ce 
qui est bien facile. 

0.2. L'espace I étant du type L de M. Fréchet, l'espace N Vest 
également. 

Le point p de N — M soit contenu dans la fermeture 
dans N de l'ensemble M C N. Alors MUP =}= 0 et Xm > Xp pour 
m e MUv. Soit M8 l'ensemble de tous les m* avec m e Uv . M, 
s = Xp -f- 1. Alors, la fermeture dans / de l'ensemble M8 contient 
le point oo. Par hypothèse, M8 contient une suite infinie dénom-
brable nr qui converge vers oo. Soit pT e MUP, pr

8•= nr\ alors, 
fr -> p, c. q. f. d.. 

Désignons par 7 t ( X ) I2 ( X ) . . . ( X ) In l'espace I0 que je 
vais définir. Cet espace se compose de deux parties disjointes, 
l'une ne contenant que le point oo0 et Vautre dont les éléments 
sont les suites finies {xx, x2, . . .} avec xk e 7*— (°o*). Les entou
rages (définissants) de oo0 dans l'espace I0 seront les ensembles 
#i ( X ) 02 ( x ) . . . ( X ) On qui se composent de oo0 ainsi que de 
tous les {xlt x2, . . ., xn], où xi parcourt un entourage O* de oo* 
dans Ik donné d'avance. On prouve sans peine le lemme suivant. 

0.3. Lorsque I0 = Ix ( X ) I2 ( X ) . . . ( X ) /„ , k = 1, 2, . . ., n, 
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on a p(I0) = max p(Ik), %( °°o) = m a x x( ^k), y>( co0) = min y( co*), 
k k k 

U>( °°o) = m i n w( °°*)-
Je 

Dorénavant, l'espace 70 = I1 (+) 72 ( + ) . . . ( + ) In se com
posera du point oo0 ainsi que de tous les couples ordonnés {x, k} 
avec x e Ik— (oofc); 0k parcourant les entourages (définissants) du 
point oo& dans l'espace Ik, les ensembles-sommes ( oo0) + ^{Ok — 

:— (ccjfc)} = Oj ( + ) O2 ( + ) . . . ( + ) On parcourront les entourages 
(définissants) du point oo0 dans l'espace 70. On tire immédiatement 
les deux lemmes qui suivent. 

0.4. Soit IQ = h ( + ) 72 ( + ) . . . ( + ) In, k = 1, 2, . . ., n\ on a 

p(Io) = m a x P(h), X( °°o) = m a x X( °°fc), y>( co0) = n l a x y)( coi), 

<°( °°o) = m 1 n °>( °°&)-

0.5. Les espaces Ik étant du type L de Fréchet, il en est de même de 
Vespace 7-. ( + ) 72 ( + ) . . . ( + ) 7». 

Dorénavant, l'espace 7° = 7(u, t>, tt>) avec .0 <1 u sera la somme 
de trois ensembles disjoints (oo°), U, W avec p(U) = u, p(W) = tt>. 
Les ensembles 7° — K — W avec K C U, p(K) < $ parcourront 
les entourages définissants du point oo° dans 7°. Le couple u, .0 est 
dit régulier, lorsque, ou bien ses alephs sont réguliers tous les deux, 
ou bien .0 est régulier et .0 < u. Je désigne encore par (u/t>) le nombre 
de tous les sous-ensembles de puissance < t> d'un ensemble de 
puissance u. Le lemme suivant est bien facile à prouver. 

0.6. Soit u, fc> un couple régulier, .0 <1 u; soit 7° = 7(u, fc>, tt>). 
Alors, on a p(I°) = max (u, t>), u <I x(co°) ^ (u/*>), y ( o o ° ) = u , 
^(00° ) = Î0. 

0.7. Soit Ik = I(\\k, K0, tVk), 70 = 7! ( x ) 72 ( X ) . . . ( X ) In, k = 
= 1, 2, . . ., n. Alors, 70 est un espace L de Fréchet avec p(I0) = 
= max (u*tt>*), x( °°o) = m a x U&, Y>( °°o) = m i n Uk, co( co0) = X0. 

k k k 

En effet, le point oo0 soit contenu dans la fermeture dans 70 d 'un 
ensemble M C 70—(°°o)- Soit O0 un entourage définissant quel
conque de oo0 dans 70. Admettons que l'on ait déjà défini les points 
Vu V^l • • •? Vf de J7O0. Soit Ok un entourage de oo& dans Ik qui ne 
contient aucun point pkv avec v = 1, 2, . . ., r où p = {p\v, p%Vy 

. . ., pnv], pkv e Ik. Soit pr+1 e MO0 (O! ( X ) O2 ( X ) . . . ( X ) On). On 
a pr -> oo0, c. q. f. d. 

I . Dans tout espace qui satisfait à l'axiome B de Hausdorff, 
les x e* - e s V s o n ^ = 1 ou infinis. Dans un espace de puissance j , 
tous les x s o n ^ =\ e x P ?• Si tous les points de cet espace sont fermés, 
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on a de plus xp <L f. On a toujours co <I ip <L %. Cherchons à trouver 
les cas qui sont vraiment possibles pour les espaces aux points 
fermés assujettis à l'axiome B. La lettre N, munie d'indices éven
tuellement, désigne toujours un espace complètement normal de di
mension 0. 

1. Soit a'<L e x p ^ , 5 <I a. 5 <^ i). Alors, il existe un espace N1 

de puissance \) et tel que x^N1) = a, ^(N1) = 3. 
E n effet, pour \) <1 a, 5 = K0, on n'a qu'à poser N1 = N oh I 

est l'espace du dernier théorème de mon article cité ci-dessous.3) 
En général, soit II = 7(j, K0, fy), I2 = / (min (a, i)), K0, \)). Pour 
i) <I a et a <I \) resp., je pose I1 = I0 ( + ) {Ix ( x ) I2} avec I0 = I 
ou I0 = I" resp. où I" est un espace défini de la même façon que I 
où l'on a remplacé \) par le plus petit aleph Y pour lequel on peut 
avoir x(°°") = a. 

Chaque système complet d'entourages du point p dans l'espace 
E contient un sous-système complet de puissance %E(P)\ il n'en est 
pas ainsi des systèmes pseudocomplets. En effet, soit 5 < f). Dans 
les notations de la définition qui suit le lemme 0.5, soit Z(u.t), tt>) 
le système de tous les 1° — K — (w) avec w e Z c W. Soit Q0 un 
système pseudocomplet dénombrable de co0 dans l'espace I0. Soit 
XX = g, x> = K0, X0 = \). L'ensemble Z soit choisi de façon que sa 
puissance f soit > 5. Le système de tous les O0 ( + ) {Ox ( x ) I2] 
avec O0 € O0? Ox e Z(u, t>, tt)) est un système pseudocomplet d'en
tourages de oo1 dans l'espace I1. Mais, évidemment, il ne contient 
aucun système pseudocomplet de puissance 5. On en tire la pro
priété suivante de l'espace: 

Soit 3 < f <^ i). Pour tout point p de N1, il existe un système 
pseudocomplet d'entourages dans N1 du point p qui ne contient aucun 
sous-système pseudocomplet de puissance 3 = tp0(N

1). 
L'hypothèse que 3 < 1) est essentielle. En effet, soit E un 

espace aux points fermés, p(E) = \). Soit O un système pseudo
complet d'entourages de p dans E. A chaque e e E — (p), faisons 
correspondre un Oee£> avec e e E — Oe. Les Oe parcourent un 
système pseudocomplet de puissance <^J) d'entourages de p dans E. 

Si l'on se borne à l'étude des espaces où les caractères des 
points ne surpassent pas la puissance de l'espace, on peut supprimer 
I0 dans la définition de I1 et F0 dans celle de Px\ c'est à dire, on 
considère Ix ( X ) I2 au lieu de I1 etc. Toutes les propositions données 
plus haut restent vraies dans ce domaine d'espaces et, de plus, tous 
les espaces en question sont du type L de Fréchet en vertu du 
lemme 0.7. Notre espace N1 du théorème 1 contient toujours un 
tel espace du type L ayant la puissance, les caractères et pseudo-

3) Sur la puissance d'un espace contenant une partie dense de puis
sance donnée, Casopis 67 (1938), 89—96. 
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caractères des points donnés (d'une façon quelconque admissible 
a priori) et qui contient un sous-ensemble fini quelconque de N1 

donné d'avance. 
I I . La fermeture dans l'espace E d'un M sera désignée par M. 

Soit M C E; je désigne par M* l'ensemble-somme des ferme
tures m dans E de tous les (m) avec m e M. 

2. Soit E un espace qui satisfait à Vaxiome G de Hausdorff; soit 
AcE, M CE, AM* = 0, AM 4- 0. Alors, on a œE(A) <; p(M). 
Alors, E étant du type L, on a COE(A) < K0. 

En effet, E — M* est la partie commune des entourages E — 
— m (me M) de A en nombre <I p(M). Si l'on avait un U ouvert 
avec Ac U C E — M*, on aurait M*cE—U, alors M = M* C 
C E — U = E — U C E — A, d'où l'on tire la relation impossible 
AM = 0. 

3. Lorsque Vespace E satisfait à l'axiome B de Hausdorff, chaque 
quasicaractère COE(A) est ou bien = 1 ou bien un aleph régulier. 

Cela résulte du fait que je vais prouver, que, dans tout espace, 
les quasicaractères infinis sont réguliers. Pour le prouver, soit i l un 
système quasicomplet d'entourages de l'ensemble A dans l'espace E; 
p(U) = o)E(A) = 0. Si .0 était irrégulier, il y aurait de tels Ut C U 
en un nombre < 0 que i l = 2^1- e^ Q.ue P(£U < 0. Alors, par 
définition de 0, l'ensemble 77V (V e Ut) contiendrait un entourage 
Ut de A dans E. De même, I~[ï7« contiendrait un entourage U de A 

dans E qui serait un sous-ensemble de 77V (V e il) ce qui contredit 
à l'hypothèse que Von a faite sur £1. 

D'autre part, tout aleph régulier peut être un C»E(P)-

4. Soit Ui, .0 et u2, .0 deux couples réguliers, v <^ u2 ^ Ui 5^ tt). 
Dans ces hypothèses, il existe un espace N* de puissance tt> avec 
ui ^ X(N*) £ (Ux/H y>(N*) = Ua, <o(N*) = ». 

En effet, on peut poser i 4 = /(u-., t), tt)) ( X ) i(u2, t), tt>). 
Les caractères et les pseudocaractères dans un sous-espace 

ne peuvent pas surpasser ceux dans l'espace tout entier. Une pro
position analogue pour les quasicaractères serait en défaut: 

5. Soit m > p, m > q, p 5^ q. Lorsque les alephs p et q sont 
réguliers, il existe un espace N5 de puissance m avec co0(N

5) = m et 
tel que, pour tout m' [q < m' 5^ m] et tout sous-ensemble fini F de N5, 
il existe un sous-espace Q de N& avec p(Q) = m', co0(Q) = q, F CQ-

En effet, soit I5 = I(m, p, m) ( X ) I(m, q, m). Oii n 'a qu'à 
poser Q = Nr, Iv étant un sous-espace de I5 homéomorphe à 
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/(m, q, m) augmenté d'un ensemble fini convenable de façon que 
l'on ait F C Q C N*. 

Ce qui précède peut être énoncé pour plus de deux alephs 
réguliers .p. q, r, . . . On peut démontrer pour N4>5 quelques pro
priétés analogues à celles que l'on a prouvées pour l'espace JV1. 
De plus, on obtient des résultats analogues à ceux du § I, en se 
servant, au lieu de I, d'un espace défini de la même manière, 
mais où les entourages définissants dans X d'un y sont les 
E(\p c X% xp(k) = <p(k) pour k e K), K étant un ensemble quelconque 

de puissance < t (t régulier) et que les d e D possèdent un nombre 
quelconque < ï de coordonnées. Ces résultats s'obtiennent textu
ellement de la même manière que ceux de § I. Ils sont complétés en 
nous permettant de prescrire les quasicaractères, mais parfois, on 
n'a que des inégalités au lieu d'équations de § I. 

Séminaire topologique, Brno. 

Existenční teorémy pro charaktery bodů. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o č l á n k u . ) 

Podám nejdůležitější výsledek předcházejícího článku i s dů
kazem. Citáty v závorkách se vztahují k Čechovým ,.Topologickým 
prostorům ť ' . 4) Malá německá písmena značí nekonečné mohutnosti; 
pišme exp ty = 2&. 

Nechť a ._ exp ty. Pak existuje prostor P takový, že (i) P je 
AHU-prostor (6.1, 8.4, 7*1), (ii) P je dědičný N-prostor (8.6.5). 
(iii) P má mohutnost ty, (iv) každý bod v P má charakter a (4.2). 

Jestli ty <I a, nechť I značí stejný prostor jako v poslední větě 
mého článku citovaného dole.5) V případě, že a ._ ty, nechť prostor P 
se skládá z tří disjunktních částí (oo), A,H. Jejich mohutnosti 
nechť jsou po řadě 1, a, ty, Je-li p e A anebo p e H, nechť (p) je okolím 
v P bodu p. Okolím bodu co e (oo) budu rozumět každou množinu 
I — K — H, kde K je konečná část množiny A. V obou případech 
má / mohutnost ty a jest xi( °°) = <*• K prostoru / sestrojme prostor 
P t ak to : Body prostoru P budou konečné posloupnosti p = 
= {V1* P2> • • •> Pn}> kde pk € I — (oo). Označme Up množinu všech 
bodů x prostoru P takových, že x = {p1, p2, . . ., pn, x', x", . .} 
anebo x = p. Definujícími okolími v P bodu p budou množiny 
tvaru Up — %UXy kde 

4) Časopis 66 (1937), str. 225 D — 264 D. 
5) Mohutnost prostoru s hustou částí dané mohutnosti, Časopis 67 

(1938), str. 89—96. x 
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x = {x1, x2, . . ., xn, x**1}, x e Up — (p); 

při tom xíl+1 probíhá množinu X' takovou, že I — X' je okolí v I 
bodu co. Pak prostor P má žádané vlastnosti. Především jeho mo
hutnost je zřejmě stejná jako prostoru /. Dále charaktery jeho bodů 
jsou zřejmě rovny %i(oo) a tedy a. Axiomy (1°) a (II 0) (4.1) a (III 0 ) 
(7.1, 6.3, 8.4) pro ^4Hř7-prostory se verifikují docela snadno. Zbývá 
verifikovat (ii). Nechť množiny Fx a F2 jsou v P oddělené; i = 1, 2, 
j = 1, 2, i 4= ;'; buď'p e Fi\ tedy p není v uzávěru v P množiny F, 
a tedy existuje definující okolí 0P v P bodu p takové, že Fy. 0P = 0. 
Označme (?ť = 20 7 , , kde p probíhá F{. Množiny 0$ jsou v P ote-

vřené a F\ C 0». Stačí tedy ukázat, že GXG2 = 0. K tomu jest celkem 
třeba ukázat, že OpOq = 0 pro p * Fv q e F2, což je lehké. 

Topologický seminář, Brno. 
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