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Příloha k Časopisu pro pěstování mathematiky a fysiky. 

O vyhledáváni resolvent methodou neurčitých 
součinitelův. 

Napsal Antonín Jeřábek. 

Jest dána obecná rovnice w-tého stupně 

xn + Rn-i xř-1 -\- ...-{- R,x + R0= O, (1) 

jejíž kořeny (na sobě vesměs nezávislé) jsou x0, ÍT17 . . ., xn-X. 
Máme-li vyhledati její resofventu (n — l)ho stupně, zvolíme 

jednotný, systematický postup, jenž záležeti bude ve dvou vý
konech a), b) : 

a) Sestavíme — užitím neurčitého součinitele a — lineami 
racionální funkci 

j (x0, xv . . ., xn~2) 

tak, aby měla toliko (n-T) hodnot, jež označíme f0, flf . . . fn~2. 
Přiberouce potom poslední kořen xn-i a dalšího neurčitého 

součinitele /?, položíme 
Vo = /o + fan-i, 

Ví = / i + fa*-i, 

yn-2 =fn-2 + flXn-l, 

čímž nabudeme pomocné funkce y obsahující všech n-kořenů. 
Funkci y určíme methodou neurčitých součinitelů, aby 

aspoň součin (n-1) hodnot 

y0 . yY . . . yn-2 

byl symmetrickou funkcí všech kořenů x0, x17 . . .}.xn~i. 

5 
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Po té utvoříme pomocnou rovnici (w-l)ho stupně, jejímiž 
kořeny jsou ony hodnoty funkce y. — Patrně bude prostý člen 
v této pomocné rovnici racionální funkci součinitelů iř̂ —i, 
.Rja-2, . . . Součinitele ostatních členů pomocné rovnice budou 
vedle daných Hn—\, -Rn-2 • • • obsahovati též #B_i. 

b) Pomocnou rovnici proměníme ve hledanou resolventu 
tím, že v ní zavedeme novou neznámou, tak zvanou r eso Ivu jící 
funkci'. 

zvolíce racionální funkci (jp takovou, aby součinitele v nové 
rovnici všecky staly se racionálními funkcemi výhradně jen 
daných součinitelů Bn-i, Bn 2- . • •> R0i mezi nimiž tedy xn—x 

již se nevyshýtá. 
* 

Na základě naznačeného postupu ukážeme, že ani přípravný 
krok a) není možný, jedná-li se o resolventu obecné rovnice 
pátého stupně. 

I. Resolventy kubické rovnice. 

/. Resolventu obecné kubické rovnice; 

x* + A2x* + A,x + A0 = 0. (2) 

Bucttež xQ> xl7 x„ hořeny dané rovnice. Dělíme-li mnohočlen na 
levé straně kořenovým činitelem (x—x2), vychází 

x0 + xt = — A2— x29 (3) 
or0xt = A! + A2x2 + x\. (4) 

Sestavíme-li rovnici užitím kořenů: 

1o = axo + ^ 1 * 1 fá\ 
fx — x0 + ax1? 

budou součinitele této rovnice racionálními funkcemi symme-
trických funkcí 

{x0 + xy), x0xx; 

tudíž dle (3) a (4) racionálním^ funkcemi veličin A2, At) x2. 
Závěr tento platí též o součinitelích vzniklé rovnice, když za-
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vedeme novou neznámou 

V = f+ P%2, 
takže 

y0 — fa = axQ + xí\^ g 

Vl ~ /&a = #0 + «#1 ( 

a) Dle naznačeného postupu ustanovíme pomocnou funkci 
y tak, aby součin y0y{ byl symmetrickou funkcí kořenů xQ, 
Xj7 x^. 

Píšeme-li dle (3), (6) 

y0 = l+px0A 
yx =l+px1,\ 

kdež 
p = a — 1, q = § — 1, l = qx2 — A2, 

vyplyne 
ž/ožVi = P + fa (*o + *.) + Pa-V*.> 

a dle (3), (4) 

y»yi = ( P 2 — P Í + Í") -i + ( P 2 — P Í + p — 2a) .4,^ 

+ (p + l)4«+i»- .á 1 . (8) 

Odtud methodou neurčitých součinitelů: 

P*-Pa + ť = o, (9) 
p*-pq-\-p-2q = 0. (10) 

Dělíme-li rovnici (9) na p2 a srovnáme-li pak se známým vztahem 

1 + o) + w2 = 0, 
8 

kdež OJ primitivní \/+ 1 znamená, jest 

Í=-» 
v 

a dle (10) 

p = OJ2 — 1, q = <o — 1, a = to3, (i = OJ, 

potom dle (6) i (7) pomocná funkce: 
y0 = co-% + as, + wz2, J 
«/,-=»„ + ťa-aj, + ť«a;2 J 

5* 
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Konečně dle (8) součin: 

^ = ^ ( ^ - 3 . 4 , ) (12) 

a pomocná rovnice : 

t , 2 - OJ (A2 + 3r2) y + o;2 (A*, — 3.4,) = 0. (13) 

b) Zavedeme-li novou neznámou: r]=zy3, t. j . 

% =.(w2a?0 + ^ + (ox2)
3, 

Ví = Oo + o j 2^i + W i r2)3 ' 
která má toliko dvě hodnoty (16), stane se (% + Í^) funkcí 
symmetrickou. 

Tak získáme ze (13) rovnici1): 

r,2 + [243 - 9A2A, - 27 (s» + A2x\ + ,4-*,)] fl 

+ (^--3,4 1 ) 3 = 0. 
z niž vzhledem ku (2) vychází očekávaná resolventa: 

r? + [2A\ - 9 4 , ^ + 2740] v + (4» - 3J , ) 3 = 0. (15) 

Příslušná resolvujkí funkce (14) jest ve vhodnější úpravě: 
% = ( i 0 + «*i + &)%)•', 
Vl=(x0 + o>% + <o'zJ>,} ( 1 6 ) 

známá to cyclická funkce třetího řádu. — 
Protože se (16) substitucí (<orx07 corx17 a)rx2)*) nemění, jest 

(15) též resolventou přidružených rovnic 

x3 + OJ2A2X
2 + OJA.X + A0 = 0; 

a;3 + «4Л2a:2 + UA4..Г + Л = 0, ' k ; 

*) Je-li 

V1 + «lŽ/ + fl0=0ai? = ,y3, bude t, (y + a j = —- a0. 

Potom 

t,3 (j, + a j 3 = - a0, neboli y3 (t,3 - Sa.a,, + «}) = — a j ; 

odkud vzor pro ( 1 5 ) : 

l̂2 + Oí — 3«i«o) ^ + al = °-
*) t . j . <orxQ za *0 ; 

oorxx n xlf 

(O X2 n Xq^m 
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tudíž i svodné rovnice: 

X9 + (As _ 3 A o A i + 3 A Q ) x« + (__ S^A.A, 

+ AI + 3_t») x3 + AI = O, (18) 
jež poskytuje třetí mocniny kořenů dané kubické rovnice (2). 
Srovn. níže 3). 

Dodatek. 
Zavedeme-li novou neznámou: 

0Q —Z 2 V^O X\ X%)? 

^1 = " 2 \X1 X0 X2Ji 

#2 = 2 \X2 X0 X\)l 

vyplyne z dané kubické rovnice (2): 

*3 - 4 2 " 2 + ( - T + ^ ^ + f - - - | ^ + A„ = 0. (19) 
Ustanovíme-li této rovnice resolventu dle vzorce (15) a re

solvující funkci dle (16). dospějeme opět ku (15) a (16). 
— Podobně zavedením nové neznámé: 

%tí ~ : \xi + xv)j 

Z1 = (#0 + X2)j 

*2 = — (.r0 + r j , 
vzejde z fia>?e kubické (2): 

^3 — 2_la*
tt + (AI + A,)z — A2A, + A0 = 0, (20) 

kterážto rovnice opět s danou (2) má společnou resolventu (15) 
při společné resolvující funkci (t6). 

Na př. Daná rovnice 

£3 — 9.z2 + 26# — 24 = 0, 

má s rovnicí 

z3 + y + fy + -v- = 0, 
z3 + 18*2 + 107# + 210 = 0, 

při resolvující funkci 

O0 + (ÚXi + čo%)3 = (*0 + 0)ZX + w%)3 
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společnou resolventu: 
r(l + 27 = 0. 

Obdobou ku (16) můžeme nyní určovati resolventy též na 
základe vyšších homogenních pomocných funkcí. 

2. Resolventy pro rovnici, jež poskytuje šesté mocniny kořenů 
dané kubické rovnice. 

1. U ž i t í m pomocné funkce: 

j y0 = <*x\ + x\ + $x\, 
I yx = ^o + «s* + #*v 

a) Dle (3) jest: 
X0 + Xl -~- X2 + A2 -^1? 

a dle (4) 
x0xY = A-yX^ + (A2Al A0) x2 A2A0 + Ax, 

vzhledem k tomu, že 
X2 = A%X2 AXX2 A01 

a 
x2 = (A2 Ax) x2 + {A2A1 — AQ) #2 + A2A0~ 

Položme 
p = a - 1, q = p ^ 1, l = qx\ + {A\ - 2A1)] 

i bude 
y* = i + PXI 
yi=i + PX\ . 

Potom však 
y0y. =i* + ip (*! + *í) + yVo^r 

Vyloučíme-li a?J, jest y0y, = 
I+8^5 
- . M í 1 + 2 ^ 
+ P% 
—pqA1 

+ 2p-á| 
- 4 ^ 

.Г* + i?2 

—P2 
+ 2* 

( .4 1 ,4 I -^ 0 )x l + (p + l)(.áJ-íi.á1)- + p - ^ ; 
- (2>2 + P2 - 22) -Mo-
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Odtud methodou neurčitých součinitelů: 

p2 - pq -f q2 — 0, 

(_2- - p + 2q) A\ + (p2 -pq-- _2 + 2p — 4_) 4 = 0. 
Vymýtime-li z posleãní rovnice p2, obdržíme poămѓnky: 

z nichž 

P* 

op t 

— pq + _2 

— jp + 2_ 
= 0, 1 
= 0, / 

- * = - « , 
_> 

_> = c.2 — • 1, q = o. > - l , 

vyplývá. 
c . = c.2, /. _ = c_ 

Z toho konečn 

protože 
yo У l = c.2 [U_ - 24)« - 3 (A\ -

p2 = — Зco2, 

2-4,Ao)], 

a pomocná rovnice: 

j , - - o. ( - __J + 2/1, + 3*5) .. + o.2 (A\ - -___•___ • 
+ 644 + --_) = o. 

í) Zavedeme-li »...« neznámou i]=ys jako předešle, 
bude dle vzoru1) hledanou resolventou kubické rovnice (2): 

T + [— 2_4« + 12_1_4 — 18/1»4 — 16__J.á' + 36_4_4_10 

- 2 A _ - 27 AI] v + (A\ - 4_1»4 + 6 4 4 + A2)3 = 0, 
(21) 

při resolvujíci funkci: 
« _1_ ..>~2 _|_ / . 1 Î Л .«- 1 S _ 

(22 % = (x2 + o.x2 + oť-x\) , 
./, = (x2 + c. V Í + c. r 2 ) 3 . 

Protože (22) substituci 

(___ &_r:»0, _t c-ra._, + o.rír2) 
se nemění, jest rovnice (21) též resolventou rovnice: 

a," + [_ (__.» - 34-1, + 3_40)
2 + 2 (- 3__2_M0 + A\ 

+ 3_12)] x" + [ - 2 (_1_ - 3i-____ + 3 4 ) _á» 
+ (3J 2_4,4 - _i_ - 3_12)«] s 6 - A* = 0, 

(23) 
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jež poskytuje šesté mocniny kořenů dané kubické rovnice (2), 
neboť ji (± x), (± cox), (+ OJ2X) zadost činí. 

2. U ž i t i ni pomocné funkce: 

| y0 = axxx2 + x0xn + $x0xl7 

\ yx = x r r 2 + ax0x2 + px0x^ 

a) Položíme-li 

p = a — 1, g = /? — 1 ; 

bude součin y0yx = 

q* Axx\ 1 + <z2ЛЛ 
— P - pA^Aľ 

+ ч + 2гЛЛ 
- í>ttЛ 

< + pqA0 

~<ЃA0 

*2 + (? + D * A; + Ï (p — й) 4 4 > 

protože 
•A2X2 A\%i *"<n 

—- Jx2X ^ Jx^X2 JÍ-QXQ 

Aby součin $/„?/! byl funkcí symmetrickou, položme 

3 2 _ / 9 + 2 ř 2 = 0 ; 

— i>2 + м — ť = 0 -
Potom op t 

a = ÍÜ 2 , /? = co, 

a 
y o y i - = « - ( - 3 4 ^ 0 + ^J). 

Konečně pomocná rovnice: 

y* — <o ( 2 4 + 3 4 * 4 + 3-») y + « 2 ( - 3 4 4 + 4 ) = 0. 

b) U6iníme-li zase rj = y3, nabudeme dle') resolventy 
kubické rovnice: 

V + ( 9 4 4 4 - 2 4 - 27AD tj + ( - 3 4 4 + ^ ) 3 = o 
(-4) 
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při resolvující funkci: 
7]0 = (X1X2 + Ú)X0X2 + CÚ^X^Xj3, I 

Ví — ( rr r2 + w ^ir r 2 + w V i ) 3 ; I 
která substitucí 

( + wr;ru; + &>r-£1? ± wr#2) 
5e nemění. Jest tedy (24) též resoirenton rovnice (23); jež 
poskytuje šesté mocniny hořenu dané kubické rovnice (2). 

* 
Poznámka /. Obě resolventy (21) a (24) můžeme z (15) 

odvoditi též prostredecné; ba i navzájem jednu z druhé. 

1. Vztahujme 

% = (*! + c ^ i + <»24)3> 
*li = o* + «**; + °^2)3

? 

k rovnici; jež poskytuje čtverce kořenů dané kubické. Důsledně 
pak dle2) položme do resolventy (15) — 

za A . . . (— A\ + 2AJ ; 

,, A x . . . ( - 2 4 2 4 0 + ALJ). 
„ A0 . . . (—.4||); 

i vyplyne rovnice: 
2̂ + p (_^,2 + ^^y _ g ( _ ^2 + yAi) ( _ 2 ^ J o + ^2) 

- 274?] 4 + [ ( - A\ + 2A,)2 + 64 2 4 0 - 3AIY = 0, 
která je totožná s (21) a jest resokentou rovnice (2) i rovnice 

x* + (- 4 + 24) * 4 + ( - 24,4 + 4 ) x* ~ A\ = 0 
a dle (17) i obou rovnic k ní přidružených: 

I «« + o, (— .4* + 2 4 ) aj« + OJ2 ( ~ 2 4 4 + 4 ) x* — Al = 0, 
| a.6 + o>2 (— . 4 + 24.) .x4 + OJ (— 2 4 4 + -4?) «2 — -4J = 0-
Výsledek jest týž ja/co (23). 

2) Je-li 
x- + Atz* + 4 - + 4 = O, 

jest 
(*3 + 4*) , = (4-!a + 4) 9 ; 

a tedy: 
*° + (- 4 + 2 4) *4 + (~ 2 44, + 4?) *2 - AI = O, 
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2. Vykročme z rovnice: 
~ j _ þ<Ł I ___2 t i 1 

*o -̂ -o ^ + ^-^ + x ë + f =o, 
• í l П - " П - ^ í l 

kdež _: = —, a užijme pak resolventy (15) na ni. I jest 
x 

• Vo = (lo + «*, + ^ 2 ) 3 = (~ + f + £ ) ' 
v ••Í/Q **/! i^2 / 

_ (xxx2 + oj^0o:2 + OJ^X^Y __Vo_ 
/y>3/y»« /yi3 _j 3 

Podobně fl_ř = — -7-3- a obecně ?/ = — ~g. 

Potom dle (15) vzhledem k rovnici; z níž jsme vykročili: 
,2 . AA\ 9A,A2 , 27 \ , . Aá; 3A2\

3 . 

' " + U , - ^ T + A ) ' + ( - Í ! - ^ ) =°-
Dosadíme-li konečně rf = -j-j, dospějeme k resolventě (24). 

^ 0 

3. Však i z (21) lze vyvoditi resolventu (24). 
Zavedeme li novou neznámou: 

Z(\ ~—- 2 W ) %1 ~ V J 

#1 :-~- 2 V~í ^0 ^2'J 

^2 —~ 2 \***2 ~0 ť w ; 

jest resolvující funkcí: 

W + « ! + *>2**)3 = Q a + » + *>2) (*! + *! + *5) 
4- I (1 — (Ú — co2) #_;r2 

+ \ (— 1 + cj — o?2) #0:r2 

+ i ( - 1 - ai + a>2) j r ^ - a 
= (ar,íra + <*x0x2 + co 2 *-^) 3 , 

protože 1 + OJ + GÍ2 = 0. (Srov. (25).) 
Dosadíme-li dle (19) do (21) 

A 2 

za J±2 . . . "9^ , 

4 ^ 2 A, A (?±.—d*2L , j \ 
^° ' ' • \'8 2 + 7 
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obdržíme při resolvujici funkci (25) hledanou resolventu, která 
po redukci se objeví totožnou s (24). 

4. Obráceně dosaďme dle (20) do (24) 

za A2 . . . — 2A2i 

„ Ax . . . (A2 + ^4,), 
„ -A0 . . . ( A2AX + -A.0J, 

zvolíce novou neznámou: 

z0 = — (xx + x2\ 

*1 — — (X0 + # 2), 

#2 = W) + #l )• 

Tím vyplyne resolventa (21) při resolvujici funkci (22), 
neboť 

(*-*, + O Í ^ 2 + »**„*-)* = [(x0 + a?2) (z, + s j 
+ o? (a?. + r2) (a?0 + o j + a2 (x[ + a?9) (x0 + # 2 )] 3 

2 = Ҝ + юд;ï + юЪ 
+ (1 + w + «2) (xxx2 + ж A + avв.)]8 

= (*; + e ^ + o.^2

2)3. 

5. Resolventy pro rovnici, jež poskytuje deváté mocniny 
kořenů dané kubické rovnice. 

1. U ž i t í m pomocné funkce: 

í Vo = ««2 + *? + r^2, 
I yi = ^o + ax\ + P®1 

a) Zde opět vychází: a = o'2, /;? = co, i jest resolvujici 
funkce: 

Vo = (»S + «*í + »^S)a, | ( 2 6 ) 

fll = (*; + a,y + < )̂3> í 
kteráž substitucí ($rx0, Qrxn Qrx2) se nemění, kdež {> devátou 
primitivní odmocninu 1 značí. Opomíjejíce bezprostředný po-
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stup vztahujme dle Pozn. L resolvujici funkci hned k rov
nici, jež poskytuje trojmoci kořeml3) kubické rovnice dané (2). 

Důsledně položme dle (15) 
za A2 . . . (AI - 3A2A\ + 3A0) = A\, 
„ Ax . . . ( - 3A2AAA0 + A\ + 8A*0) = A\, 

A J 3 | f . 
» -^o - " o — A 0 J 

i vyplyne resolventa: 

r? + [24'^ - 9A'2A'_ + 27_á'0] 17 + {A'\ - 3A\Y = O (27) 

nejen pro rovnici danou (2). ale i pro rovnici poskytující de
váté mocniny jejích kořenů: 

x™ + (A'l — 3A\A\ + 3A\) x18 + ( - 3A'2A\A\ + A'\ 
+ 3A"Q) x9 + A'l = O, (28) 

kteréžto nejen x, ale též o,?-, oQx, . . ., o8# zadost činí. 
* * 

* 
2. Uži t ím pomocné funkce : 

í y0 =a (x\x2 + xxx\) + (x\x2 + â ccj) + 0 ( ^ + a?0^)? 

i ?/l = I (^1^2 + X\X2) + ^ (^0^2 + X0X2) + /J Ŷ Ô l + XoXU* 

a) Pišme zkrátka .T*^ + xxx\ = £0, a?0sr2 + x0x\ = | t , 

^0^1 + XQX\ ~ ~ »2 ! 

i bude resolvujici funkce: rj0 = (£0 + co^ + w2_;2)
3, 

Ч l = ( | 0 + a>% + W?2)
3, ' ( 2 9 ) 

protože opět a = w2, @ = o. 

3) K*3 + A) +-V]3 = ~4*«; 
(.r3 + A0)

3 + 5A,x (,c3 + <40) [(*3 + A0) + AlX] 
+ A\x3 = — A\x6; 

(_* + __„)» + 3 v (*3 + A) ( - -V2) + A>3 

= — A\ z6 

Odkud konečně: 
X9 + ( 4 3 _ g ^ ^ + 3 ^ o ) .6 + ( _ 3 , 4 . ^ + ^ 3 + g^l) ^3 

+ ^ = o 
neboli zkrálka: 

a;9 + A\x* + A\x3 + 4'0 = 0. 
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ResolvHJíci funkce zase nedozná změny substitucí ((>''«„, 

0 % , QГX2), kdež O = V+ 1. 

Snac A A Ino sepřesvëdćíme, že £0 = -2—^- + A0} x0 

t 4 4 . 

ř i _ __ _ + Л o , 
A A 

£2 = ——- + 4 . tedy obecn : 
x2 

A 4 

l _ A Л , + A0. 
_á3_á2 

Znásobíme-li danon kпbickoii rovnici í_ì císlpm —~-

obdržíme opačným sledem: 

^- + ĄĄ ^ + A\A0 - - £ - + _i»_i|; = 0 
A3/!3 / I 2 A 2 AA 
^ + _ I 2 _ I 1

J ^ + _ I M 0 ^ 
tAs JU tXj 

neboli 

(i. - A,)* + A,A, (| - A0Y + _4»40 (I - - A0) + ^ = O, 

a po redukci 

I3 + (44 - 34) ř» + (44 - 2444 + 34) | 
+ (444 - 4) = o. (30) 

Dosadíme-li vzhledem k resolvující funkci (29) do (15) 
za 4 . . . ( 4 4 - 3 4 ) , 
„ 4 • • • ( 4 4 2 4 4 4 . ~r ^4)? 
„ 4 • • • ( 4 4 4 4)> 

získáme hledanou resolventu: 

, - + [_ 9_i;-4-_á0 + 2AIAI + 27.4»_4?] 9 

+ (A\A\ - 3_4»_40)
3 = O (31) 

pro rovnici (30) a tedy i pro rovnici kubickou danou (2) 
i s týmě vymezením jako v případě předešlém pro rovnici (28). 
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II. Resolventy bikvadratické rovnice. 

1. Resolventa obecné bikvadratické rovnice: 

x* + B3x
3 + B2z* + BYx + B0 = 0. (32) 

Označme opět kořeny dané rovnice (32) x0J x19 x2, x3. 
Dělíme-li Hornerovou methodou, obdržíme: 

XQ + X-y +- X2 - = L>3 ÍU3, 

xQxx + X0X<L + x^x2 = B% + B3x3 + x\, (33) 

Sestavíme-li rovnici, jejímž kořenem jest racionální funkce 
o črčcfe hodnotách: 

JO = °̂ 0 + Xl + ^2' I 
A = xo + a * i + xv | (34) 
A = ^0 + «1 + ^ 2 > I 

budou součinitele této rovnice též racionálními funkcemi sym-
metrických funkcí'. 

[X0 •+ X1 + X2)y [XQX-^ + x0x2 + x^x^), x0x1x2} 

a tedy dle (33) racionálními funkcemi veličin: 
B37 ±>,2, x>j, x3. 

Potom ovšem budou i racionálními funkcemi těchto veličin též 
součinitele pomocné rovnice, jež vznikne zavedením nové ne
známé tím, že místo / položíme y — /te3, takže 

y0 = §x3 + ax0 + x1 + x2, 
y1 = faz + x0 + axx + x2, (35) 
y2 = /3a?3 + x0 + x1 + ax2. 

a) Ustanovme nyní opět a a /? tak, aby součin yQy1y2 

byl symmetrickou funkcí kořenů 

x0J x19 x2) x3. Kyv) 

Označíme-li zase p = a — 1, q = p — 1, l = qx3 — B3) 

bude dle (35): 
y0 = l + px0, 
y, = l + px„ (37) 

y% = l + p#2-
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Utvořme součin na základě variací v širším smyslu : 

#00102 = l3 + ^P (X0 + Xl + X2) + *P* ( V l + #0̂ 2 + 1̂̂ 2) 
|— p X0X X^» 

Dosadíme-li (33) do (38), vychází: 
(38) 

УoУЉ = — P3 x\—p3 ВД - p«B | .r,-(p+l).B 
+PЧ + ;»-í + 2pqBІ -p*BsB2 

— pq2 
—PЃ - ľ « î -І>»B, 

+ i3 -P2 + 3gß3
2 

ҐЧ 
4 2pg -A ^Oî/ 

- 3 ? " + p r ø , 

(40) 
(41) 

-1) 

Přihlížejíce k požadavku (36) klademe £<zfo'm podmínečně 
nemajíce dostatek*) neurčitých součinitelů ku splnění všech pod
mínek zde se vyskytujících: 

— P3 + P2# — P22 + 23 = 07 

_ p3 + p2r/ _ M * — p 2 + 2pí — 3#2 = 0, 

odkud dvojí ustanovení neurčitých součinitelů vyplývá: 
P = - 2, \ p = - 2 ± 2i, l 
O = — 2. I 2 = — 2 + 2i. ) 

Toliko AL) vede k určení součinu ^o0i02 jakožto symmc-
trické funkce, protože rovnicemi: 

( _ p2 + 2pq - p + 3g) .BJ = ( - 4 -f 8 
+ 2 — 6) .BJ = 0 

(- p° + p*q) B2 =(+ 8 - 8) B2 = 0 
požadavek (36) je zde splněn. Potom totiž dle (39): 

2/o2/i02 = SI - 4B3B2 + 8 B r 

Protože pak a = § = — 1, vyplyne dle (35) pomocná funkce: 
y0 . = x0 + ÍCJ + Xo xB, 

yi— + x o - x i + x2 - x6i (44) 

02 - 1 - + 0̂ + ^1 X2 ~ X%i 

(42) 

(43) 

4 ) Zavedením fQ = # x 0 + sxx + 
^ = EX0 + aa^ + ^2? 
/3 = &r0 + w^ + ax2 nezískáme nového neurčitého 

součinitele, protože se v konečném výsledku ztratí. 
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a pomocná rovnice*): 

y* + (JB, + 4x,) y* + ( - B\ + 452 + 4£3*3 + 8**) y 

+ ( - 53
3 + 4B,B2 - 8-BJ = 0. (45) 

b) Zaveďme nyní v (45) novou neznámou: 
v = y2. 

Pak totiž (rj{) + rj1 + %) a (^0ij1 + ^ 2 + T ^ ) JSOU/MWA-

cemi kořenů #0, ^ t , «?2, .T3 symmetrickými, protože ?? má toliko 
tři hodnoty. Tím způsobem promění se pomocná rovnice (45) 
dle vzoru 2 ) : 

rjs + ( _ 3 B 2 + 8 J B 2 ) V2 + [ 3 B 4 _ 1 ^ 2 ^ + 1 6 j y 3 j B i 

+ 16 B 2 + 64 (xt + BBa* + B&\ + I^3)] tj - (B\ - áB3Bt 

+ 8£ i ;
2 = 0. 

Přihlédneme-li k dané rovnici (32), jest 

x\ + Bzx\ + B2x\ + £ A = - 5 0 l 

a tedy Medaná resolventa dané bikvadratické rovnice (32): 

•7» + ( - 3S« + 8B2) ,« 

+ [3fi* - 16£|£2 + 16B.A + 16B* - 64SJ V 

- (Bl - 4fl3£2 + 8.9,)- = 0 (46) 

při resolvující funkci6): 

Vo —^ \ ^0 + ^1 + Xtl *̂ 3) 9 
772 = ( + x0 — o?! + x2 — a?3)

2, (47) 

% = ( + - a j o + *̂ 1 ^2 X3) \2 

6) Dle (44) jest y0yx + y0y2 + yxy2 

= \X2 XB/ V^O X\) I 
+ (Xl -X,Ý- ( % - *0)

2 } = 3*; - K + *í + *í) - 2% (*0 

+ ( * 0 — ^ 3 ) * — (xi — x*y ' + xi + ^ 2 ) + 2 (ví+V2 
= 5xJ — (aj0 + xx + x2)

2 — 2*3 (;c0 

+ «i + O + 4 OVi + V 2 

M i + M i + W2 = ^ s + 4 * U + " 2 - ^8. 
^ Mohli bychom též psáti: TJ0 = £(x0 + .tj,) — (*x + #2)]2, 

Ví = tt*i + *») — (*o + **)]*< 1a — [(*2 + *a) — (-*> + *i)]2-
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Protože (47) substitucí (±x0, ±xlf + x2) ±xd) se ne
mění, jest (4G) též resolventou přidružené rovnice: 

x* — B3x* + B^x1 — B^ + BQ = 0; (48) 

tudíž i rovnice, jež poskytuje čtverce kořenu dané bikvadra-
tické rovnice: 

x* + ( _ # ; + 2B2) x« + ( - 2B3B, +B\ + 2B0) x* 
+ (2B2B0 - B\) x*+Bl=zO 7). (49) 

* 
Obdobně ku (47) vyhledáme zase též resolventy na základě vyš
ších homogenních pomocných funkcí. 

2. Resolventy pro rovnici, jež poskytuje čtvrté mocniny ko
řenů bikvadratické rovnice dané. 

1. U ž i t í m pomocné funkce: 

| y0 =
 axl + x\ + x\ + fal 

{ Ví = xl + «**; + x\ + $xv 
' y* = xl + xl + ax\ + fix*. 

Zde jest opět a = /3 = — 1. 
Resolventy nabudeme nejsnáze takto: Vztahujme resolvující 

*o = i>; + o - (xi + xDY, 
funkci Vl = [ixl + xl) - (xl + x\y\\ (50) 

1
 V2 = [(xl + x\) - (xl + x\)Y 

k rovnici (49) a položme do resolventy (46) 
za B3 . . . ( - £ * + 2J32), 

„ B2 . . . ( - 2.535, + B\ + 250), (51) 

„ Bx . . . (2B,BQ - B\\ 

„ BQ . . . Bl, 

7) o * 4 + v 2 + B O ) 2 - (B-y+Bi*y=**+(- B\ 
+ 2B2) x* + ( - 2B3ex + Bl + 2B0) ** + (2BaB0 
- B ; ) ^ + B ; = O. 

6 
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i obdržíme resolventu: 
,3 + ( _ 3 J 5 . + 12B>B2 _ U B i B i -4BI + 16B0) n* 

+ (3B9
8 - 24B3

6B2 + 32B<B, + 56 B*B» - 32BJB0 

— 128 B^BgBj — 32 B\B\ + 96 B\B2B0 + 80Zi;B* 
+ 64B3B2

aB, — 128B3B,B0 — 32B2B
2) 17 — (— B\ 

+ 6BJB, - 8 B ; B X -ZB\B\ + B\BQ + 16B3B2B, 
— 8BS)2 = O (52) 

nejen pro danou (32) bikvadratickou rovnici, ale i pro rovnici; 
jež poskytuje 4. mocniny jejích kořená: 

* 1 6 + [ - ( - B\ + 2B2)* + 2 ( - 2B3B, + B\ + 2B0)] x™ 
+ [ - 2 ( - B\ + 2B2) (2B2B0 - B\) + ( - 2B8B. + B\ 
+ 2B0)

2 + 2B»] x« + [2B2 ( - 2B3B. + B^ + 2B0) 
- (2B2 B0 - B2)2] »* + BJ = O, (53) 

protože se resolvujíci funkce (50) substitucí (irx0} irxn irx.^ 
irx9) nemění. 

* 

2. U ž i t í m pomocné funkce: 
t0 = apx0x3 + xxx2, 

! tx = aBxxx^ + x0x2, 
t2 zzz apx2x-i -f- x0x{. 

Pomocnou funkci získáme obdobou ku (35), nahradíme-li 
součet součinem. Snižíme4i mocniny x\, x\, x\ na základě rov
nice (32) 

x\ = — B3x\ - Bi2x
2

3 — Bxx, — B0 

a píšeme-li afi = y, obdržíme: 

W « = a - r2) BXX\ + (i - y2) [j»a-e, - (i + y) B0] X\ 
+ (1 - r2) [- #3#o + B2B>] xs + yB2Z?0 

- ( l + y ) ^ 2 B 0 + BJ. (54) 
Odtud vychází methodou neurčitých součinitelův: 

1 - y* = 0. (55) 

^) Jeli y, = + 1, jest i&t, = B»B0 - 4B 2B 0 + BJ 
dle (54). 
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Zde vzniká ten zvláštní případ, že pomocná funkce sama 
stává se funkcí resolvující, jižto z té příčiny označíme písmenem 
H. Vede totiž u() = x0x3 + xxx2, 

ÍÍJ = xxx3 + x0x2, (56) 

bezprostředně k resolventě Lagrange'ově : 

u3 - 5 0 M 2 + (A-,^ — 4B0) u — (B\B0 - 4Z?2B0 + B\) = 0 8), 
(57) _ 

jež jest zároveň resolventou pro rovnici (49), protože (56) substi
tucí ( + #(J? + #-.» z t ^2; + ^3) se neměni. 

Aby případ A) podával resolventu pro rovnici, jež posky
tuje 4. mocniny kořenů dané bikvadratické rovnice (32), musili 
bychom učiniti resolvujkí funkcí u2

0) u\, u\ a resolventou dů
sledně potom: 

[u3 — B^u- + (B3BX — 4B0) u — (B\B0 — 4B2B0 

+ £«)] . [^3 + B2u* + (B35i -*4B0) u + (B;B0 

- 4 B 2 B 0 + B?)] = 0 
pro rovnici (53). — (Srov. níže (62).) 

B) Je-li y2 = — 1, jest pomocná funkce: 

i V O "=Z '^0íX>3 + XlX2t 

\ yi = — xixs + xox^ (58) 

y<i ——- ^ 2 ^ 3 ~V xoxi} 

a dle (54) součin: y^y^y^, = — B\B0 + B\. 

a) Dle (58) a (33) vychází pomocná rovnice: 

y* - (B2 + 2B3x3 + 2x1) y2 + [Ba^i + 2 (-B3£2 - BJ xB 

+ SB;*; + 2 « ] y - ( - B;B0 + BJ) = o. 

8) Zajímavo jest, že i v Lagrangeově řešeni vystačíme resolventou 
(46). Protože [(* 0 + x3) — (x, + * , ) ] * = (xQ + xx + * a + * 3 ) * 

— 4 (Vl + *0*2 + *0X3 + *1*2 + *1*3 + ****) 
+ 4 (x0x3 + xxx2)y obdržíme Lagrangeovu resolventu, 

když do (46) dosadíme rj zz: B; — 4 # 2 + 4w. Jinak též obráceně ob
držíme z Lagrange'ovy resolventu (46), dosadíme-Ii do (57) 

« = > - C ? - ^ + 4B s). 
6* 
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b) Abychom s pomocné rovnice získali příslušnou resol-
ventn, zavedeme dle 2) 

•n' = y\ 
čímž vyplyne: 

n'* + (25.B. -B* + 4B0) V2 + ( - 2B*B2B0 + B\B] 
• + 85,5. J90 - W2B\) r/ - (5J B0 - fi?)2 = O (5iJ) 

Resolventa (59) opírá se o resolvující funlcci: 

^ o -1-- C^0^3 ^ 1 ^ 2 / ; 

^ ' l = ( # l # 3 — ^ O ^ ( ( < ) 0 > 

^ 2 = \%2%3 *^0^l) » 

kteráž substitucí (il'%0, i
rxxy irx2, irxs) se neměníc, pomáhá též 

řešiti zvoduou rovnici (53). 

Poznámka II. Též v případě JB) lze dokázati, že 
1. resolventa (59) ze (46), 

a 2. naopak (46) z (59) může býti odvozena. 
1. Postup jest tento: Z resolventy (46) vyvedeme dle s} 

resolventu (57); z té pak dle 2j položíce <p = ^ 2 obdržíme: 
¥« + (2B3B! - B2 - 8B0) <jp* + ( - 2B*B2B0 + B\B\ 

- 8B3B1B0 + 8B2
2B0 - 2B2B2 + 16B0) <p - (B\B0 

- 4 B 2 B 0 + BI)2 = 0. (61) 

Když konečně do (61) (p = rjr + 4B0 dosadíme, objeví 
se resolventa (59). — Správnost postupu vysvítá z resolvujících 
funkcí, jak následují: 

flo = Kf o + x*) ~ 0*i + O ] 2 Při (46), 
t*0 = (x0x3 + a ^ ) ,, (57), 
<p0 = (xlxl + x\xl + 2B0) „ (61), 
í O = ( ^ 0 ^ 3 ^1-^2/ » V^9). 

Pro krátkost opomíjíme funkce: ij19 rj2; u l f wa; g ,̂ <p2; ij',, 1/2* 
2. Zde opět nastává postup: 

rf = qp — 4B0, <p = w2, « = J fy — B* + 4B 2); tudíž 
V = TVLV + ( - 2B* + 8 B 2 ) q + B* - 8B^B2 + 16BJ - 64B0]. 
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Dosadíme-li poslední výsledek do (59), nabudeme rovnice 6'. 
stupně, která obsahuje hledanou resolventu (46) jakožto jednoho 
činitele; a toho vyhledati jest obtížno. 

Prospěšněji dosadí se nejprve if = u2 — 4I?0, čímž vy
plyne : 

u« + (2BBBt - B 2 - 8B0) u* + ( - 2B\B2B0 + B\B\ 
- %BSBXBQ + 8B\B0 - %BqB\ + 16B2

0) u* - B\B% 
+ 8B\B2B\ — 2B2

3B\B0 — 16B2
2Bl + 8B2B\B0 — B\ = 0. 

(62) 
neboli 

[u* — B^u2 + (B^B, — 4I?0) U - (B%B0 — AB2B0 

+ 5?)] . [u3 + I?2n
2 + (.83.8, - 4I30) tt + (BIB0 

-4B2B0 + B\)] = 0 

a potom teprv dle 8) se položí u = J (?/ — I?! + 4Z?2). Tak se 
objeví resolventa (46) jakožto činitel posledního výsledku. 

Rovnice (62), kteráž jest 6. stupně, jest vlastně resol-
ventou pro danou bikvadratickou rovnici při úplné resolvující 
funkci (x0xz + #i#2)2. 

3. Resolventy pro rovnici, jež poskytuje šesté mocniny ko
řenů bikvadratické rovnice (32). 

1. U ž i t í m pomocné funkce: 
j y0 = ax\ + x\ + x\ + px8

3, 
[ yx = xl + ax\ + x\ + pxl, 
I y2 = XQ + xl + aaj + flxh 

Protože opět a = ,8 = — 1, jest resolvující funkce: 

flo = [(ffj + 4 ) - {Xl + ^ ) ] 2 , | 
77. = [(.xf + *!) - {xl + *J)] t t, J (63) 
% = [(*Ž + *.»)_(*» +*?)]* , J 

která substitucí 

( + oir^0, + <»r#i? ± w^2? ± w % ) (64) 
se nemění. 



86 

Proto vzhledem ku (63) vztahujme hned rcsolvující funkci 
k rovnici, jež poskytuje trojmoci kořenů (32) a dosadme do (46): 

za B3 . . . (Bl - 3B 3B 2 + 3B-) = B'3) 

„ B2 . . . (3BSB0 - 3B3B2_3, + B? 
— 3 B 2 B 0 + 3 B * ) = _ B ' a , 

„ _ ? , . . . (3B5B0 - 3B&B, + B\)=B\, 
„ B0 . . . -Bo = B'0. 

dle vzoru 9 ) . Tím získáme resolventu: 

T?3 + ( — 3B'* + 8B'2)7?a + (3B'J - 16B'2
3B'2 + 16B'3B\ + 16B'_ 

- 64£'0) ^ - (B'3
3 - 4B'3B'2 

+ 8B',)2 = 0, (65) 

nejen pro danou bikvadratickou, ale vzhledem ku (64) i pro 
rovnici, jež poskytuje šesté mocniny jejích kořenův. 

x™ _|_ ( _ B'2S + 2B'2) x 1 8 + ( - 2B'3B'1 + B'\ + 2B'0) x™ 
+ (2B'2B'0 - B'\) x6 + B'% = 0. (66) 

* 

2. U ž i t í m pomocné funkce: 
i y0 ____: axxx2x3 -f- X0X2T3 -j- x0xxxs -f- px0xxx^ 
l Ví "==- xix2x3 -p &XQX2X$ —(- x0x1xs -\- px0xlx21 

\ y2 _zz XJXQX^ -f- x0x2x3 -J— ax0x1x3 -f- pXQx1x2. 

9) Je-li a;4 + B3ÍC» + B2x* + B,ÍC + B0 = 0, 
bude (*» + B,) a: + B2ít:

2 = — (B3a;3 + B0) (I.) 
Potom 
{(x»+B-)»a;

3 + 3B2.T
3(í.» + _31)[(23 + B-)a ; + B2z

2] + B»x9) 
+ (Ba*» + B 0 ) 3 = 0. 

Dosadíme-li (1), bude potom: 
{(x3 + _3-)3 x3 — 3B2 (a;6 + B.a*3) (B3x

3 + B0) + Bf.T8} 
+ (B3a;3 + B0)» = 0. 

Provedeme li výkony: 
x1* + (B\ — 3B3B2 + 85,) z 9 + (3B|B 0 - 3B 3B eB, + B\ 

— 3B2B0 + 3BJ) x9 + (3B3B0
a - SB^B, 

+ B\) x3 + 7i0
8 = O 

neboli zkrátka: 
x,a + B'3x

9 + B > 6 + _5",a;3 + B'0 = 0. 
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Ježto zase a = /_? = — 1? jest resolvující funJccí: 

I ^0 —— L ^1^2 ^3 + # o ^ l ^ 3 I ^QX1X3 # 0 # 1 # 2 J , 

J ^ 1 = = L^l ^2*^3 ^0*^2*^3 + ^0*^1^3 # 0 ^ 1 ^ 2 J > ( " » ) 

" ^?2 " - ^ L^-^2^3 "I ^0^2^*5 XQX-^X^ -^0*^1 ^ . .J ; 

která ^m^i substitucemi jako (63) se nemění, a resolventou: 
V3 + (8B2B0 — 3B?) I Í 2 + {ÍQB.B.BI + 16BjjB0 - 16BaB|B0 

+ 3.B* - 64BJ) q - (8BaB0 - 4B2B1B0 + B?)9 = 0, (68) 
jež opět líromě dané bikvadraticJcé pomáhá řešiti i svodnou 
rovnici (66). 

Resolventu (68) odvodíme nejsnáze užitím rovnice s pře
vratnými hodnotami kořenů (32): 

l4 + l 1 ^ 3 + § l 2 + §-sfc + 4- = 0. 
-"o B o tí0 tí0 

na vzor (46), jako jsme již učinili obdobně v Pozn. I. 

Poněvadž | = - i , jest n\ = ( - | 0 + £ + ř, - l,)» 

( X^X^X^ -j— ^0^2-^3 1 *^ 0*^1*^3 ^^\X^) 

- ^ o 

tedy tf0 = -̂ f, n\ = % r,\ = | | a obecně r/ = J L 
•"o -°o -"o -"o 

Dosadíme-li <MÍO hodnotu do rovnice dle (46) upravené: 

9B\ . 8BA /3_i 16£»2?2 , 1G_?._, , / 3B» 8^,\ .„ /3Bj_ 16-ji?, 1G-?., 

+(—Ěr+_ 0 / r +^_s _> + _»; 
_. ^,-'_/_? á____i___V-o , 162?! 

"T" ' B 

obdržíme resolventu (68) 

3. U ž i t í m pomocné funJcce: 

í !0 = 7 (."o*. + -*0-Í) + (*!*!! + -'i*!)' 
\ ťl = 7 (-1*8 + *I*1) + C-o*,, + *0-?5)> 
l ť, = y (.r;.r3 + .ví) + (.rjaj, + af0.-»). 
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Pomocná funkce poskytuje analogicky ku (56) a (60) pří
pady dva: 

A) y. = + 1, 
B) y2 = - 1. 

A) Zde vede pomocná funkce, jižto označíme v, bezpro
středně k resolventěj protože má toliko 3 hodnoty. 

Jest tudíž v0 = (x*xa + xox\) + (xlx<2 + xixl)y 
Vx ZZZ \X\X^ -f- XXTZ) -j- ( # 0 # 2 I XoX%)l 

v2 zz: (X2X.Ó -f- ^2^"3J -f- (^o^i i xoxiJ 

funkcí resolvující. Protože (69) substitucí (corx0, covx^ corx2, 
G)rx3) se nemění, přísluší hledaná resolventa: 
v3 + (B3B2 - 3B.) t>2 + (B\BX - 4B?B0 - 2B.B.B, 

+ 3B») v + (B\B0 - 4B«BSB0 + 4BJB.B,, + B,B2B\ 
- B\) = 0. (70) 

též k rovnici, jež9) poskytuje trojmoci kořenů (32). 
Nejsnáze ustanovíme (70), když do (46) za 

r, = -J- (B3
3 — 4B„B2 + 4B, — 4t>) dosadíme. 

B3 

Jest totiž (x0 + ÍTJ + x2 + ar,) (r0x3 + «,«„) = «0 — B,, tedy 
dle 8) 

- ^ 0 ? 0 - B l + 4Ba) = i > 0 - B 1 , 

a obecně — -*- (rj — B\ + 4B2) = v — Bt. (71) 

Resolventa (70) jest obdobná Lagrange'ově; jest však 
mnohem složitější. 

Pišme ji ve ťťan* jednodušším: 
v3 + B > 2 + B",» + B"0 = 0. 

Aby případ A) obsahoval resolventu pro rovnici, která 
poskytuje šesřé mocniny kořenů (32), bylo by potřebí učiniti 
funkcí resolvvjící v\, v\, v\ a důsledně potom resolventou: 

(v3 + B > - + B > + B"0) (t>3 — B",«» + B'\v — B"0) 
= v6 + (— B" a

s + 2B",) v* + ( - 2B" 2 B" 0 + B"\) v" 
— B" 0 = 0 

pro rovnici (66). 
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B — v 
B) Dle (71) jest xQx3 + x^ = —--^—- a proto 

д , r0 ;/>l + XoX2 + %rVd + X2Xo I^2 TT~ 
3 

Odtud i}\ = [(a!s

03'3 + x0x\) — („>„ + ÍC,.^)]4 

Bi - vo\. Ц-4ß„ |B 2 в 

neboli obecně: 

,. = l.._Җ„_4B A + ад 

když 
B2 

^ З 

Potom jest dle (71) 
1 

2B0 
w = - _ ^ ł . 

^ = ^ã CБІ - 4 Б з ^ 2 + 4 В Д - 8ß0 — 4 В Д . (72) 
.Bí 2 V-^3 

3 

Jeli tedy 

^ o - 1 - Lv^o^J + 3 V T 3 ' (ítYT_ + ^1^21- > 

Vl = [ ( ^ 3 + «!*_) — (XlX<l + V.)]*? 

fl'fl = \(x\x, + ^ 1 ) - ( ^ + X,XDY (73) 
funkcí resolvující, dosadíme do (46) dle (72) za rj} v nové rov-
nici zavedeme w2 = i/>, a ve vzniklé položíme za 

,„ - r>4-4B fí 4B 3 B,B U -4B 0 » 0 — »/ + 4 B 2 B 0 ^2 , 

čímž obdržíme resolventu: 
*!'* + (aB»,B1 - Bifl,' - 8B |B 0 + 2B3B2B t + 8B2B0 

- 3B?) TI'* + ( - 2B 3B 2B 0 + B\B\ - 2B8B,B0 

+ 8B3B!fl0 - 4B*3B2B* + 4B*B0 + 4 B | B 2 B , B 0 + 6B\B\ 
- 8B»flJ,B0 + 2B»B|B» - 32B?B2B

3
0 — 28BSB«fl0 

+ 16B„fl»fl.B0 — 4B 3B 2B 3 + SOB.B.B^ + 16fl|B» 
- 16B2B?B0 + 3B* - 64B»0) , ' - (fl«fl0 - 4BSB.B, 
+ 6BIB.B, + AB,B!B0 — B3B2B? — 8B3B0

2 - 4B2B,B0 

+ B3.)2 = O (74) 
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pro rovnici (66), protože se (73) substitucí (± <nrx0, _±_corxu 

-4- Gfx2, + (orXz) nemění. 

Podobným způsobem, jenž připomíná postup v Pozn. 
II 2. naznačený, mohli bychom též od (74) ku (46) se vrátiti. 

* * 
* 

Dodatek. 

Resolventy (70) a (74) lze též odvoditi bezprostředně. 
A) Označme zkrátka 

^0 + Vl + V2 = 2VQ, 

V l + V0V2 + vtv% = SvQvv 

Přihlédneme-li k 9 ) a k 7), určíme snadno: 

a) 2v0 — 2x2
0x, = — B3B2 -f 3B, = — B\. 

P) *-ÍVQV-^ .——. Ó^LXnX-yXn I *—.XnX-,Xn ~J~ ^.'JCnX^Xn 

—— Ó*imjXnX*Xn 

~\ ^^XQXJLÁÚXQX, Xn —— U^áX§X\Xn?C-^ —— tJ^OuQXiXnX^J 

I I •.**• ií/Q •»-»» t/̂ fj «X. -i w o —"*—" _. i/. 'nt í ' i i/ lg>vo I 

= (—6B2B0 + 3B») 
+ [(B8B, - 3B.) B, - 2B,B 0 - 3 (B, - 2B2) B 0] 
+ [(B«- 3B3B2 + 3B.) B, - (B» - 2B2) B0]. 

Svfo = B i ^ — 4B*B0 — 2£ 3 B 2 B, + 3B| = B'\. 

y) Součin v^v^ obsahuje skupiny: 

j^X.}X-,Xn* 4ĚJXQXI «T2«*'3» ^—iX^X-tX_\j ^iXnX\ Xn »Tg *, £iX'^X ^X^X*. ^/X^X^X2Xo 

se 4, 4, 24, 12, 12, 4 variacemi. 

Protože součin sám obsahuje 64 členy, z nichž 8 náleží 
skupině Zxlxlxl, a tedy na všecky ostatní skupiny 56 členů 
zbývá, není jinak možno, než že každá z ostatních skupin vy
škytá se toliko jednou s naznačeným počtem variací. Můžeme 
tedy psáti: 

vQvxv2 = 22x\x\xl + 2x\x\x\x\ + lx\x\x\ + 2x*x\x\x3 

j " J&XnX-tXnXn —J— áŮXnX-iXnXnt 
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Poněvadž 
JZJXQJU \X n • éámlX ()X-i • • • O<£X0X+U/n*Xs» ~\~ ~*JUnX-iJbn \ ^mXf\X.jC,Xn \ T / 

a Zxt . 2x0 = 2x$xx + Zx%, kdež (2x1)"- — 22xlxl = .S.rJ\ 
vyplyne v0vtva = 2.2a;0úcja;2 + {-Zx^a .̂rcCjíCj —2^£c0a3jíí;2íC3} 

+ J50.Taí5 . 2x0; 
v0vtv2 — (— 6B:iBI + 6B!..B1.B0 — 25?) 

+ {- (25 25 0 - Bl) ( - 5 3 5 2 + 35,) + 25350
8} 

- BaB0 [(5f - 25a)
2 + 45 3 5 , - 25f — 45 0 ] , 

v0vtv2 = - 5 f 5 0 + 45 ' ,5 25 0 - 4 5 ? ^ 5 0 

- 5 3 5 2 5 1
3 + 5 1

3 = - 5 " 0 . 

Tím získali jsme resolventu (70): 

v3 + B"y + B'\v + 5" 0 = 0. 

B) a) Ozna&íme-li -pomocnou funkci y, bude: 

— y0 = (a,?a;3 + ÍCOÍCS) — (xjx„ + £Ci£cf), 
— y, = («ia;3 + a.,aj?) — (a?0.i-,: + a50a,*), 

"~~* ž^2 V^2^3 ~T" ^ 2 ^ 7 v^O^i + " «^o'^ / • 

Znaménkovým pravidlem se přesvědčíme, že — y0yxy2 ob
sahuje jen dvě záporné skupiny a to: , 

-Sficíficfícf a 2xlx!x2, 
odkud vysvítá, že 

— .Vo î ?/2 = voviv2 — 2-2#O#ÍÍCI — 42ficSficfa?2. 

Avšak dle f) 
.2'ícifiCjíC2 = Jx0XiX2 . -2v0 — f̂iCofiCificffiCa — 32fic0fiCi2ficfcc! 

= BJB-Bo + 2B3Bf_B0 - B3B,2B? + 2B3B0
3 

- 8 B a B 1 B 0 + 3BJ, 
protože 
lx0x\x\xz — B0 (2ficj2sc0íC|fic2 + B3B0). 

Tedy 
— y o y iy a = - BSBo + 4BÍBaB0 — 6BJB-B0 - 4B3Bf B0 

+ B3B2B! + 8B3B0
2 + 4B 2B 1B 0 -Bl 

Pišme zkrátka 
— noViV* = -R-
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Než přikročíme k sestavení hledané pomocné rovnice, mu
síme si zjednati 2yQj 2yoy\, jež jsou racionálními funkcemi 
nejen daných součinitelův, ale též kořene x3. 

Za tím účelem označme: 
X0 l X l + X2 " ~ " ^ **'()» 

X 0 X \ + X0X2 + X\X2 — ~ ' - ^ o ^ l ? (* ^ ^ / 

a?0ajj + aíjajj + x\x{ + a^J + x{x\ + a?-* a* = Sa^í , 
(i >j> 0). 

<*) Potom jest 

— Zy0 = x3Sxo + XsSxo — (Sx0xl . Sx0 — dxoXvx2). 

Dosadíme-li za Sxo = (Sse0)
2— 2Sx0xiy obdržíme dle (33): 

— 2yQ = (B3B2 — 3Bt) + 2 (Bl — 2Bt.) x3 — 2BAxi - áxí 
neboli zkrátka 

- 2>0 = i + K^ - 2£aa>í - 4*! 

p) Podobně určíme 

-*-*3fO,y 1 ' «Xg 0«A./n«Xi [ ' *X'J O XntJL-t — - t-t/o OeL/.e/./ - ~ — Xn O X n t t i ~ — XnK^iXnXi 

Snížíme-li mocniny pod â , bude dle (33): 

Sx\ = - x\ + .61 - 2.B2, 
flí-S.-.. = 2*3" + .B.trJ + (— Bl + 2B„) x3 + ( - .B3B3 + 3.B,), 

Sxl = — x\-Bl + 3B3.B2 - 3.Blf 

8x\xt — — B3x\ - 2.B2.r| + (B\ — 3B,.B„ -\- B,) x3 

+ (.B3'B2 - B3BX - 2B| + 2B0), 
Sx\ = .Ba.-; + Btx\ + .B-*, 

+ (.BJ - 4 7?3'5a + 4B..B. + 2 5 | - 3.B0), 
Sx%x\ = B\x\ + (.BJ - B.B-, + B,) x\ + (2.B3B, - 2.B0) x3 

+ (2B..B, - B3B\ - 3.B3B0 + BM, 
Sxfa = (Bl _ 2B2) x\ + (B3B2 - 2BJ *, 

+ (— .BJ + 4B3
2.B2 - 3B3£, - 2B| + 2.B0) x, 

+ ( - .Bj7í2 + BlBl + 3.B-.B3 - 5.B2B,). 
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a potom: 
Zy,yx = (Bf-9-. + 2 5 f 5 0 - 2 5 3 5 2 5 . - 4 5 2 5 0 + 35?) 

+ (2B\B2 - 4 5 3 5 | + 4525,) x3 

+ (25* — ABVh + 65,5, - 850) xl 
+ (2B* - 45 3 B 2 +4B1)xl, 

neboli zkrátka: • 
^ o ž / l = g + Px3 + Nxl + Mxl. 

Odtud vyplývá pomocná rovnice : 

ys + (L + Kxs - 2B3xs - 4 J ? ) */2 

+ (G + ^ 3 + Nxi + Mxl) y + R = 0. 
b) Besolventu získáme z pomocné rovnice zavedením re-

solvující funkce rf = «/2. 
Řiďme se opět vzorem 2), i najdeme resolventu nikoli bez 

složitých početních redukcí. Tyto se nám zjednoduší, pomníme-li. 
že (substitucí i]' — ii*) v s o u č i n i t e l í c h resolventy x3 naprosto 
zmizí; t. j . snížíme-li mocniny pod xr

31 musi v nich 

Xá) L>3#3? ^2^") Ja^3 

míti společného činitele] neboť jen tak, když položíme 

xi + B3xi + B2x% + B,x3 = — 5 0 , 

rázem x3 zmizí. 
Dle 2) obdržíme rovnici, jež po redukci stane se hledanou 

resoíventoa: 

r," + [ - (L + Kx3 - 2B3x? - 4xf)2 

+ 2 (Q + Px3 + Nxi + 1/ÍPI)] ť 2 

+ [ - 2LR — 2KRx3 + AB3Bxl + 8ftrf 
+ (£ + P:r3 + Nxl + M4)2] V - -R4 = 0. (ff> 

Pišme zkrátka: 

ij'3 + 0,1?'- + X>,V — iž2 = 0 

a) Zredukujme nejprve 2)2. 

Aniž provedeme dopodrobna všecky naznačené výkony, 
shledáme, že v mnohočlenu Z)2 nejvyšší mocnina x\ (po elimi
naci asg. ti) má součinitele: (— 4 5 | + 8/f + 16B,,). 
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Potom ovšem všecky členy, jež obsahují x3, nutně zahrnuty 
jsou ve výrazu: 

( - 4Pf + SK + 16P2) (xl + B3xi + P2zf + B&), 

za který položíme 
(4BJ — SK — 16B2) B0. 

Tak vyplyne 
D 2 = [(4P2 - 8ZC - 16S2) P 0 - L» + 2(3]. 

/j) Podobně určeme Dx. 
Snížíme-li opět v D1 mocniny pod xl, objeví se při xl 

součinitel: 
(N2 + 2 MP — MlB2 — 2MNB3 + M*B$). 

Proto dle (ff) ku dvoj členu (Q* — 2 Liž) přičteme: 

— (N2 + 2MP — M*B2 - 2MNB3 + MrBl) B0; 

i loudě 
D1 = [— N2B0 — 2MPB0 + M2B2B0 + 2MNB3B0 

— M*BiB0 -+ Q2 - 2LP]. 

Dosadíme-li za i , /¥, N, P, #, P příslušné hodnoty, ob
jeví se nám 

T/3 + D 2 T/ 2 + D, V - -R2 = 0 
.5 resolventou (74) totožnou. 

* * 

Poznámka III. Vyskytnuvší se resolventa 6tého stupně 
(62) nutí k poznámce, že z obecného hlediska řešeni bikvadra-
tické rovnice vyžaduje resolventy stupně šestého, která však na 
kubickou převésti se dá. 

Máme-li totiž řešiti methodou Tschimhausenovou10), mu
síme danou bikvadratickou rovnici pomocí nové neznámé 

z = xz + a^x* + axx + a0 

proměniti v jinou: 

** + M3 + V2 + M + h = o, 
1 0 ) List Aw Leibniízovi v Act. erwd. Lip. z r. 1683. — Grunerťs 

Archiv XL1. str. 105. 
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a tu pak methodou neurčitých součinitelů a2, ax, a0 převésti na 
binomickou: z* + c0 = O, která již je řešitelná. 

Však eliminace mocnin z3, z2, z vyžaduje řešení rovnice 
6. ( = 1. 2. 3.) stupně. 

Lagrange ji redukoval na JcubicJcou i doufal, že podobným 
způsobem bude moci býti zredukována na nižší stupeň též 
TschirnJiausenova resolventa obecné rovnice pátého stupně, 
která dosahuje stupně 24. ( = J. 2. 3. 4)Jio. — 

LogicJcý kořen té okolnosti, „že se resolventa bikvadraticJcé 
rovnice se 6ho stupně na stupeň třetí snížiti dáu, sluší hledati 
v tom, že lze bikvadraticJcou rovnici též na trinomicJcou 

z* + d^ + d0 = 0 
za účelem řešení převésti, při čemž TscJdrnJiausenova eliminace 
vyžaduje toliko řešení rovnice (1 . 3)ho stupně. 

III. Závěrek 

Budtež x0, xx, x2, x3, x4 kořeny obecné rovnice pátéJio 
stupně: 

x* + C\x* + CBx* + C2x
2 + Cxx + C0 = 0. (75) 

Jest dokázati, že u vyhledávání její resolventy již sám 
přípravný výJcon a) jest nemožný. — Dělíme-li totiž danou rov
nici kořenovým činitelem (x — xA)} užijíce methody Hornerovy, 
nabudeme výsledků: 

X0 + Xl + X2 + ^3 = = ^ 4 Xl7 

0 1 I *^0^2 XjXn ~\~ X *Xn 

+ X1XS + # 2 # 3 = ^ 3 + ^ 4 ^ 4 + ^ í * ( 7 6 ) 

•CQ X I íx/ij —j~ *t/g Xx Xo ~~y~ XQ X2 Xg 

+ XXX2X§ - = L 2 ^ 3 # 4 ^ 4 ^ 4 ^47 

XQXXX2XQ — — O j -j— \jqX^ —j- L ^ X ^ 

+ <>» +«;. 
Zavedeme-li opét pomocnou funkci y, bude: 

#0 — č#4 = «*0 + #i + #2 + *Si 

f/i — č#4 — *0 + « î + #2 + *3> 

#2 — #&4 = #0 + ^ + «^3 + #3> 

2/3 — č#4 = #0 + Xi + #2 + aXV 
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kdež pravá strana je funkcí o 4 hodnotách.xx) 
Píšeme-li zase y0 = l + px0, y1 =l + pxl, 

y2 = l + px2, y3 = l+px6, 
p = a — 1, g = /i — 1, a l = qxx — C4, 

obdržíme na základě variací v širším smyslu: 
Voy^yi = Z4 + l3P (*o + x, + x2 + x3) + r-p* (x0xl + x0xt 

+ X0X3 + X1X2 + X,X,, + X2X3) + lp3 (XnX^z 
+ x0x,x3 + x0x2x3 + xtx2x,,) + p*x0x,x2x3. 

Dosadíme-li za symmetriclcé výrazy výsledky (76), bude: 
y oj/i VM = 

x\+p4 C^l + p3Cl 
— 2/>2gcf 
+ 3pq"-Cl 
+ P2C! 
- BpqC! 
+ 62

2C'| 
| +P*C3 

{ -P3lC3 

+ PYCS 

Aby součin y§yxy<>jjoo byl funkci symmetrickou, bylo by 
potřebí, by součinitele mocnin x\, x\, x\, x4 v (77) a uvnitř 
těch součinitelů opět i součinitde veličin C\, (73, C3

? C±C3, C2 

(v obecné rovnici na sobě nezávislých) rovnaly se nulle, — 
což však býti nemůže. 

Stačí totiž poukázati jen ku dvěma takovým podmínečným 
rovnicím na př.: 

P* — P3<L + P V - PO3 + 24 — 0, 

p* 
— p3q 
+pv 
- PЃ 
+ î4 

— p3q 

+ P2<Ѓ 

— PЯ3 

+ PЗ 

— 2p2q 
+ 3 M

2 

- 4 g 3 

•^+p2c4' 
-зpsc l 
+pCì 
— AqCl 
+ P3CІC, 
—2j)sгC4c8 

J+p4ťЛ 
| -p3qC2 

^ + (P + 1)CI 
+p2cią 
+P3CІC2 

+ P4oa. 

(77) 

p* — p3q + jt>V = 0, 
(78) 
(79) 

n ) Kdybychom zavedli: 

y0 — /3a?4 = ax0 + SXX + £X2 + £X3, 
yx — fát = sx0 + axx + £x2 + £x3, 

y* — M = ^ o + £Xi + axi + f#3> 
y3 — fix4 = £#0 + í#a + £^a + ax3, 

nezískáme nového neurčitého součinitele. (Srov. 4 ) . ) 
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Q které si odporují protože dle (78) — = — w 
p 

a dle (79) X = _ 
P 

kdež { 5 primitivní { \ ' > znamená 
Wl l n i I v+т I 

Metliodieký příspěvek k rovnoběžnému promítáni 
kružnice. 

Podává dr. Jos. Kounovský. 

Při prvních výkladech o kružnici v geometrii deskriptivní 
jde o to ukázati krátce, že rovnoběžným průmětem kružnice jest 
ellipsa, táž křivka, která definována jest jako. geometrické místo 
bodu majícího od dvou pevných bodů stálý součet vzdáleností. 
Podávám v následujícím jeden takový stručný způsob. 

Libovolná rovina R budiž určena stopou RP na průmětně 
(nákresně) a odchylkou Q od průmětny (obr. 1.). V rovině R 
zvolme střed 8 libovolné kružnice k pravoúhlým průmětem Sx. 
Vzdálenost S1 (S) středu S od průmětny určena pravoúhlým 
trojúhelníkem VSÍ (S), v němž odchylka o se vyskytuje. Kružnici 
k promítněme do průmětny do křivky k' v libovolném směru, 
určeném průmětem S' středu 8. Průmětem jest křivka středová, 
mající dvojiny sdružených průměru (každý půlí tětivy rovnoběžné 
s průměrem sdruženým, vlastnost to kolmých průměrů kružnice, 
která se při rovnoběžném promítání zachová). 

Jde „tedy o důkaz, že tt (obecný šikmý průmět kružnice) 
jest ellipsa. Za tím účelem promítněme kružnici k rovnoběžně 
do naší průmětny tak, aby průmětem byla kružnice k0 s k shodná. 
Patrně jest směr promítacích paprsků SS0 kolmý na rovinu, 
která půlí odchylku roviny R od průmětny. Promítnutí středu 
provedeno ve sklopení kolmicí (S)80 na osu <S1V(S) = Q. 
Ježto kružnice k jest ve dvou směrech (SSf,SS0) šikmo promít
nuta, jsou křivky kf a k0 affinní (osa RP, dvojina sdružených 
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