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A z toho opét:

b) Na chorddle dvojice (0,0,) lezi stfed podobnosti
kruznic K1 a Ky (obr. 3a. a 3b.), Lterych se dvojice (0,0,)
stejnym ') zpisobem dotykd.

1. Pokladdme-li v @) dvojici (K1Ky) za hledanou, mizeme
(ku pevné kruznici O, pfiberouce 0O, ve dvow rozlitnych polo-
héch) vysloviti vétu A:

Chorddlny stied tFi danych kruinic®) je stFedem podob-
nosti hledané dvojice.

2. Pokliddme-li v8ak v b) dvojici (0,0,) za hledanou,
miizeme (piiberouce Ky, jizto (0,0,) stejngm ') zplisobem jako
kruégnic Kv a Kii*) se dotykd,) vysloviti vétu B:

T stiedy podobnosti danych kruinic?®) ledi na chorddle
hledané dwvojice.

3. Z téhoz jednotného pramene mizeme Cerpati i zndmou
vétu, na niz zalozeno I. sestrojeni obecné Apolloniovy tlohy:

Sjednotime-li v a) pohyblivou kruznici s pevnou, splyne
spojnice dotyénych bodd TT;" (obr. 4.) s chorddlou sjedno-
cenyich krunic, a jako takovd prochizi nutné bodem P.

Ulohy.
ResSeni uloh.

a) Z mathematiky.
. 1.
Resiti jest rovmice
cos 3x cos® x 4 sin 3x sin®x = a rs

ReSeni 1. Zaslal pan Lad. Stanék, stud. VIL tf. r.
v Litovli.

3) (v uloze Apolloniové), .
%) Dotykd-li se (O1011) kruZnic &1, K11 {Oéou nesouhlasné

v musi
obou souhlasné }’

§ nesouhlasné
U souhlasné

tleny hledanych dvojic stejnolehlé udavatele bud vesmés rigné neb vesmés
stejné. Viz str. 374., kde oviem v tomto piipadé misto X slusi-peloziti O..

se té{ kruinice KIII dotykati } Tim vysvitd, pro¢ maji oba
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Dosadme do dané rovnice
c0Ss 3x = cos® x — 3 sin® x cos x
sin 3x = 3 sin x cos® x — sind z.
I obdrzime
cos® x — 3 cost z sin® x 4 3 sin* x cos® x — sin® x = a,
neboli
(cos® x — sin? x)® = a
a tudiz
cos 2r = Va.

Aby uloha byla fefitelnd (redlnymi dhly pii redlném a),
musi byti | a | < 1.

Redeni 2. Zaslali pinové Theodor Mastny, stud. VIL ti.,
Stanislav Solta a Karel Teige, stud. VIIL t¥. g. v Praze II.,
v Zitné ul.

Uzijme vztaht

4 cos®x = cos 3x + B cos x
4 sin® x — — sin 3z + 3 sin x.
I nabude dand rovnice tvaru
cos? 3z — sin® 3z + 3 (cos 3z cos x 4 sin 3z sin x) = 4a,

neboli
cos 6x + 3 cos 2z = 4a.

Na zékladé prvniho vztahu jest

cos 6z + 3 cos 2z = 4 cos® 2n

a tudiz
c0s® 2x — a

cos 2z = Va.

Resiti jest rovnici

cos Bz cos® x + sin bz sin® x = a
R.

ReSeni 1. Zaslal pan Ludvik Krajny, stud. VIL t¥. r.
v Ptibote.
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Klademe-li do dané rovnice
cos bx = cos® x — 10 cos® x sin® x + b cos x sin* x
sin bx = sin® z — 10 cos® x sin® x 4 5 cos* x sin 2,
obdrZime
cos®x + sin'® x — 10 sin® x cos® z (cos® x + sin® x)
+ 5 cos* z sin z (cos? z + sin® ) = a.
Uvézime-li, ze
cos?x + sinx = 1,
cos® x 4 sin® x =1 — 3 cos® z sin? z,
cos® x 4+ sin'® £ =1 — 5 cos® x sin® x (cos® z 4 sin® x)
— 10 cos* z sint x
=1 — Hcos?zsin®x + 5 cos* x sin* x,
proméni se nim rovnice dand v rovnici
40 sin* cos* x — 1B sinx cos®*z + 1= a
a klademe-li
sin x cos x = § sin 2z,
obdrzime
10 stnt 22 — 15 sin® 22 — 4 (a — 1) = O,
odkudZ vypodteme

sin 20 =+ \/15 + V12%Oa + 65_

Resenf 2. Zaslali pinové Theodor Mastny, stud. VIL tf.,
Stanislav Solta a Karel Teige, stud. VIIL tf. g. v Praze IL
v Zitné ul.

Uzijeme-li identit
16 cos® x = cos bz + 5 cos 3z + 10 cos z,
16 sin® & = sin bz — 5 sin 3z + 10 sin z,
dostaneme z dané rovnice
cos? bx -+ sin® bx 4+ b5 (cos 3z cos bx — sin 3x sin b x)
~+ 10 (cos bz cos z + sin b z sin ) = 16a,

neboli
1 4 5 cos 8z + 10 cos 4z = 16a.
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Kladme
cos 8x — 2 cos? 4x — 1.

I obdrzime po krdceni dvéma rovnici
5 cos? 4x + D cos 4 — 8a — 2 =0,

z niZz vypotteme
— 5 + V160a + 65

cos dx = 10
Uvazujme, kdy dand tuloha jest fefitelnd. Aby odmocnina
\/160a + 65

byla redlnd, musi byti
1602 + 65 > 0 neboli a > — 2.

Ddle musi byti vyraz pro cos 4x absolutni hodnotou mensf
nez 1. I dostivime, volime-li pii odmocniné znameni kladné,
podminku

V160a + 65 << 15, neboli e < 1

a pfi znameni zdporném podminku
V160a 4 65 < 5, neboli a < — 1.
Jest zajimavym tdkolem provésti diskussi ki‘ivky
= cos Bz cos® x + sin bz sin® x

(stoupdni, klesani, maxima, minima, grafické zndzornénf).

3.
Vyhledejte kosouhlé trojihelniky o raciondlnijch strandch,
je-ls jeden tihel jejich 120° neb 60°. Jak sowvisi spolu pomérnd

éisla stram v obou téchto pripadech?
‘Prof. Jar. Dolezal.

Redeni. Zaslal p. Mojmir Hordk, stud. VIL tidy g.
v Kromé¥izi.

Jsou-li strany trojihelnfku daného a, b, ¢, jest dle véty
kosinusové pfi y = 120°

ct=a®+4 0®+ ab= (a + b)* — ab,
(a{b)’—c’:ab
(@4+b40) (a4 b—c)=ad.

tedy
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Rovnice tato bude splnéna, klademe-li
a4+b4c= 1;:; a

n
a—l—b—-czﬁ-b,

z ¢ehoz seétenim
1
2(a+b) = pooy (m%a + n?).

Z rovnice této moZno vypodisti pomér
a:b=mn @m —n):m(m — 2n).
Klademe-li tedy ve vzorcich
a=mn2m — n)
b=m(m — 2n)
c=m? 4 n® — mn
za m, » raciondlnd &isla, obdrzime trojihelniky o dhlu y = 120°
s raciondlnymi stranami. Klademe-li za m, »n &sla celd, budou
strany trojihelniku vyjidfeny &isly celymi.
Pti y = 60° bude
c?=a%+ b® — ab = (a — b)? + abd.
Odtud
(c+a—0b)(c—a + b) = abd.
Polozme obdobné jako difve

naleZ vychdzi

a=m(2n + m)

b=mn(n+ 2m)

¢ = m? 4 n? 4 mn.

Souvislost stran trojihelnfku o Ghlu y = 120° a o thlu
7 = 60° jest velmi jednoduchd. Jsou-li strany trojahelniku o dhlu
y =120° a, b, ¢, zobrazme nad stranou @ neb & trojihelnik
rovnostranny, jehoZ novy vrchol budiz C' — i jest pak v troj-
dhelniku ABC' thel ' (pH (') =60° a strany AB—c,
AC'=a+ b, BC'"=a resp. B("=a 4 b, AC' =b.
40
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4.

Krychli o hrané a protnouti rovinou v pravidelném Sesti-
whelnilku, jenZ jest kolmym vezem primé plochy hranolové, a
vypolisti obsah télesa spoleéného obéma wtvardim.

Prof. Jan Kroupa.

ReSeni. Zaslal pan Jaroslav Janko, stud. VIL. ti. g.
v Tiebidi.

Oznatme vrcholy dané krychle ABCDA‘B’C'D’'. Rovina
protne krychli v pravidelném Sestiithelniku 123456, vedeme-li
fez kolmo na thlopticku na p¥. 4'C stfedem krychle. Vrcholy
Sestitthelniku 1, 2, 3, 4, b, 6 pili pak resp. hrany krychle AB,
BB', B'C', C‘D', D'D, DA. Sestrojime-li piimou plochu hrano-
lovou, jejimZ kolmym Fezem jest Sestithelnik 123456, vznikne
téleso spoletné onomu hranolu a krychli, odejmeme-li v Sesti
hranolech krychle 4, B, B', (', D', D od nf spolu shodné &tyi-
stény pravothlé. Uvazujme na p¥. &tyfstén pii vrcholu B'.
Oznatme R roh jeho na hrang A'B’, tak Ze rohy jeho jsou
2, 3, RB'. PonévadZ jest Ctyistén ten pii B' pravodhly, jest
jeho objem 7= 3 B'2. B'3 . B'R. Pii tom jest B'2 — B'S — —g«.
Abychom uréili B'R, vedme rovinu A4'1C4, kterd stoji kolmo na
roviné Sestithelnifku a jest tudiz rovnobéZnd s rovinou 23FR.
Tyto dvé rovnob&zné roviny protnou sténu krychle ABB'A’
v piimkéch spolu rovnobéZnych 14" a 2R. Z toho plyne, Ze

trojihelniky 414" a B'R2 jsou si podobny a tudiz B'R — @

i
3
I bude 7'=-g.
Jest tudiZ objem télesa spole¢ného obéma ttvarim
a® —6 %Z—; = % ad.
5.

Planimetricky dikaz véty, Ze toliko v rovmoramenném
trojuhelniku maji symmetrdly dvou wuhli vnitinich rovné délky,
jest dosti obtidny. (Viz na pF. dldnky p. prof. Ant. Jerdbka
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v Casopise r. XIIT. a XIV., kdeZ piipojen i sesnam piislusné
literatury). Podejte diikaz na zdkladé vijrazu pro délku o,
symmetrdly whlu vnitiniho «,

2_bcs(s—a).

a — a Q
ST
Dr. Marian Haas.

Regeni. Zaslal p. B. Mendl, stud. VIIL ti. g. v Praze 1L,
v Zitné ul. '

Pime vyraz pro o2 ve tvaru

o 4bc s (s — a).
‘ ®+ o)*
Podobné bude
2 — 4ac s (s — b)
BECEOR

Rovnost symmetrdl ¢, = o, vede k rovnici
b(s—a) _ a(s—0b)
G+ 7 (@t
z niZ plyne postupné

s—a__ a4+ c)?

s— b b(a+4c¢)?
(s—a)—(s—0b) __a+c)P—0blatc)
+a)+(s—0)" ad+c)t—b(a-+c)r

b—a__ (b — a) (c? + ab)
¢ = (a4 b)c*+ 4abec 4+ ab (a + b)
(b — a)(c®+ (a + b) ¢® + 3abc + ab (a + b)) = 0.

-Rovnice tato miZe byti splnéna pouze pro b = a, tedy
pro trojihelnfk rovmoramenny. Druhy ¢&initel nemiZe se totiz
rovnati nulle, ponévadZz se sklddd ze samych kladnych Clend.
Tim tvrzeni dok4zéno.

Posndmka. :
Véta vyslovend v této tloze nazyvd se vétou Lehmusovou,
pondvadz ji pfedlozil Lehmus slavnému geometrovi Steinerovi,
aby podal ‘jeji elementirn& geometricky dikaz. 9 dikazi véty

4o*
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této podal p. prof. Ant. Jetdbek ve dvou pojednanich (Casopis
XIII. p. 133 a XIV. p. 20).

V prvém pojedndni jest v pozndmce redakece obsaZen seznam
literatury, jednajici o této dloze. K viili dloze nésledujici uvddim
tento dikaz véty Lehmusovy:

Pomoci véty sinusové ustanovime snadno

csinf cSin
B —y T a—y
5 c0s —
Z rovnice a,= g, plyne pak
B—y
2

f
cos

. . a —_—
St a cos —=sin B cos ———2——)—’

a odtud
ﬂ+7 B—y g a4y a—7y

C08 —5— €08 = C0S - CO0S CO08 ——.

cos 9 2 2 D)

2
Uzijeme-li vzorce
cos (A 4 B) cos (A -— B) = cos®* A — sin® B,
bude

af B _ a7 B (oo & i 1
6032(603 2 Sl% 2) (1] 2(603 2 Sin 2)

© o5 B Y [eos & ﬁ —
(cos-2— cos 9 )(cos 5 cos + sin® 2) 0.
Aby rovnice tato byla splnéna, musi byti

8
cos—a cos—2— =0,

odkudZ plyne « =g, tak Ze hledany trojihelnfk musf byti
rovnoramenny. Druhy &initel nemiize se rovnati nulle, ponévadz
oba ¢&leny jsou kladné.

6.

Zdali plati véta, e toliko v trojihelniku rovnoramenném
maji symmetrdly dvow dhla vnéjsich rovné délky?
R
Reseni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VIL tf. r. v Li-
tovli.



621

Symmetraly vnéjsfho dhlu ddny jsou vyrazy
0,2_4bc(s—b)(s—c) 6,,_4ac(s—-a) (s —¢)
N N RO
Rovnost jich o', = o', vede k rovnici
b(s—b)__a(s—a)
b—e)?" (a— )
z niZ postupem podobnym jako v tloze pfedeslé odvodime
(b — a)(c®— (a + b)e® + 3abe — ab (a + b)) = 0.

Rovnice tato bude splnéna pro & = a, tedy pro trojihelnik
rovnoramenny. Zde v8ak mbZe téz druhy &initel rovnati se nulle
pro jistd kladnd ¢&isla a, b, ¢, tvoiici strany trojdhelniku,

Ze tomu tak miZe byti, o tom se snadno presvédtime,
klademe-li

¢*—ab(a+b) =0, — (a4 b)c*-+ 3abc =0.
Pak a + b=\B¢, ab = \—/%, tak Ze a, b jsou koteny rov-

nice kvadratické
2 =0

> — V3¢ x—{—vg_

a urtime
a = 128¢, b = 045¢, s = 1'87¢c, tak e s < a, b, ¢

a a,b,c tvofi skutetné strany trojihelniku, a to mnerovno-
ramenného. I vidime, Ze existuji trojihelniky nerovnoramenns,
v nichZ symmetrdly dvou dhli vné&jsich jsou si rovny.*)

Obecné vyhovuji strany takového trojihelniku relaci
e2—(a—+b)c*+3abc—ab(a + b) =0 )
Pogndamka :

Piedpokldddme-li, Ze @, b (@ > b) jest ddno, vyhovuje ¢
rovnici tfetfho stupné

f(x) =2®— (a + b) 2* + 3abx — ab (a + b) = 0.

*) O trojubelnicich takovych bylo jedndno &astéji v Mathesis, kdeZ
se nazyvaji pseudo-isosceles.
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Lze zjistiti snadno, Ze rovnice tato md vdy jediny kladny
kofen ¢ té vlastnosti, 26 @ > c¢=>b, ¢>a — b. Jest totiz

f@=>0, f() <O, f(a —b) <0. Ze pak existuje jediny
kofen realny, a to kladny, leZici mezi a, b, plyne z uvaZovini

funkce ¢ (y), kdez f (z) = — —;—2 o), z :%b. Rovnice

@' (y) = O m4 totiz kofeny imagindrni, tak Ze jest stdle ¢’ () > O
- pro vsechna redlnd y a ¢ (y) se vzristajicim y stdle roste,
p(a)<<0, ¢ () =>0.
Klademe-li v relaci (1) 3abe = 2abc + abe, obdrzime
—ct @+ b—c)+ 2abe —ab(a + b —¢) =0,
(c* 4 ab) (s — ¢) = abe,
s?(s —c¢)=ab (2¢c — ).
Ndsobfme-li s a uvdzime, Ze 2¢s — s*=¢* — (s — ¢)?,
obdrzime
s¢? (s — ¢) = ab (¢ — (s — ¢)?),

ab(s — ¢)* = ¢ (ab — s (s — ¢)).
AvSak

ab —s(s —¢)=ab—s@2s —ec)+ s*=
—ab—s@4+ b +s*=@E—a)(s—0),

s—c\' _s—a s—b
c |7 a ° ¢’

tak ze

neb téz
29 Y ® B
sin -5 —=sin 5 sin-— o
coz jest podmineénd rovnice pro- dhly trojahelnfku rovnoramen-
ného, v némz jsou symmetrdly dvou vngjiich dhld rovny.
K rovnici této pfijdeme jestd jednodussim postupem.

Oznaéme A", B'", (' koncové body symmetrdl uahld
vnéjiich.

Pro symmetrdlu o', mohou nastati dva piipady:
1. Je-li $ >, lezi B mezi C a A" a pak
: = _ csinf

B—17"

sm—--—

O"
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2. Je-li y > 8, lezi C mezi 4" a B a pak

, _ csmf

Je-li soulasné bud @« >y, =7y neb a >y, f <<y, lze
snadno dokdzati, jako v uloze pfedeslé, Ze rovnost symmetral
Ghld vnéjSich nastane jen pro trojibelnik rovnoramenny.

Z rovnosti ¢'; = o', plyne totiz

. L B—y . . a—y

sin & s —5 = sin f§ sin g

ﬁ+7 B—v__ o B o et —7
sm?sm sin 2 =sin o Sin —5 sin ——-2——

a uZijeme-li vzorce
sin (A 4+ B) sin (A — B) = sin* A — sin® B,
obdrZime '

'_of_'c_ﬂ__'zl'_-—'ﬁ'ei_ e 7
Sin 9 (S’ln 9 Sin 2)—3'&” 2 (S@n 9 sin B)

e BN\ @ .,f Y\ —
(sm? sin 2)(sm g S’ 5 -+ sin 2)_

\

Z obou ¢&initeld miiZe se rovnati nulle pouze prvni, a to
pro « — B, tedy pro trojthelnifk rovnoramenny.

UvaZzujme nyni pi¥ipad, Ze bud ¢ >y, <<y neb a <y,
B > y. Pak vede rovnost ¢’s = ¢", k rovnici

.0, _—
sm—smﬂ 4

2 2
z niZ odvodime

Yy —ea
2

= sin f sin

- sinL) (sin 2 sin L= — sine L) =
(sm2 -|-sm2)(sm I stn 2)_O.

Prvnf é&initel jest pro thly v trojihelniku vidy kladny,
takZe twhly musi v tomto p¥ipad® hovéti relaci
B

N .2_7_
sin—- sin -5~ = sin® —-.
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1.

Budte? A', B, C' paty symmetrdl vnit¥nich hld troj-
tihelniku ABC. Dokdzati, %e /\ A'B‘C' mise byti rovnoramen-

nym, © kdyz /\ ABC rovnoramenngm neni.
R.

Redeni. Zaslal p. Vdclav Steinocher, stud. V1L, t¥. gymn.
v C. Bud&jovicich.

Dle véty kosinusové jest
C"A" = CA™ + CC"™— 2 CA'.CC" cos %—

OB*= CB" 4 C0*—2CB .CC cos —27-

M4-li platiti rovnost C'A'— C'B’, musi byti
(CA’ — OB (CA’ 4+ CB'— 2 CC' cos %)_—_ 0.
Kladme

ab ab

r— |
C4A 0B_a—|~c

b+’
2\abs(s — ¢) y \/s(s—C)
[ J— - — —_—
ce = 08 5= S
I shleddme, Ze

CA'— OB =0
pouze pro a = b, t. j. pro trojihelnik rovnoramenny.
Druhy ¢&initel vede k rovnici
ab + ab 4s5(s — ¢)
b+c ' a+b a4+ b
Odstranfme-li zlomky (jmenovatelé jsou &fsla = 0) a upra-
vime, shleddme, %e strany @, b, ¢ musi vyhovovati rovnici

4+ (@a+b)ct— (a®*+ ab+ b c— (a + b) (a®+ %) = 0.
Pozndmka :
Predpokldddme-li, e a a b jest déno, vyhovuje ¢ rovnici

tietiho stupné f () = 0, kdez

f@) =4+ (a +b) 2*— (a® + ab + b*) 2 — (a 4 b) (a* 4 B?)
=z <+ a4+ b) (2 — a®*— b®) — abz.

= 0.
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O rovnici té lze zjistiti, Ze m4 vSechny t¥i kofeny redlné,
z nichZz pouze jeden jest kladny a lezf mezi a — b a a + b,
takZe tvoi s a a b strany trojthelnfku. Druhé dva jsou ziporné,
jak plyne z uvaZovini znameni vyrazi f(— «), f(—a — b),
7 (0). Zaporny koten lezici v intervallu — oo, — a — b nem4d
geometrického vyznamu. Za to pro kofen z leZici v intervallu
— a — b, 0 miZe — z tvofiti s a a b za jistého omezeni strany
trojibelnika. Trojthelnik ten md pak tu vlastnost, %e pata C’ .
symmetraly vnitfniho dhlu y a paty A”, B'" symmetrdl dhld vngj-
ffch k «, 8 tvoif vrcholy trojihelniku rovnoramenného.

8.

Resiti a sestrojiti trojihelnik, ddn-li souéet dvou stran

a + b, téénice t, a vhel y.
+ b ¢ ' Professor Rudolf Hrusa.

ReSeni. Zaslal pan Frantidek Soukup, stud. VIL tf. gymn.
v Praze II., v Zitné ul.

Trojahelnik danjy ABC dopliime na rovnoh&inik ADBC
tim, Ze vedeme AD ||CB a BD || CA. Pak zndme v trojihel-
niku ADC soudet stran AC 4+ AD = a + b = m, fthel jimi
sevieny DAC = 180° — y a stranu tfeti CD — 24, ¢mZ dand
uloha pfevedena na tlohu zndmou.

9.
Resiti a sestrojiti étyriuhelntk, ddny-li délky stran a tihel
Uhlopricen. Professor Rudolf Hrusa.
- Re§enf dle p. autora.
Obsah ¢tyfihelnika jest ddn vzorei

P=1l@(*—b+ct—d)lgw

g—o
P= \/(s —a)(s - b) (s — ¢) (s — d) — abed cos? 5
Srovndnim dostaneme relaci:
H@@—0 4t —d) o= —a)(s—b) (s —c)(s —d)
J
— abed cos? f‘i;—, (1)

ze které miZzeme vypoditati dhel (8 4 9).
Uvedeme viak diive tuto relaci na vhodné&jsi tvar.
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Uvézime-li, Ze

—a)y(s—e=3i(—a+b+ct+dat+db—c+4d

_(®+a?--(a—0o?
- 4

—8 G—d=2@—b+tc—d)(@+b+tc—d

_(a4o)r— 3B —dy
= 1

jest vyraz
s—a)(s—b) (s—¢) (s—ad)

=& [0* 4 d® — a® — ¢* + 2bd + 2ac] [a® + ¢* — b® — @°

-+ 2ac 4+ 2bd].
I miZeme rovnici (1) pséti
(at — b2 4 ¢ — dH)? tg? w = 4 (ac + bd)*

0
— (a4 ¢ — b%— d2)® — 16abed cos® ’9—42;,

aneb téz
(42 B 2 __ 72\2 )
@ ’; cj; ¢ d ) — (ac -+ bd)* — dabed cos? o
Klademe-li
B3 _ L4 cos (B+0)
€08 9 -_ 2 y

obdrzime konetné:

2__ pe 2 g7\’
(“ I;C-Ot':l) ‘ ) = a’* + b*d* — 2abed cos (B + 9)

PoloZime-li
ac—=A4, bd =B

a*—b* 42 —a* _
2 cos @ -
28 =4+ B+ C,

dostaneme po kritké tpravé vzorec

B+o_\/S8—0)
2 —\/ abed

I vidime, Ze v trojahelnfku, v némZ pomér stran
a:b:c=A:B:C

c

€os

(2)

3)
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jest uhel
y = -+ & neb 360°— (8 + 9).

Ostatni dhly vypotteme opirajice se o tento vzorec pro
obsah ttyfihelniku:

P =1 (ab sin B + cd sin 8).
Klademe-li

P=i(@—0b+c—ad)tgw=13Csino,

obdrzime rovnici
ab sin B + cd sin y = C sin o.

Ponévadz zndme jiz § + J, obdriime znidmym postupem
téz B a d.

Reseni grafické.

Sestrojme z tsefek (m ,jest libovoln4 tsedka)

— _ __}2 2 __ g2
a = — b—=—> c= bt d g
m m 2m cos @ m

trojuhelnik. Pak jest thel y = 8 4 & neb 360° — (8 4 9).
Rovnici _
absinf 4+ cdsind = Csino
piSme ve tvaru
ab cos(90° — B) 4 cd cos (90° — 6) = Csinw.

Pak miZeme tGhly 3, & sestrojiti takto:

V kosothlé soustavé soufadnic o dhlu 180° — (8 <4 o)

ved’mg bodem (gg, Cd) piimku majici od potitku vzddlenost

Csine

. Pak tvofi pfimka ta s osami soufadnic dhly g8, &

V téZe soustavé vedme bodem (%i — I:—:) piimku ve vzdé-

lenosti gf’:?f—’ od poldtku tak, aby protinala kladnou Cést osy

z a zdpornou 4st osy y. Uhly, které tvoii s osami, jsou pak
co do absolutni velikosti e, y.
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10.

Do dané paraboly vepiste dany trojihelnik.
Dr. Marian Haas.

Resenf dle p. autora a p. K. Teige, stud. VIIL tf. g.
v Praze IL v Zitné ul.

Parabola mé& rovnici y%— 2px; strany a, b, ¢, jakoz
i dbly e, B, y trojuhelnika predpokldddme jako zndmé. Sym-
metrdla Ghlu o necht uzavird s osou paraboly thel ¢ a pro-
chézi vrcholem (z,, y,). Pak druhé dva vrcholy maji soutadnice

o’ _ . o
z, = &, — bcos ((p—g); Yo =1, —bsm( —5

o . o
w3=x1—6603<q)+"2‘); %:%—cs"’(@ +§)-
Tyto musi vyhovéti rovnicim

Y3 = 2px,; y; = 2pa,,
coZ poskytuje

y? — by, sin (q) — -gi) + b2 sin? ( — %)

= 2px, — 2pbcos (q) — %) s

y: — 2cy, sin ((p + %) + c%sin? (q; + —;—)
= 2px, — 2pccos (rp + %)
Ponévadz tu y} — 2pz,, zjednodusi se ob& rovnice na

24

2ylsin((p-— 2) — bsin? ((p——;—) + 2pcos(<p—

| ]

)

.Vylouéivée y, dostaneme pfredevsim

{b sin(sp—';—)— csin (w +§)} Si”(‘P ‘%)Si"("’ + %)

+2psina =0,

0| R

2y, sin (tp - —g—) = c¢sint (q; + -g—) ~+ 2pcos ((p +
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a po snadné tpravé

o

{(b — ¢) cos 5 sing — (b4 ¢) sin—g— comp} (cos & — cos 2p)
+ 4psine = O,

jakozto rovnici pro ¢, ¢imZ tkol dany rozieSen, poné&vadz sou-
fadnice vrchold moZno jednoduSe pomoci ¢ vyjidFiti.

11.

Do paraboly vepiste rovnostramny trojuhelnik minimdl-

ntho obsahu.
Dr. Marian Haas.

Refeni na zéklads tdlohy pfedeslé dle p. autora a p. K.
Teige, stud. VIIL. tf. g. v Praze IL. v Zitné ul.

Rovnice pro thel symmetrily ¢ pfejde v jednodussi formu,
jednd-li se o rovnostranny.trojihelnfk, ponévadi ¢ =b —a;
< « = 60°.

Méme tudiz

— 2a sin30°cos @ (cos 60° — cos2¢) + 4p sin 60° = O,

% cosm—cos¢cos2q>=2\/3_—z;—.

Ponévadz 2cos @ cos 2 == cos 3p + cosp, mame jednoduchy
vzorec k urteni sméru symmetrily, zndme-li stranu trojahel-
nika a,

c0s3p = — 4\/3—%.
Z Ghlu @ potitime vrchol trojuhelnika dle vzorce
2y, stn (p — 30°) — asin? (@ — 30°) 4 2p cos (p — 309).
Mé-li feSeni byti redlné, musi byti
a > 4p\3.
Nejmensf a = 4p \/3; pkisluiny trojihelnik m4 obsah

.
A:%V3=l2p”\/3—.
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Vrchol paraboly jest zirovedi jednim vrcholem trojuhel-
nika, druhé dva jsou symmetrické k ose. Nebof z cos3p — — 1
plyne 3¢ =180° ¢=1060° 2y, sin30° = a sin?30° -} 2p cos 30°;

h="% 4 pVE =2V
a

Yy — 9, — asin30° = 2p\/—3——-—2——_-0;

Y=y, —asind0® = —y, q. e d

12.

Paraboly P, P' maji spoleéné ohnisko a osu a tyZ para-
metr, jich vrcholy pak le3i ma opaéngjch strandch ohniska;
dokazte, Ze wvedeme-li z libovolného bodu M na parabole P
tecny k parabole P', kruinice opsand trojuhelniku tvorenému
onémi teénami a poldrow bodu M dotykd se paraboly P'.

R.

Regeni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VIL tf. r. v Litovli.

Utinime-li spoletné ohnisko obou parabol poldtkem a spo-
le¢nou jich osu osou tselek, jsou dané paraboly urleny rov-

nicemi
P...y*=2px 4 p (6]
‘ P, yt=—2px + p% (2)
Bod M (z,, y,) paraboly P musi vyhovovati podmince
Yo = 2pz, + p*. 3)
Polira bodu M vzhledem k parabole P’ je dédna rovnici
Yoy = —p (& + ) + p* )

Regenfm rovnic (2) a (4) obdrzime soufadnice bodil do-
teku A, B teten z bodu M k parabole P’ vedenych:

A(_?”f'%“%‘/ﬁ?, yo+2Vsz.,)l
p

B (— 3p.’l70 _p2y° Vpx°1 Yo — 2 Vizo) .
Kruznice prochézejicf body M, 4, B mé&jZ rovnici

22+ y*+ Ex + Fy + G = 0. (6)

)
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Dosadime-li do této rovnice za x a y postupné soufadnice
bodd 4, B, M, obdrzime

(3020 + 29, \lpz,) E — (py, + 20 \pz,) F —pG =

Iz + 4?/0\/1’—% (3"”'0 + P) + x93 + pys + 4%, (7)

(3pz, — 24, Vpz,) E — (py, — 2p\/p2,) F — pG =

Ipa? — 4y, \pz, (32, + p) + 4z,9% + vy + 4p%,,  (8)

22 4+ y: 4+ Exy + Fy, + G = 0. ©))
Odedtenim rovnice (8) od (7) vychdzi
Y E—pF = 65"'0% + 2py, (10)

a nasobime-li rovnici (9) p a pak pfitteme k rovnici (7),
(22, + 9, Vpx,) E — p\pa, F
=4px? + 2y, \Ipz, (37, + p) + 22093 + %, (11)
Regenfm rovnic (10), (11) vychdzi

. .
E:2_y£, . F:—?ﬁ"b; 12)
p b
a dosadime-li tyto vysledky do rovnice (9), vypotteme
G =—z;} — yl.

Jest tudiZ rovnice kruhu prochdzejictho body 4, B, M

2
o+ y° %ng z— 2x1‘;y° y—a—y =0 (13

Potitejme priiseky této kruznice s parabolou P’; z rov-
nice (12) vypotteme z a dosadime do rovnice (13), takze ob-
drZime :

y* + (2p* — 4y0) ¥* — 8paoyey + p* — 4p%x; = 0. (14)
Av¥ak ponévadz dva z hledanych priisekd jsou body A.

B, musi levd strana rovnice (14) byti délitelna kofenovymi
¢initeli

(?/ — Y% — 2Vpxo) (?/ — Y + 2Vpxo),
¢ili vyrazem
¥* — 29,y + v — 4px,.
Provedeme-li délenf, redukuje se ndm rovnice (14) na rov-
nici druhého stupné

y* + 299 +yo =0, (15)
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kterd md dva kofeny splyvajici
Y= —"%

a k tomu dle rovnice (2)
_PP—y
="y =

Splyvaji tedy v bodé N (— z,, — y,) dva priseky kruz-
nice a paraboly, t. j. tyto kiivky se v bodé N dotykaji, majice
spole¢nou tetnu v bodé tom

pr— Yoy — P (#o + ) =0,
jak se lze snadno ptesvédéiti.

z — z,.

Pozndmka: Jednoduleji 1ze danou tlohu FfeSiti takto:

Rovnice paraboly P’ nechf jest y% — 2px. Pak md para-
- bola P rovnici

¥ =—2p (z —p)
Oznatme A, B dotyéné body teten vedenych z bodu A na
parabolu P’. Kruznice K body M A B vedend nechf protind
parabolu P’ jesté v bodech C, D. Piimka AB jakoZto poldra
bodu M (z,, y,) vzhledem k parabole P’ md rovnici

YYo =p (@ + %)
Rovnice p¥imky CD nechf jest Az 4+ By 4+ C — 0. KruZnice
K jakozto kuZelosetka svazku, tvoteného parabolou P a de-
generovanou kuzelosetkou, danou piimkami AB a CD, mi
rovnici
K —y* — 2pz + (dz + By + C) (— pz + Yoy — 02, = 0.
Aby tato rovnice predstavovala skutetné kruznici, musi byti

Ap + By, +1 =0

Ay, — Bp =0,
odkudZ vypoéteme
p - Yo
4d=—— B— — -,
v + p*’ v + p*
c
Kladme jesté ¢ — — ———, takze
! Yo + »*
pZ + Yoy + ¢

K=y*— 2pz — vt (— pz + yoy — p7,) = 0.



633

¢ urtime z podminky, Zze kruZznice K md prochdzeti bodem
M (x4, ¥,).- Tak nalezneme ¢ = — p (%, — p).

Jest tedy rovnice piimky
CD =pz + yoy — » (@ — p) = 0.
Lezi-li viak bod 3/ na parabole P, takZe jest splné&na

rovnice y? — — 2p (x, — p), lze se snadno piesvédiiti, Zze
piimka CD jest tetnou paraboly P’ v bodé
C=DE=—2z,+p1=—yo)

Z toho pak plyne dale, Ze kruZnice K, prochdzejic dvéma
splyvajicimi body C = D paraboly P’, dotykd se ji.

13.

Ddna jest parabola ohniskem a ¥idici primkou. Dokdzats,
Ze spoleéné teCny paraboly a krudnice opsané z ohniska polo-
mérem rovnym parametru protinaji se na ose v bodé soumérné
sdruséném s ohniskem dle v¥idici pFimky, a vydet¥iti vihel obou

tecen.
Prof. Ant. Navrdtil.

Reseni. Zaslal p. Adolf Placek, VIIb r. na Kral. Vino-
hradech.

Oznatme ¢ jednu ze spoletnych tefen oné kruZnice a
paraboly, T bod, v némz se kruznice dotykd, M bod, v némz
protind osu paraboly. Oznatme ddle G bod soumérné sdruZeny
s obniskem F vzhledem k te¢n& ¢. Bod ten lezi na piimce Fi-
dici. Body ¥, T, G lezi pak na téZe p¥imce, kolmé na teénu ¢.
Oznaéime-li /7 prisetfk osy a piimky Fidiei, bude v pravo-
thlém trojuhelniku FGH, FG = 2FT = 2p, FH — p, takie
. << HGF = 60°, <t GFH = 30°, Pravodhly trojihelnik FMT
jest shodny s pravoihlym trojihelnikem FGH (stran FT a thel
HFT spoletny). Z toho plyne MH — HF — p, tak Ze skutetné
bod M, ktery jest téZ prisetikem obou spoletnych teéen para-
boly a kruznice, jest soumérné sdruzeny s ohniskem vzhledem
k pifmce fidici. Te¢na ¢ svird s osou paraboly thel 30", takZe
ob& spole¢né tetny sviraji spolu thel 60°,

41
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14.

Dany jsow dvé kruinice o stiedech O a O' a spoleénd
vnéjsi teéna AB. Stanovme vnéjsi priseéiky centrdly s kruz-
nicemi C a D a uréeme ddle prisecik M spojnic CA a DB.
Dokdzati, Ze vwhel AMB jest pravy a Ze M jest na chorddle
obou krudnic. Odvoditt 2z toho konstrukci vnéjsich teden ke
dvéma kruinicim a vydetriti, jak ji tFeba modifikovati, aby-
chom dostali spoleéné vnitini teny.

Prof. Ant. Navrdtil,

Reseni. Zaslal p. V. Zlatnik, stud. VII. tf. g. v Hradeci
Krélové.

Oznatme <t A0C = «, << BDO' = j3.
Z rovnobéznosti polomért ()4, O'B plyne, Ze
< CO4A + < DO'B = 180",

a odtud, ponévadz trojuhelniky COA a DO'B jsou rovnoramenné

180° — o 4 180° — 23 = 180", t. j. « 4 B = 90°.

Z toho plyne déle, ze <t CMD — 90°. Spustme z bodu
M kolmici MP na CD a oznatme S prisetik jeji s teénou AB.
Pak bude <t PMD = o, << CMP—=—_. Ponévadz < SBM = «,
<t SAM = 3, jsou trojihelniky SBM a SAM rovnoramenné a
tudiz AS — SM = SB. Jsou tedy telny vedené z bobu S na
obé dané kruznice O, O' sob& rovmy, takze bod S lezi na
jejich chordédle a ponévadz MP | CD, jest MP onou chordédlou.

Odtud plyne tato konstrukce jedné ze spoleinych vnéjSich
teéen obou danych kruznic O, O':

Sestrojime bod M jako priselfk chorddly danych kruZnic
a kruznice nad primérem CD. Dotyéné body 4, B oné teény
obdrzime pak jako prisetiky piimky CD a kruZnice O resp.
piimky OM a kruznice O'.

Oznatme FE, [ vnitfni. prisetiky centrdly s kruZnicemi
O resp. 0. Oznalfme-li N priselik pfimek AFE a BF, jest
op&t <t ANB pravy a bod NleZi opét na chorddle kruznic O, 0.
Oznatime-li 4,, B, doty¢né body jedné z vnitinich teten, pro-

tinaji se 4,F a B,D a rovnéz A4,C a B,F v pravém thlu na
chorddle obou kruznic O, O'.
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15.
Je-li p prvodislo, dokaste, e vijraz
(nr—2)!—1
D

Jest Cislo celé. Jan Svoboda, df. hyp. banky v Brne.

ReSeni. Zaslal p. Mojmir Hordk, stud. VIL ti. g. v Kro-

mérizi.
Dle véty Wilsonovy jest

w—Di4+1_ .

p
&islo celé.
Pisme
@—-DI=@-2!@—=@E—-2!p—(®—2)!
Jest tedy
@—=2'p—0@ 2!+1 _ ,
b
— 2! —1 .
LT)——:(;)—2)1_-L,
tedy skuteéné
p—2)1—1
p
&slo celé, jak bylo dokézati.
16.

Nalézti viechna éisla celd kladnd, kterd se rovnaji dvoj-
ndasobnému Ctverci soudtu Céislic.

Regent.
BudiZz hledané ¢islo
N=uz,+ 10z, + i0%r, + ... 4 10" 2ps.
Pak md byti splnéna rovnice :
N = 2s?,
znaéi-li s soudet &islic &sla N, s =, 4+ 2, + 2, + ... + Tn-
Predpoklddejme, Ze hledané &islo N mé skutetné n &fslic (a ne

ménd). Z uvazovani nejmensiho &fisla takového, totiz 10", plyne,
ze musi byti

R.

252 = 1071 , . (@)
4r*
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Avsak ,, 2, ... Zns jSou vesmés =< 9, takZe musi byti
s =< 9n (B
Z nerovnosti («) a (B) plyne, Ze musi byti
162n% = 25% = 101,
Aby bylo mozno vyhovéti témto mocnindm, jest nutno, aby
162n® = 10>,

Snadno shleddme, Ze od » = 5 jest stile 162n? < 10",
takze musi byti » =< 4.
Statf tedy omeziti se ddle na uvaZovéni ¢isel Etyfcifernych
N = z, + 10z, 4+ 100z, 4+ 1000x;.
Podminku, jez ma byti splnéna, piSme ve tvaru soustavy
rovnic
T+ 2+ %+ 2= (1)
z, + 10z, + 100z, + 1000z, — 2s2. 2)

Z rovnice (2) jest patrno, Ze z, jest &islo sudé. Uvazime-li,
e 1, =38, x,, %, x; =9, plyne z (1), 26 s = 35, a z (2), Ze
musi byti
1000z, = 2s* t. j. =< 2450,
neboli
2, = 2.
Uzijeme-li nyni nerovnosti z, <8, z,, 2, =9, z, = 2,
obdrzime z (1), ze s < 28, a z (2)
1000z, =< 22, t. j. = 1568,
tedy
z; < 1, tak¥e 3 — 1 neb 0.
PH x, = 1 poskytuje ndm (1) horni mez pro s, totiz
s =< 21,
P¥ 2, = O obdrzime z (1), Ze s = 26, dostaneme v8ak
mensi horni mez z (2), totiz 2s2 < 998, tedy s < 22.
Elimintjme z, z rovnic (1) a (2). Tak obdrzime

s§s(@s—1)=9 (z, + 11z, 4 111x,). (3)

Jest tedy
5(2s — 1)= 0 (mod 9),
a tudiz bud
s =0 (mod 9),

anelfo 2s —1=0, t. j.s=D5 (mod9).
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(Aby snad bylo soutasné s =0a2s — 1 =0,t.j,s=2
(mod 3), neni moZzno.)

Témto podminkdm a nerovnosti s =< 27, platné pii z, = 1,
vyhovuji pouze &fsla s =5, 9, 14, 18, 23, 27, podminkim tém
a nerovnosti s < 22, platné pfi 2, — 0, pouze ¢&fisla s =5, 9,
14, 18.

(K feSeni s = 0, z n&hoZ plyne tloze samoziejmé vyhovu-
jiei Fefeni O, nebude ptiblizeno.) '

Vypottéme si ke kazdému s hodnotu vyrazu _s_@_sg———___ll
s=5, 9, 14, 18, 23, 27
3—(239;1) =5, 17, 42, 70, 115, 159.
Z rovnice 3. plyne
J s(2s — 1)
z, + 11z, 4+ 111z, = — (4)

UvaZzujme nejprve piipad z, = 1.
I vidime ze (4), Zze pak musi byti
s(2s — 1)
9

¢emuz vyhovuji pouze hodnoty s — 23, s = 27.

= 111,

Pii s =23 jest z, 4+ 11w, =4, tedyx, =4, =z, = 0.

Z rovnice (1) by plynulo z, = 18, takZe nedostivame FeSeni
dané tloze vyhovujici.

Podobné pfi s = 27 jest x, 4 1lx, == 48 tedy z, — 4,
2,=4; bylo by pak dle (1) 2, = 18, coz opét tuloze ne-
vyhovuje.

P#i ; = O poskytuje ndm (4)

s(@s—1)

z, + 1llz, = 5

zarqvei s rovnici (1)

z, + & + 2, =5
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fedenf tloze vyhovujfef:

pi‘is::’),i@—s—g:ﬁ:b, 2y=0, r, =5, , =0,
pi'is_Q,EQS—g_——ll:N, Xy =2, 2, =6, 2, =1,
pris:14,f—(2—s9:ﬁ:42, 2, =2 5, =9, o =3,
pii s = 18, f—@gﬂ =70, z,=8, &y =4, 7,= 6,

takZe hledand ¢&fsla jsou
50, 162, 392, 648.

17.
Uréiti maxima a minima vyrazu
(x—2) (x —3)
(@—1) (z—4)
(K diskussi wgiti grafického zndzornéni.) R.

_ Regeni. Zaslal p. B. Mendl, stud. VIL t. g. v Praze,
v Zitné ul.

Pisme

_(@—=2) (x—3) _ 2
V=e—ne=—b- 1t

klademe-li 2 = (x — 1) (z — 4).
UvaZujice diskriminant rovmnice 2% — bz + 4 — 2z =20,

shleddme, Ze funkce z md extrémni hodnotu z — — —Z— pii

z = —25~ Priibéh funkce 2 jest pak tento: Pro z — — oo jest
2z = -+ oo, pak pro rostouci x funkce z ubyvd, pro z = 1 jest
¢=0, aZ pro z — % ndstane minimum 7z — — —z— Pak
funkce 2 roste, pro x =4 jest 2 = 0 a pro =0 jest z — oo,

Pro funkei y dostivdme pak tento pribéh: Ktivka funkei
tu zndzortiujici sklddd se ze ti¥i vétvi, oddélenych pFimkami
z=1a & = 4; pro hodnoty » = | a = = 4 roste totiz y do
nekoneéna; pHmky x = 1 a x =4 jsou pak asymptoty kFivky té.
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Pro x — — o jest y = 1. Funkce y pak pfibyvd a bli-
Zi-1i se z vzrGstajic 1, nabyvd y nekonelné velkych hodnot
kladnych. Druhd vétev, lezici mezi asymptotami x = 1 a z = 4,

roste nejprve od hodnoty y = — o pro £ =1 do maxima
y:—;— pro x:% a ubyvd pak stdle az k y — — o pro

x — 4. Tteti vétev vychdzi od hodnoty ¥y = + o pro x = 4
a z vzristajici do nekonefna blizi se y hodnoté 1. PonévadZ
pifmka y — 1 jest asymptotou, miZeme poklddati hodnotu 1,
které se blizi y pro z, rostouci kladnymi i zdpornymi hodno-
tami do nekoneéna, za minimum.

18.
Jest seéisti radu

n
m+ 1!
Stud. fil. Ddclay Randdk.
Redeni Zaslal p. Frantisek Matousek, stud. VI. tf. r.
v Kutné Hofte.
Obecny ¢len fady té lze psdti
n 1 1
n+D!I" nwl (1P
tak Ze soulet jeji jest

1

1 2 3
sttt +

1
(n41Yr
Roste-li » do nekonetna, konverguje dani fada a md
soulet 1.

19.

Na obvodé kruhw ddny body A, B. Nalézti na obvodé
bod M tak, aby vyraz MA*—MB? byl mazximem neb minimem.
Dr. Karel Cupr.
Redeni Zaslal p. Eduard Cech, stud. VIL t¥. gymn.
v Hradci Krdlové, '

Zvolme stied kruhu za poldtek a osu soumérnosti tsetky

AB za osu tusetek pravouihlé soustavy soufadnic a to tak, Ze
bod A lez ve &tvrtém, bod B v prvém kvadrants.
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Oznatme <t MOX = ¢, << BOX —= o atedy <t A0OX =
— — w. Pak ur¢ime z rovnoramenného trojuhelnika MOA

MA = 2r sin ?_j—_m

2
a podobné z rovnoramenného trojihelnika MOB
MB = 2r sin L ;
a tedy

¢ = MA* — MB*= 4 (sin® "’—‘_';—"" — sint T2,

Uvazime-li, Zze sin? A — sin® B =sin (4 + B) sin (A — B),
bude z = 4r% sin w sin @.

Zévisi tedy pribéh z na pribé&hu sin ¢.

Pro g =0 v bodé¢ M, jest 2 =0, pak funkce z piibyva
a7 pro @ = 90° v bodé Mpar jest maximum, pak z ubyvd, pro
¢ = 180° v bod& M’ jest opét z =0, pak nabyvd z hodnot
zdpornych a ubyva stile az pro ¢ — 270° v bodé My, jest
minimum a odtud z piibyvd az v bodé M, nabude z hodnoty
0. Tim popsdn pribéh funkce 2z, prob&hne-li hod A/ jednou
obvod kruhu.

Body M,, M',, Mpuax, Mnin maji jednoduchy geometricky
vyznam. M, a M’, lezf na ose soumérnosti tisetky AB, a sice
M, pili mendf oblouk kruhovy piislusny k tétive AB, M’ vétsf
oblouk, Mu,ay & Mpin leZi na ose soumérnosti priméru M, M’',,
Mpar pili polokruznici M BM',, Mmnin polokruznici M’ AM,.

20.

Rozdéliti trojuhelnik na dvé édsti stejné plochy prickon

co moénd mnejkratsi. Dr. Karel Cupr.

Reseni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VII. ti. r. v Li-
tovli. :
© Od vrcholu A4 nanesme na stranu ADB tsetku AM =y
a na stranu AC tGsetku AN = z. Oznatme tfeti stranu troj-
thelnfku AMN, MN = z.
Ponévadz
/\ AMN = 1 y2 sin «
A\ ABC = bc sin e
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a mé byti
/\ AMN = ; \ ABC
obdrZime rovnici
2yz = be. (1)
Avsak dle véty Carnotovy jest
x2* = y* + 2* — 2yz cos «.
a uzZijeme-li vztahu (1),
22 =y*+ 22— beccos e
Jde o to, najiti minimdini hodnotu «, je-li splnéna soutasné
podminka (1) # bude minimem, bude-li minimem vyraz
v = x% + bc cos « = y? - 2%

be

za podminky yz = —-, neboli y%*— (b?c)

2

Klademe-li % =y’ #* = 2/, vidime, Ze tdlohu pfevedeme
na znamou ulohu: Ze v8ech pravodhelniké o dané ploSe nalézti
pravothelnik o nejmensim obvodu. Tim jest &tverec. Obdrzime

tedy minimum pro v pii ¢y =2 = %ﬂ atedy y—z2—= \/_(?23

Pak z = \be (1 — cos @)=\/2h¢ sin 73—

Tak nalezli jsme nejkratsi ze vSech piitek leZicich proti
thlu ¢. Abychom mohli rozhodnouti, kterd ze tfi minimdlnich
piiek lezicich proti dhlim «, B, y jest nejkratsf, uzijme vzorce

pro plochu trojihelnfku A =1 bc sin « = be sin = cos—. Pak

2 27
jest z = \/2 dtg ,g,, tak Zze nejkratsi jest piitka leici proti

nejmensimu thlu.
21.

V trojuheiniku ABC vedeny jsou wvrcholy pFicky proti-
najici se v tomtéé bodé M, a protinajici protéjsi strany v bo-
dech A,, B,, C,. Pualici body stran a, b, ¢ budte? resp. A,
B,, C,. Bodem A, vedme rovnobézku s pFickou AA,, podobné
body B, a C, rovnobééky s BB, resp. CC,. Dokate, Ze tyto
tFi pFimky protinaji se v tomtés bodé M, a e body M,, M,
a téZisté daného trojuhelniku ledi v jedné primce.

Jan Syoboda, uf. hyp. banky v Brné.
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Refeni. Zaslal p. Vdclav Steinocher, stud. VIL ti. g.
v Ces. Budgjovicich,

Trojdhelniky ABC a A4,B,C, jsou podobné a podobné po-
loZzené a jich stfedem podobnosti jest spole¢né t&zisté 7. Rovno-
bézka vedend bodem A, resp. B,, C, k pfitce A4, resp. BB,
CC, jest s ni homologickd. Protinaji se tedy ty tii piimky
v tomtéz bodé M, homologickém s bodem M, prisetikem to
ptimek AA4,, BB,, CC,. Spojnice homologickych bodd M, M,
musi prochdzeti stfedem podobnosti obou trojihelniki a tim jest
jich spoletné téziste 7.

22.
V trojuhelniku jest vidy
in % sin B gin L= L,
sin 2sm2s7 g =3

rovnost nastane jem pro trojuhelnik rovmostranny.
R.

ReSeni. Zaslal p. Karel Teige, stud. VIIL ti. gymnasia
v Praze-IL. v Zitné ul.

Z vyrazu pro sinus polovi¢nibo dhlu v trojihelniku
sin L \[T= O =
4b¢

plyne, ponévadZz jest vidy a* — (b — ¢)* =< a® Lkdez rovnost
nastane jen pro b = ¢, Ze jest

kdez rovnost nastane jen pro b — c.
I vidime, Ze bude skutetné

Lo L .
sin ——s-m—ﬂ—sm—y—§~

2 2 2

a Ze rovnost nastane jen pro a = b=—1—¢, t. j. pro trojihelnik
rovnostranny,

Pan Eduard Cech, stud. VIL. ti. g. v Hradci Krdlové,
uvddi, Ze tGloha mé tento dvoji geometricky vyznam:

(I)IH
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1. V trojihelniku jest polomér kruZnice opsané vé&t$i nez
primér kruZnice vepsané. Rovnosf® nastane jen pro trojuhelnik

. b o @ By 0
rovnostranny. Jest totiz sin g Sin 5 Sin 5=
2. Tii tétivy v obloucich kruznice, jeZ dohromady tvo¥f
pllkruznici, maji nejvétsi souéin, jsou-li si rovny.

23.

Ddna jest zdkladna trojuhelniku a rozdil druhijch dvow
stran. Nalézti geometrické misto pat kolmic spuStényjch z kon-
covyjch bodd zdkladny na symmetrdlu vnityniho i vnéjsiho whlu
protéjsiho. R.

1 Regeni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VIL tf. r. v Li-
tovli.

Koncové body zékladny trojihelnika jsou ohniska hyperboly,
jejiz velkou osou je dany rozdil druhych dvou stran — privo-
di¢d to hyperboly.

Dang tloha pfechdzi tedy v ulohy:

1. Nalézti geometrické misto pat kolmic spuiténych z oh-
nisek hyperboly na telny jeji.

2. Nalézti geometrické misto pat kolmic spusténych z ohni-
sek na normdly hyperboly.

Prvnim geometrickfm mistem jest, jak zndmo, kruZnice
opsand kolem stfedu hyperboly polomérem rovnym hlavni
poloose.

Jde o to, nalézti druhé geometrické misto.

Normdla hyperboly

b2y afzyg — a2b® (1)
2
md smérnici — :2 j L. Pata kolmice z ohniska F (e, 0) na nor-
3 .
mdlu spudténé budiz N (z, y). Smérnice piimky NI jest
y b

x—e  a'y)
z CehoZ plyne
b%rix — a%y,y = bexr, (2)
a ponévadZ bod M lezi na normale, vyhovuje té% rovnici
a*y,x + by = e*x,y,. (3)
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Z rovnic (2), (8) vypoiteme
__a? (x* + y* — ex) l
1 et (x —e)

V@ —en), | @
= ey
a dosazenfm téchto hodnot do rovnice (1) plyne po nédlezité re-
dukei

(@ + y* — e)? 0% — b® (¢ — )7 = ¢4 (» — &) g
dosadime-li a® = ¢*> — 52, bude _

(@ 4 92— ex) [y — D2 (22 + ¥ — o2 — e (2 — )] =
=et(x —e)y’ -

Y1

a vyndsobenim a pfevedenim na jednu stranu,
(x‘l + y2 —_ ex)& erQ —_— e4y2 (x — 3)2 —_ b‘l (xQ + :I/Q —_ ex)'z
[2 4+ y2—ex —e(x — )] =0O0.
Z prvnich dvou ¢&lend vytkneme spoleéného Cinitele e2y2,
Py (@2 + y? — ex) — o2 (x — ¢)?) — b2 (&% + y? — ex)?
[z + 9?2 —ex — )] = O,
z tehoZ vychazi, vytkneme-li spole¢ného Einitele,
[+ 94> —ex —e(z— e)] [¢y* (2 + y* — ex)
+ eyt (x —e) —- b (2 + y* —ex)’] = 0.
Prvnf ¢initel
224+ y? — 2z 4+ 2 = (x — e)® + y*

neposkytuje redlného geometrického mista a proto jest hledanym
geometrickym mistem kiivka &tvrtého stupné dand rovnici

e’y (@ + y* — ex) + %yt (z —e) — * (2* +y* —ex)* =0;
této rovnici mizeme ddt spojenim prvnich dvou ¢lend tvar

e?y? (2% + y? — €% — b% (2 + y® —ex)2 = 0.

24.

Ddny jsou v téée roviné dva trojuheniky OAB a OCD
téhoz vrcholu O; otociti jeden z nich okolo bodu O tak, aby

body ABCD leiely na tése kruinici. ®
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Regeni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VII. tf. r. v Li-
tovli.

Ptedpokladejme, Ze trojihelnik OAB zlstane v pivodni
poloze a Ze ototime trojihelnik OCD tak, ze body ABCD lezi
na kruZnici. Pak protinaji se osy soumérnosti tsetek AB, CD
v bodé G takovém, ze GA — GB= GC = GD. Uloha bude
feSena, budeme-li zndti tuto tusecku, kterou oznalime z, neb
usetku GO == y. Oznatme P, @ sttedy kruh@ opsanych troj-
ubelnikim 0AB, OCD, r, ¥’ jich poloméry kK, I stfedy usetek
AB, CD, d = EP, ' = F¢, t = PQ, ' = QG, p, p' vzdale-
nost bodu O od piimek 4B, CD.

V trojihelniku A PG, uZijeme-li nejprvé pravouhlého troj-
ubelniku AEG, jest AG? = AE?-} EG? neboli z*— AE*
+ (¢ 4+ d)%, a uzijeme-li ddle pravodhlého trojihelniku AEP,
jest AE* = AP* — EP? — r? — d?, tak Ze koneéné obdrzime

z? = r? 4 12 4 2/d. (1)
Podobng uréime v trojihelnfku OGP
yP =% 4 t* — 2 (p — d). (1)
Analogicky miZeme nalézti
2t = 't 1 4 2)
P =t — 2 (o — ). @)

Z toho plyne
2 — y* = 2p = 2t'p".
Polozme
t = p'u, t' = pu, 3)

kdeZ » jest novd nezndmi.
Z rovnice (1) a (2) plyne pak
2 = r? 4 p"*u’ + 2p'ud = r'* 4 p*u® + 2pud’.
Vyhovuje tedy » rovnici
P —p')u* 4+ 2(pd — p'd)u + »* — r2 =0.
Z rovnic (3) urtime pak ¢, ¢ a z (1) z neb z 1 y.
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25,

Ddn jest trojuhelnik a v ném libovolny bod F'; md se do
tohoto trojuhelniku vepsati ellipsa, tak aby lod F byl jejim
ohniskem.

Prof. Josef Hanus.

Redeni. Zaslal p. Josef Drlék, stud. V. tf. r. v Pifbote.

1. Z ohniska F spustme kolmice na strany daného troj-
dhelnfku. Paty kolmic téchto lezf na kruZnici, jejiz stted jest
zdrovei stfedem dané ellipsy a polomér roven hlavni poloose.
Ohniskem, stfedem a délkou hlavni poloosy jest pak hledand
ellipsa urcena.

2. Sestrojme body soumérné sdruzené s ohniskem F dle
stran daného trojubelniku. Ty leZi na kruznici, jejimz stfedem
jest druhé ohnisko a polomérem hlavnf osa. Obéma ohnisky a
délkou hlavni osy jest hledand ellipsa urtena.

26.

VySetrete geometrické misto bodu, z niché vedemé tecny
ke kruinici y®>=2r x—x? utinaji na tecné rovnobéiné s osou
y usecku rovmou priméru.

Vdclav Boubal, kand. prof.

Redeni. Zaslal p. Frantisek Matousek, stud. VI. t¥. r.
v Kutné Hofte.

Budiz bod C' bodem hledaného geometrického mista. Tetny
vedené z tohoto bodu ke kruznici necht protinaji tetnu rovno-
bé&znou s osou y v bodech 4 a B. Pak md byti AB = 2r.

Plochu trojahelniku ABC lze vyjadfiti dvojim zpdsobem,
bud vyrazem r (z — 2r) neb uvédZime-li, Ze trojihelnfk ABC
jest kruZnici dané pfipsén, vyrazem ¢r — 2+2, znaéi-li £ délku
teény vedené z bodu C ke kruZnici, Porovndnim obou vyrazi
obdrzime x—1¢ a ponévadz ¢> — 2? + y* — 2rz, jest z*® = z*
—+ y? — 2rz, &ili y® = 2rz.

Hledanym geometrickym mistem jest parabola o parametru
rovném poloméru kruZnice.
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21.

Do trojihelniku ABC vepsin jiny A,B,C, tak, &e vrcholy
jeho pohybuji se ma strandch trojiuhelniku daného ABC, pii
dems strany B,C,, A,C, jsou rovnobéiny se stranami BC,
resp. AC. Které jest geometrické misto Fkruhd opsanych
/A 4,B,C,? Kdy nabude strana A,B, mimimdlni délky?

Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VIL tf. r. v Litovli.

V kosoihlé soustavé, v niz bod C' je potdtkem, C'4 osou X,
CB osou Y, budiz 4, (0, »), B, (m, 0), C, (m, n). Kruznice
opsand trojuhelniku 4, B,C| méjz stted M (x,, y,) a polomér .

Bude tedy jeji rovnice

($ _xo)2 + 2 (x - .’170) (?/ — yo) cos y + (.1/ - yo)z e T"’»
Ponévadz body A,, B, C, na této kruzmici lezi, musi byti
splnény rovnice
xy + 2.y, cos v+ y5 — 2 (y, + @, cos y) m 1)
+n2—r2=0,
xy + 22y, cos 7 + yo — 2 (%, + y, cos y) m (2)
+ m?* — r* =0,
xy + 2x,y, cos 7 + y5 —2(@, + Yo cos)n— 2(y,+ 2, cosy)n
+ m? 4 2mn cos y + n? — r2 = 0. 3)
Odecteme-1i (1) od (3), dostaneme
m? -+ 2mm cos y — 2 (x, + y, cos y) m =0, 4)
a odetteme-li (2) ode (3)
n? -4 2mn cos y — 2 (y, + z, cos y) n = 0, B)
Z rovnic (4), () vypolteme, uvdzime-li, Ze m :|: 0, n :‘: 0
m :2 (x, cos 2y 4 y, cos y)

4cos2y—1 ©)
__2(zy cosy+y,cos2y)
"= 4cos®y — 1 )

Pongvadz bod C, (m, n) lezi na pfimce AB, kterdi md
rovnici

€ Y
L= (®)

a
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obdrzime, dosadime-li z (6) a (7) do této rovnice
2 (bcosy-+acos2y) z, + 2 (acosy—+ bcos2y)
Y, = ab (4 cos®’y — 1) 9)
Jest tedy geometrickym mistem stiedd kruznic opsanych
trojahelnfkem A,B,C, piimka dand rovniei (9).
Délka strany A, B, —1 déna jest vyrazem

2 =m? 4+ n? — 2mn cos y (10)

Ponévadz bod C, (m, n) lezi na pfimce AB, splnéna jest
rovnice (8), tak Ze

m n
F+—=1 (11)

Jednd se tedy o urenf minima vyrdzem (10), splnéna-li
podminka (11).
Eliminujme » z rovnic (10) a (11); tak obdrZime rovnici
pro m :
(a® + b% + 2ab cos y) m* — 2ab (@ + b cos y) m
+ 8 (a® — 1°) = 0.

UvaZovanim diskriminanty této rovnice obdrzime mini-

mdlni
24

=
Va* 4 b* + 2ab cos y

pti
ab (a4 b cos y) _ ab(b+acosy)

m:a”+b9—2abcosy’ "—a“+b2+2abcos y

Vyrazy tyto maji jednoduchy geometricky vyznam.

Nanesme na ptimku CA4 z bodu C na druhou stranu od 4
tseku A'C=CA=5. Pak mi trojihelnik A‘B( stejnou
plochu jako trojihelnik A BC, strana A’'B = \/a® 4 b* + 2ab cosy
a [ jest vyS8kou v tomto trojihelnfku spusténou na stranu A’'B.

Oznadime-li pak C’; patu této vysky, A’; bod lezicina C'B,
tak ze (", A’ || A'C, B, bod na A'C, takze B',(", || CB, bude
A A4,B,C, 22 A CCL A, D A C,B,C.
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Primka A'B mé totiz rovnici % — Y —1aptinka CO',

b
ponévadz jde potdtkem a stoji kolmo na A‘B*), md rovnici
. a-tbeosy
Yy="% + acosy ik

tak e soufadnice bodu (’, jakozto prisetiku obou té&chto

ab (b 4 « cos y) ab (@ + 0 cos y)
a* + b% 4 2ab cos y’ a* + b* + 2ab coﬂ/)'

primek jsou (

28.

V trojihelniku ABC protind spojnice st¥edu kruhu opsa-
ncho O a priseciku vySek V stranu AB v bodé, jenZ md danij
délici pomér vzhledem k bodiim O a V. Které jest geometrické
misto protéjsiho vrcholu C'?

Prof. Jan Schuster.

Regent. Zaslal p. V. Steinocher, stud. VI g. v C. Bu-
déjovicich.

Oznatme d,, d, vzddlenosti stiedu kruznice opsané a pri-
setdku vySek od strany c¢. Protind-li ptimka OV stranu AB

v bodé¢ R a znaéime-li 1 délici pomér 4 = %1;, bude téz 4 =
d,
dy’

Lze v8ak snadno vypotitati

c cos & cos f

¢
da——2—‘ cotg y, dy= prroge ,
tak Ze '
. cos y . cos(a+p) =
'1_2cosacos[i_ 2cosacosﬂ_2(tg“t9ﬁ 1).
1 bude

tg e tg f =24 4 1.
Zvolme pravodhlou soustavu soufadnic, jejiz osou x jest
strana AB, osou y osa soumérnosti strany AB.

*) Podminka, aby v kosouhlé soustavé soufadnic dvé pFimky
Ax +By + C=0, 4'x+ By + =0
stily na sobé kolmo, jest _ '
AA' + BB' — (BB' 4+ A’‘B) cos (x, y) = 0.
42
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Jsou-li z, y soufadnice bodu C, bude
Y
) tg=—"

Y
c

tg e« = p
—2-—{—32 5 —

)
tak Ze rovnice hledaného geometrického mista jest
z* y?
c 2 + ¢ 2
<?) 24+ 1) (5)
Rovnice tato pfedstavuje:
Pri 24 +1 <0, tedy 4 = — } hyperbolu o hlavni ose

= 1.

A :—23, vedlejii ose —;— V— (24 + 1).

Pfi 244 1= 0, tedy 2~ — } ellipsu a to:
pii 24 4+ 1 <1, tedy — 3 <<2 <O,

ellipsu o hlavni ose 4 B, vedlejii ose -;—Vm
pii 204 1=0, 12=0,
kruZnici o poloméru ST (trojihelnik ABC jest pravoubly),
pfi 24 4+ 1 > 0, tedy 2 > 0,
ellipsu o vedlejii ose AB, hlavni ose “;—V—m

29.

Do rovmobéznilu vepiste étverec tak, aby na kaZdé struné
rovnobézniku byl jediny wvrchol &tverce.
Prof. Jan Schuster.

‘Reseni. Zaslal p. Ludvilk Krajny, stud. VIL ti. r.
v Pribote.

Do daného rovnob&inika ABCD budiz vepsén ¢Etverec
4,B,C,D,, tak 7e vrchol A, lezi na strané AB, B, na strand
BC, C, na strané CD, D, na strané Dd. Vrcholy B,, D, vedme
kolmice na strany AB a CD. Tyto kolmice spolu se stranami
AB a CD vytvoi &tverec, jehoZ strana jest rovna vzddlenosti
rovnobézek 4B, CD a ktery tudiZ miZeme snadno sestrojiti.
Tim ddna téz konstrukce &tverce hledaného A4,B,C,D,.
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. 30.

Do trojuhelniku ABC jest vepsdn trojihelnik rovnora-
menny, ktery md vrchol ve stFedu strany AB a koncové body
ramen na strandch BC, AC. Kieré jest geometrické misto
stFedu jeho podstavy?

Prof. Jan Schuster.

Regeni, tastetné dle p. autora.

Zvolme pravodhlou soustavu soufadnic, jejimZ potdtkem O
jest stfed strany AB, vrchol to trojihelnfku rovnoramenného,
kladnym smérem osy x jest OB, kladny smér osy y zvolen tak,
7e C lezi v prvém neb drubém kvadranté.

Zékladna trojihelnfku rovnoramenného nechf jest PQ, bod
P na strané AC, bod @ na BC.
Oznaéme Gsetky AP = u, BQ = v.
Pak plyne z rovnosti ramen OP = O¢.
u® — uc cos « = v® — ve cos B 1)
Bod P m4 soufadnice

¢ .
— 5 -+ u cos «, u sin oc),

bod @ mé& soufadnice
(-%— — v cos B, v sin ﬂ).

Soufadnice stfedu usetky P@ jsou pak
x =3 (4 cos « — v cos ) (2)
Yy =1 (usin a4 vsinf) (3)
Rovnici geometrického mista stfedu podstavy P obdr-
Zime, vyloutime-li v, v z rovmic (1), (2), (3).
Vypottéme si z rovnic (2), (3)
2 (x stn B + y cos B) 2(—=x sina—}—'y cos )
= sin y » V= sin y
Pigme (1) ve tvaru

4)

(w—+ v) (w — v) = ¢ (u cos & — v cos ).

Dosadme do levé strany z rovnic (4), do pravé z rovnic
(2). 1 obdrzime

42*
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( (sin B — sin &) 4y (cos B -+ sin @) (= (sin g+ sine)

-y (cos B — cos @) = —26— sin? y z,
a z rovnice této plyne po snadné upravé

(——xsm _ﬂ —I-ycos ﬂ) ((xcos—;—-I-Jsm *;ﬂ)

c .
_T Siny x. (5)

Ototme osy soutadnic o tdhel & = a—;—ﬂ Jsou-li trans-

formované soufadnice X, Y, bude

z= X cos 0 — Y sin d, X =2 cos & + y sin d.
y=Xsind -+ Y cosd, Y= —uxsind 4+ y cosd.

Nové osy soufadnic X, Y budou rovnobéZné s osami sou-
mérnosti uhlu y.

Pak nabude rovnice (5) tvaru
XY—_——c—sz’ny Xcos‘i—ﬂ—— Ysm“_ﬂ
4 2 ’
kterouzto rovnici miZeme také psati

(X_}.—Z— ;in y sin ‘f_%ﬁ) (Y — % sin Y ¢os ———;—ﬁ)

=L @—f s —B__ ¢ _
= Tg sin?y sin 3 cos ® T sinysin (« — f3).
Jest to rovnice rovnostranné hyperboly o stfedu
— — ° singein P . «—p
S(Xs = — g sinysin —5—, Ys= i sin y cos 3 )

a asymptotach ro#nobéﬁn}’fch s osami X, Y t. j. rovnobéZnych
s osami soumérnosti dhlu y.

V soustavé x, y budou.soutadnice stfedu hyperboly S

xs:——i—sinysin(a——ﬂ), ys:—i—sinycos(a—ﬁ)-

Svird tedy OS s kladnym smérem osy x thel 90° + « — .

Ona rovnostrannd hyperbola prochdzi vrcholem C jakoz
i bodem O pilicim stranu AB.
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Oznatme V,, V,, V. paty vySek trojihelniku ABC. Pak
jsou trojahelniky 04V,, OBV, OV,V, vepsdny piedepsanym
zpasobem trojihelniku ABC.

Jsou tedy stfedy vySek AV. BV, jakoZ i stied 0" Gsetky
V.V, body naif hyperboly. .

Lze snadno zjistiti, Ze ahel BOO’ = 90° 4 « — 3= BOS
tak Ze, ponévadz O i O’ jsou body hyperboly, jest stied isetky
OO’ stiedem S hyperboly. To plyne ostatné z vyrazii pro zs,

m,wﬂM&mZeOVﬁ:OmzhépiﬂOW:ﬂ&P—Q%

31.

V trojuhelniku ABC sklopte stranu AB na AC (resp.
BC, CA na BA, CB) a wvznikly bod B, (resp. C,, A,) spojte
s vrcholem B (resp. C, A). Priseky téchto tFi pFimek uréuji
novy trojuhelnil A,B,C,. Vyjddrete jeho tihly, strany a obsah
pomoci whli a stran trojiuhelniku piévodniho ABC.

Prof. Jan Schuster.

Resent.

Oznatme v trojihelnfku 4,B,C,: strany a,, b,, ¢,; thly
ay, By 7y Dlochu 4,

Uréfme nejprvé thly.

%:<A¢0+<Aagzmtm%+y—@m_§q

\

Bty __gp_ @
=" = 90 R

Podobné
m:w—%zzw—%
Stranu ¢, = 4, B, urtime takto:
o 8
008 5 c0s o
AzBQ:AB2.‘— AAQ :0—"—"? —-—(c—-—a) —-—'7
c0s o cos 5

Zavedeme-li sem polomér kruZnice opsané, kladouce

c=2rsine, a=2rsine
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a oznatime-li ddle
stn o cos B+ sin B cos y -+ sin y cos « = m,
obdrzime po snadné tpravé

ay =17 =
=T
€08 —5 €08 —5~
a podobné
by=r —— " =T =
3 — ) e — " T T T,
B 14 P cos &
008 5~ €08 —5~ €08 —5= €08 —
Nyni uréime snadno plochu
A, =5 a%b, sin y, =% r* - mﬁ =
coSs ? coSs 7 coS —2—

32.

Uréiti mocnost stredu krudnice trojuhelniku vepsané ke
krugnici témuZ trojihelniku opsané a naopak.
Prof. Jan Kroupa.

Refeni. Zaslal p. V. Steinocher, stud. VIL. tt. g. v C
Budégjovicich.

Oznatime-li » polomér kruZnice opsané, ¢ polomér krui-
nice vepsané trojihelniku, jest mocnost stfedu kruZnice ve-
psané vzhledem ke kruZnici opsané — 2r¢. To lze snadno do-
kdzati. Oznatme J stfed kruznice vepsané, EF priimér kruZnice
opsané kolmy k tétivé 4B (F pilici bod oblouku AC'B), D bod,
v némZ se kruZnice vepsand dotyka strany BC. Pak jest /\ CJD
O A FEB, tedy CJ : o = 2r : EB. Trojthelnik JBE jest rovno-
ramenny : tudiz EB = EJ, takze CJ..JE =—2ro. PonévadZ bod,
stfed kruznice vepsané, leZi uvnitf kruznice opsané, jest jeho
mocnost zdpornd, tedy — — 2r¢. Oznalime-li d vzdédlenost
stfedu kruZnice vepsané od sttedu kruZnice opsané, lze mocnost
stfedu kruZnice vepsané vzhledem ke kruZnici opsané vyjadiiti
vyrazem d* — r%, z tehoZ plyne d? — % — 2r¢. Mocnost sttedu
kruZnice opsané vzhledem ke kruZnici opsané jest pak

a? — o? = r? — 2rp — @2
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33.
DokaZte sprdavnost identity
tg 8a = tg « tg (60° — ) tg (60° + @)

Dr. Marian Haas,

Redent, _Zaslal p. Stanislav Solta, stud. VIIL tf. g.
v Praze-1I. v Zitné ul.
Lze snadno urtiti, ze
3tga—tgde V3+tga V3 —tga
1—3tg*a — 7oy ~\3tga 1+V3tgd
tak Ze skutelné
tg3 a —=tg atg (60°+ a) tg (60° — u).

tg 3x =

34.

Tri teény ellipsy tvofi trojuhelnik, jehod té3ité jest ve
stredu ellipsy. Dokaste, 3¢ jeho plocha nezdvisi ma poloze
teden. Které jest geometrické misto jeho vrcholi?

‘ Dr. Marian Haas.

Reseni. Zaslal p. Jaroslav Janko, stud. VIL tf. g.
v Tebiti.

Povazujme danou ellipsu za orthogondlny primét kruiz-
nice K na rovinu E. Pfi tom primé&r kruZnice se rovnd velké
ose ellipsy 2a. Sklon rovin K a E se urdi z rovnice cos e = Z’z)—'
Stred ellipsy je primétem stiedu kruznice. Trojihelnik kruznici
opsany se promitd do roviny E jakoito trojdhelnik, jenZ je
ellipse opsén.

Déle téZnice trojahelnika md za primét piimku, kterd je
zase t&znici primétu trojihelnika.

Tudiz tézisté {trojihelniku v rovind K se promitdi jako
té2i8té v roviné trojihelniku E. Mimo to je zndmo, Ze mezi
ploskym obsahem trojdhelniku a jeho pravodhlym primétem
jest zdvislost 4r = dxcos e, tak Ze v nalem piipadé

AEZ—LAK
a
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Z toho plyne:

1. Trojahelnik Z4dané vlastnosti je nutné primétem rovno-
stranného trojihelnika kruznici opsaného, ponévadZ jen u rovno-
stranného splyva tézisté se stfedem vepsaného kruhu.

2. Plosky obsah rovnostranného trojihelniku kruznici opsa-
ného jest

R dx = 3a%\/3,
tedy primét jeho

dp= %a" 3\/3=3ab\3,

bez ohledu na polohu teten, jez opsany trojahelnik tvoii.

3. Geometrické misto vrehold trojahelniki rovnostrannych,
opsanych kruZnici (majicich tedy t¢zi§té ve stfedu kruZnice ve-
psané) je kruznice s danou sousttednd, jejiZ polomér jest 2a.
Promitneme-li ji do roviny E, jest primét ellspsa s danou sou-
sttednd, jejiz poloosy jsou 2a, 2b. Tato ellipsa jest pak geo-
metrickym mistem vrchold trojihelniki dané ellipse opsanych,
majicich tézisté ve stiedu ellipsy.

35.

- Sestrojiti ellipsu neb hyperbolu, jsou-li diny teény t,, t,,
ohnisko F,, tak aby hlavni osa byla minimdlni.
’ Prof. Jan Kroupa.
Redeni 1. Zaslal p. Jaroslav Ruda, stud. Vilb, r. na
Krdl. Vinohradech. '
Budtez P,, P, paty kolmic spu$ténych z ohniska F, na
tetny ¢,, f,. V ellipse neb hyperbole lezi paty kolmic spusté-
nych z ohniska na tetny na kruZnici, opsané kol stfedu polo-
mérem rovnym hlavni poloose. Tato kruZnice bude tedy nahote
nutné prochdzeti body P,, P, a polomér jeji bude nejmensi
pro bod O pilici dsetku P,P,. Je-li OP, > OF), jest hledand
kfivka ellipsa, pfi OP, << OF, hyperbola.
Redent 2. Zaslal p. Vliastimil Fiala, stud. VIL tF. r.
v Pardubicich. ’
Sestrojme bod G, soumérn& sdruzeny s ohniskem F, dle
tetny ¢, a bod G, soumérné sdruzeny s F, dle tetny #,. Body
G4, G, lezi na kruZznici opsané z druhého ohniska F, polomé-
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rem rovnym hlavni ose. Polomér terto bude minimélni tehdy,
bude-li ohnisko F, piliti spojnici G,G,. Je-li F,G, > F,F,, vy-
hovuje tloze ellipsa, je-li F,G, << F,F,, vyhovuje hyperbola.

36.

Které jest geometrické misto piilicich bodu secek pro-
chdzejicich danym bodem (x,, y,) a obsafenyjch mezi hyper-
bolouw a jeji assymptotou.

: Dr. Karel Cupr.

Regeni. Zaslal p. Lad. Stanék, stud. VIL ti. r. v Li-
tovli.

Asymptoty hyperboly zvolme za osy soufadnic. Rovnice
62
"4—‘.

Vedme bodem (z,, 7,) libovolnou piimku, kterd protne
hyperbolu v bodé (m, =), asymptotu z=0 v bod& (O, 7).

Budiz (z, ) bod pilici vzddlenost bodd (m, n), (O, ).
Pak jest

hyperboly jest pak zy =

20 =m 1)
2y=mn-+n1 (2
4mn = e® 3)
—yy=—9Y"%
T Yo=" g % (4
Z rovnice (4) vypolteme
__ Yo — ToY '
iy ®)

a dosadime do rovnice (2)

n— 289 — Yo — ZoY

pra— 6)
0
Vysledky (1), (6) dosadime do rovnice (3):
2z 2xy — y, & — x,y) = e® (x — z,). )

Hledanym geom. mistem jest tedy kfivka tfetiho stupné
2y,2® + e®r — ez,
2z 20 — x,)

y=
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Z deskriptivni geometrie.

1.

Ve
Sestrojte plochu kulovou, jei prochdzejic body a, b, ¢ déli

danou plochu kulovou K v poméru w : v.
Prof. Jos. Dolejal.

Reseni. Zaslal p. J. Reenidek, stud. VIL tf. r. v Nachodé.

Hledand koule L rozdéli danou kouli K ve dva vrchliky
o vySkdch resp. z, y. Pak je: w:v =2arz:2zry —=xz:y.
Vsecky roviny, oddé&lujici dva takové vrchliky, obali kouli K,
soustfednou s K, d&lici jeji primér v poméru w:v. Tim tloha
zménéna v tuto: vésti body @, b, ¢ kouli L, jejiz chorddlnd
rovina s koulf K dotykd se koule K.

Stred koule L lezf na kolmici M vztytené ve stfedu krui-
nice opsané trojihelniku abe. Chorddlné roviny libovolnych tif
kouli protinaji se v piimce. Kol libovolného bodu na M co
sttedu polozme kouli P jdouci body abe. Rovina kruznice (PK)
je jednou, (abc) = ¢ = (PL) drubou rovinou chorddlni. Pri-
setnici obou vedend tend rovina t ke K, bude tfetf; protne K
v kruZnici, lezici na L. Kolmice ve stiedu této kruznice k ¢
vztytend sede M ve stiedu hledané koule L. Uloha je dvoj-
znadénd.

2.

Zobrazte plochu kulovou, jeZ prochdzejic body a, b, ¢ sece
danou rovinu @ v krudnici o poloméru r.
Prof. Jar. Dolefal.

Regeni 1. Zaslal p. Miroslav Hrabdk, stud. VIL tF. r.
v Prostéjoveé.

Body (abc) je urtena povrchovd kruznice K hledané
koule L, jejiz stted s leZi na kolmici M ve stfedu kruznice K
k rov. ¢ = (ab¢) vztylené. Vedme pfimkou M rovinu z | o.
I obdrzime bod p == (g, 7, 7) a piimku P = (z, ¢). Oznatime-li
pak u, v priisetiky hledané koule L s pfimkou P, jest uv = 2r.
Mocnost bodu p ke kouli L jest M, = pm : pn = pu: pv, kdez
m, n jsou prisetfky kruZnice K s ptimkou (z, ¢), z &ehoz pro
stfed d kruznice koulf L v roviné ¢ vytaté plyne pd% —= M, + »%
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Kolmice v d na o vedend sete M ve stiedu koule L. ReSeni
dvojznatné.

Regeni 2. Zaslal p. Jos. Hladik, stud. VI. tf. r. ve Vel.
Meziiiéi.

Piimka A || P lezici v ¢, jejiz vzddlenost od P jest r,
bude tetnou koule L. Zndme tedy: primér M koule L co do
polohy, bod koule L (na pf. a) a teénu A koule L; konstrukce
koule L je poddna v <loze 7.

Pozndmka: ReSeni realns, pokud — »2 < I,.
3.

Zobrazte rotaéni plochu kuZelovou, ddna-li jeji osa O,
jeden bod obliny m a tecna ku obliné T'; zobrazte priméty édsti
plochy omezené povrchovou kruznici bodu m!

Prof. Jar. Dolefal.

Regeni. Zaslal p. L, Stanék, VIL ti. r. v Litovli.

Bodem m vede se rovina o | O a sestroji se prisecik
(0, ¢) == s; kruznice K polomérem sm kol s v ¢ opsand lei
na hledaném kuzeli K. Je-li 7' dand te¢na, tu tetny P, I”’ z bodu
(T, o) ke K vedené uréi dvé tetné roviny kuzele: = = (T, P),
' = (T, P'). Body (0, 2), (0, 7’) jsou vrcholy obou feSeni dlohy.

Pogndmka: ReSeni dvojznainé a redlné, pouze pokud bod
(7, o) padne vné K.

4.

Zobrazste obecnouw plochu kuselovou druhého stupné, ddn-li
jeji vrchol v, dvé normdly N, N' a jedna tecna T.

Prof. Jar. Doleial. *

Refeni. Zaslal p. Jos. Resnicek, stud. VIL t¥. r. v Na-
chodé.

Vrcholem v vedené roviny ¢ | N, o' | N, ¢"=(v, T)
jsou tftemi tenymi rovinami hledaného .kuzele K. Jsou-li
t, = (o, N), t,= (o', N'), jsou #v, t,o dotyéné povriky rovin
0, ¢ s K. Protnéme cely ttvar libovolnou rovinou s, na pi.
body ¢,, #, vedenou a oznatme: T,=(o,0), T,==/(c, ),

. = (0", 0); Tidief kuZelosetka L kuZele K pak je uréena
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tetnami 7,, 7, s body dotyénymi ¢, ¢, a te¢nou T,. Dotyény
bod ¢, na T, dostaneme dle véty Brianchonovy. P¥imka ¢, (T, 71,)
jde prisetikem p¥mek ¢, (7,7,) s ¢, (T,7,). V kuzelosetce
spojnice pilictho bodu tétivy s polem tétivy prochdzi sttedem.
Z toho plyne konstrukce stfedu ¢ kuZzelosetky L:. Bod ¢ jest
prisetikem pitimek, spojujicich stied twselek ¢, f,t5. 4,7,
s body resp. (T, T,), (T,T5), (T,T,). Piimka ct, jest primérem
kuzelosetky L a pfimka || 7, stiedem ¢ vedend jest primérem
s ct, sdruzenym. Jak nalézti délku obou sdruZenych primért,
je-li bod ¢ v konetnu (L jest ellipsa neb hyperbola) a jak se
konstrukce modifikuje pfi ¢ v nekoneénu (L jest parabola), jest
znémo. Pan M. Smejkal, stud. VL. t¥. r. v Praze IIL, uzivd pii
konstrukei tohoto obratu. Rovinu o totiz misto libovolné ve-
deme || ¢”, na pt. bodem ¢,, takze L bude parabolou, jiz zndme
dvé tetny s dotyénymi body. Stted tusetky, spojujici dotyiné
body, spojen s prisetikem obou tecen, divd smér osy. Ohnisko
se najde dle véty, Ze tetna paraboly pilf dhel privodice s osou;
vrcholovd tetna se najde tim, Ze je upatnici teen paraboly pro
ohnisko. :
Pozndmka. Ijlohu, najiti dva sdruZené priméry kuZelo-
setky L dané tefnami 7, 7, s body dotyénymi, resp. ¢¢, a
tieti te€nou 7, lze feSiti dle véty, Ze kazdou kuZelosetku lze
uvésti do stfedové (centrdlné) kollineace s kruznicf. Pii tomn
jdou spojnice odpovidajicich si bodi kuzelosetky a kruZnice tymz
bodem s a piisludné si pffmky se protinaji na ose kollinecace O.
Patrné i kuZelosecka i kruznice protfnaji O v tychz dvou bodech;
mimo to tedny ke kuzelosetce bodem s vedené musi patrné byti
i tetnami kruznice, takze dotyény bod s kuzelosetkou odpovidd
dotyénému bodu s kruznici. Dle toho piivedeme L do kollineace
s néjakou kruzmici K takto: Zvolme kruznici K jdouci body
t, t, a v t; se dotykajici 7,. Bude tedy ¢,¢4, = O osou kolline-
ace, jejiz stfed s bude na 7,. Z bodu (OZ,) vedme jednu
z obou teten ke K, na pt. 7', a v ¢, vedme telnu 7', ke K.
Pak patrné T,, Ty, T,, T’ jsou dva pédry odpovidajicich piimek,
tedy spojnice bodi (T, T;) (I’,7",) jde bodem s, ktery tak zndme.
Nynf vedeme ke K obé& tetny 7’,, 7", rovnobézné s O. Jim
odpovidajici teény 7,, T, k L jsou rovnéz || O, nebof T, se
s T', protind na O; najdeme je pak tim, Ze spojnice bodi:
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(I',1",) (T, Ty) jde bodem s; podobné 7;. Jsou-li ¢',, #, dotytné
body teten 7",, T's s K, protne st’, teénu 7, v dotyéném bodé
t, s L. Podobné ¢ . t,¢, je tedy primér sdruZeny se smérem O.
Utinime-li #,¢c = ct,, bude ¢ stfedem kuZelosetky L. Délku
priméru men || O najdeme takto: bodu ¢ odpovids pf kruznici
bod ¢, prisetik to primek #,#';, sc; protoze je men || O, bude
i spojnice bodd m’, »’ prochizeti bodem ¢’, a || O. Vedu-li tedy
bodem ¢' pfimkun m'c's’ || O, najdu jeji priseciky w',»n' s K, a
sm', sn' protne mcn v hledanych bodech m, n. Reseni jedno a
vzdy redlné.

5.

Sestrojiti plochu vdlcovou, jeZ prochdzi danow kFivkou
rovinnow (na pr. kruinici), danym bodem a dotykd sc dané
primky.

Prof. Jan Kroupa.

Reseni 1. Zaslal p. L. Klajny, stud. VIL ti. r. v P¥-
bote. '

Bud ¢ rovina dané kruZznice X Pfimkou 7" jdouci teénd
rovina =z vilce V sele o v tetn€ (z, o) ke K vedené bodem
(T, 0); obecné jdou dvé tetné roviny 7, z'.

Povrchovd piimka vilce jdouci bodem a je ||z a sele K.
Vede se tedy bodem a rov. s||z; priseliky ¢ s K spojeny s a
ddvaji dvé feSenf sméru povriek. Rovina <’ skytd daldf dvé Feeni,
celkem Ctyii.

Reseni 2. Zaslal p. J. Ruda, stud. VI tf. na Kr4l.
Vinohradech. »

Mé-li: K, a, T, o, = tyz vyznam jako dfive, vedme
bodem « rov. ¢||¢. Pronikem o, V je kruznice K’, shodnd s K
jdouci bodem a a dotykajici se piimky (s, z). Stfedy kruZnic
K, 1’ je uren smér povrchovych piimek vdlce. Rovina - dd
dvé kruznice K’, rovina <’ téZ dvé&, celkem (tyFi Fedend.

Reseni 3. Jiny vyznam komstrukei 1. dal p. M. Dias,
stud. VL tf. r. v Kromé&Fizi. '

Pronik E rov. ¢ = (a, T) s hledanym V je ellipsa affinni
s. K v roviné ¢. Osou affinity je (s, ¢), smérem smér povr-
chovych piimek vdlce. T je tetnou k E. 7' odpovidajici 7' je
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jedna z obou teten z bodu (7, ¢) ke K vedenych. Té&tive
kiivky F bodem a jdouci || 7 odpovida tetiva || T' v k¥ivece K.
Ta protne obecné K ve dvou bodech, jichz kazdého spojnice s a
uddvd jedno Fefeni. Podobné drub4 tetna 7’ d4 dvé feSeni.

Pozndmka: Kdyby K byla fddu » a tiidy m, 8&lo by
z (T, ¢) ke K m teten, kazdd z nich by s 7 urtila tetnou
rovinu k V; bodem « vedena s ni rovnobéznd rovina by protla K
v n bodech; tedy celkem je tiloha mn - znatnd. Nékterd ieSeni
— a to vZdy sudy potet — mohou byti imagindrni.

6.

Sestrojte kouli, kterd prochdzi danym bodem P a dotykd
se dvou mimobédel a primky je protinajici.

Prof. Arnold Budik.

Regeni Zaslal p. J. Ruda, stud. VIL tf. r. na Krdl.
Vinohradech.

Budte a, & mimobézky, ¢ jich pfitka. Mistem stiedd kouli
dotykajicich se riznobézek a, ¢ je symetralnd rovina ¢ obou (dvé
roviny o, ¢'); mistem stiedd kouli dotykajicich se pfimek 2, ¢
je symetrdla o (o) obou t&chto riznobézek. Tedy prisenice
n = (o, ¢) (jsou celkem CEtyfi: o’ = (o, ¢'), 0" = (¢", @), 0"* (6", ¢"))
je mistem stiedd kouli «, b, ¢. Bodem P ved rovinu @ | o.
@ protne hledanou kouli K v kruZmici % o stfedu (w), jdouci /.
Z bodu (a, @) vedené tetny ke K jsou vSecky stejné dlouhs,
rovné délce tetny z (a, w) ke % vedené. Naneseme-li tuto délku
na a od (a, ®) (coz se mize stiti na obé strany), dostaneme
doty¢ny bod #.. Rovina v ¢, vztylend | a sete o ve stiedu S
hledané koule K. ReSeni je tedy celkem osmiznaéné.

Pan J. Hladik, stud. VI. r. ve Velkém Mezifitf, podotykd,
Ze majitim pifimky o, kterd je primérem koule K, je tato tiloha
pfevedena na wlohu 7. a lze ji ddle tak FeSiti.

Pozndmka: Viech osm FeSeni je reslnych.
1.

Sestrojiti kouli, prochdzejici danym bodem a dotiyjkajict
se dané primky, zndme-1: jeden priamér (co do polohy).
' Prof. Josef Hanus,
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Redeni. Zaslal p. F. Matousek, stud. VI. t¥. r. v Kutné
Hofe.

Ototi-li se bod dany = kolem priméru P, vytvofi povr-
chovou kruZnici plochy kulové. Sestrojme prisetik dané teény T
s rovinou oné kruznice a vedme z bodu toho tedny ke kruZnici.

Pieneseme-li délku této tetny od onoho prisetiku na
piimku 7', obdrzime bod doty¢ny ¢. Vedeme-li bodem timto ro-
vinu kolmou ku te¢né 7, protind tato rovina osu P ve stfedu
s zidané plochy kulové. Polomér jeji » — st. Uloha jest dvoj-
znaind, jelikoz délku teny lze pienésti na tetnu 7' ve dvojim
sméru.

Jiné feSeni zaslal p. L. Klajny, stud. VII. r. v Pifbote.

Oznatme dany bod m, tetnu 7' a p¥imku, kterd jest primérem
co do polohy P. .

Rovina ¢ = (7, m) protne K v kruznici L, jdouci bodem
m a dotykajici se 7. Stfed kruznice L bude na pravoihlém
primétu A/ piimky P do roviny o. Sestrojime pfimku S sou-
mérné s 7' polozenou vzhledem k M. Nyni v o sestrojime kruz-
nici L, jdouci bodem = a dotykajici se pfimek 7, S. Stied
koule je na kolmici v stiedu L vztyéené k o. Uloha je dvoj-
znatnd.

Poznimka: Uloha je moZnd, pokud: V prvém feSeni jsou
obé teény kruznice K redlné; a v druhém feSeni, pokud bod m
lezi v témZ tblu piimek 7', S jako M.

8.

Ddn jest rotaéni kuel a wvnity libovolny bod F'; md se
urciti rovina o tak, aby jeji prisek s kuzelem byla kuzeloseika,
Jjejimé ohniskem jest bod F. :
Prof. Josef Hanus.

Regeni. Zaslal p. J. Ruda, stud. VIL. tf. r. na Krdl.
Vinohradech.

K feSeni ge uZije véty Dandelinovy. Dle ni mdme do ku-
zele vepsati kouli jdouci danym bodem #. Ulohu sestrojime dle
véty, Ze vSecky koule jsou podobné a podobné& poloZené !). Pak

1) Nejlépe pomocnou primétnou jdoueci bodem # a osou O, jit vo-
lime | 7. o
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v F vedeme tetnou rovinu ¢ ke kouli a ta rovina dle véty
Dandelinovy protne kuZzel v hledané kuzelosetce. Uloha je dvoj-
znaénd, protoze bodem F' jdou dvé& koule do kuZele vepsané.

9.

V' prostoru ddna jest libovolnd pFimka a mimo ni dva
libovolné body. Sestrojiti jest rotacni paraboloid, ktery danymi
body prochdzi a jeho? osou jest dand pFimka.

Prof. Jos. Hanus,

Redeni. Zaslal p. M. Dias, stud. VIa. tf. r. v Kro-
méFiZi.

Bud O dand pfimka, a, b dané body. Jimi jdou na hle-
daném paraboloidu P dvé povrchové kruznice, jichZ roviny jsou
1 O a jichz stfedy lezf na O. Libovoln4 osou O jdouci rovina
sete onen paraboloid v parabole P a ony kruZnice ve &tyfech
bodech a‘a’, ‘6" po dvou soumé&rné dle osy O lezicich. Body
{d'b'y a"b") = ¢q, (a’d", a"b') = p lezi na O a polira @ bodu ¢
ku P jde bodem p | O; t. j. pq je subtangentou jisté tetny
paraboly a tedy stfed » této usecky vrcholem. Tim je parabola
P uréena.

Jiné fefeni zaslal p. K. Setinek, stud. VI1I. r. v Bufo-
vicich.

Vrehol v paraboly P body a‘a”, b'6* jdouci a majici O
za osu ustanovime pomoci véty Pascalovy,

Pozndmka: pti tom oznalfme v libovolném pofddku body
a'a”, b'b" tslicemi 1234, b&Zny bod osy O &islici 5 a v = 6.

10.

Povrchové piimky daného rotaéniho Fkusele tvoFi s ro-
vinou phadorysnou uhel 60°; maji se uréiti ony teéné roviny
Luzele, jeZ jsou k obéma primétndm stejné naklonény.

) Prof. Jos. Hanus.

Refeni 1. Zaslal p. L. Stanék, stud. VII. tf. r. v Litovli.

Budiz » vrchol daného kuZele. VSechny dotyné roviny
k nému vedené sviraji s z dhel 60°. Maji-li téz s v svirati tyz
dhel, musi byti tetnymi ke kuZeli shodnému, o vrcholu v a ose

1 v
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Spoleéné teéné roviny budou tenymi rovinami bodem v
poloZzenymi ke dvéma shodnym koulim K, K,, po jedné do kaz-
dého z obou kuZzeli vepsanym. Takové teéné roviny jsou &tyfi,
dvé jdou pfimkou vrcholem v vedenou rovnobézné se spoleénou
centrdlou obou koulf, druhé dvé jdou spojnici » s pilicim bodem
usecky spojujici stfedy obou koulf.

Reseni 2. Zaslal p. J. Regnidek, stud. VIL r. v Nachods.

K sestrojeni spoleénych teénych rovin obou kuZzeld pro-
tnéme oba rovinou p, protinajici osy obou kuZeld v bodech
stejné od spoletného vrcholu » vzddlenych!). Prisetné kiivky
jsou dvé shodné ellipsy podobné poloZené o spoleiné ose, nebot
relativni poloha roviny ¢ k obéma kuzelim je tiz. Spoletnd osa
je 1 X,,. Ze spoletnych tecen t&chto ellips jsou dvé rovnobézné
se spoletnou osou a druhé dvé jdou stfedem podobnosti v ko-
neénu. Kazdou touto tetnou a vrcholem je urfena jedna hledand
rovina. Uloha &tyrznatna.

Jiné teSeni zaslal p. K. Lamser, stud. VII. r. v Bulovicich.

Hledand rovina je patrné kolma k piimee, svira-
jici ahly 30° s obéma primétnami. Takové piimky jsou Etyfi
(miZeme je na pt. vésti vrcholem ¢) a hledané roviny bodem v
jdouci a k nim kolmé jsou také Etyfi.

Pan F. Rosenbach, stud. VII. redlky v Pardubicich, zaslal
nésledujici Fegenf:

Roviny stejné k obéma primétnim sklonéné jsou kolmé
bud k roviné soumeérnosti nebo k roviné totoZnmesti. Vedeme-li
tedy vrcholem » piimku 4 | k rov. soumérnosti a B | Kk ro-
viné totoZnosti a poloZime t&mito primkami vSecky Ctyfi tecné
roviny k danému kuzeli, jsou tyto roviny hledanymi.

Pozndmka: Protoze A i B padnou vn& daného kuzele,
jsou vSecky &tyFi roviny redlné.

Z fysiky.
1.

Cistice hmoty m machdzi se v rovnovdze v bodé N na
primce, ma niZ nachdzeji se po obou jejich stramdch dvé pevnd
attrakéni centra O a O, jimi% je pritahovina silow rovnou
m . u* . (veddlenost)® a m . u? . (vaddlenost)r. Je-li n positivni

1) ¢ je || s rovinou soumérnosti neb totoznosti, ostatné libovolna.
43
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dokazte, 5e kond ddstice byvdi velmi mdlo z rovnovdZné polohy
v N vychylena pohyb harmonicky kolem sminéného bodu, a vy-
éislete dobu oscillaéni. Red.
Regeni, jez zaslal p. Theodor Mastny ze VIL. gymn.
v Praze v Zitné ulici.
Budiz NO —r, NO' = r,. Je-li z vychylka ¢istice smérem
k O, je urychleni

= (e — et (r—ay
n n
=uiri + (1) wiriTe + (2) Pyt A

n pn n N paN— __”l N gt —2 2
—Mr+(1)yr 1z (2}417* x? 4 ...

Jezto v bodé N jest rovnovdha, plati u?r® — prr". Za-
nedbdme-li p¥i velmi malém z vSechny vy$8i mocnosti poéinaje
drubou, zbyvd y = n (u*»"=1 4 p?r7~') 2. Urychleni jest imérno
vychylce z rovnovazné polohy, a jezto jest = positivni, sméfuje
k ni. Céstice kond tedy pohyb harmonicky o dobé kmitové

T:?n.\/i—.: 2
Y

Vi = 4 )

2.
Kyvadlové hodiny azpozduji se denmé o 5 vieFin; oé musi
kyvadlo byt gkrdceno, maji-li jiti sprdvné? Red.

Re%eni, jez zaslal p. Theodor Mastny ze V1. gymn.
v Praze v Zitné ulici.

Je-li 1 délka kyvadla daného a T__.2n\/—— jeho doba
kyvu a podobné [, délka kyvadla zkréceneho (spravneho) a

. T, = 27:\/—""‘ 1
jeho doba kyvu, plati
T:T,=24.60%:(24.60* — b).
Z toho plyne
l:1, = 864002 : 863952 — 1-000115.
1 s verqs

Jest tudiz ]o —-—m éi pf‘lbllZné

- =1 (1 --0000115).
Zkréceni musi obndfeti 115 .10 ° piivodni délky kyvadla.
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3.
Olovénd Fkrychle o hrané rovmé 4 cm md byti ve vodé
vyvddena (suspendovina) zavéenim na korkovouw kowli. Jak

veliky musi byti polomér této, je-li spec. hmota korku 0-24 (;%3,
olova 11'35 6—97—:7‘? Red.
Redeni, jez zaslal p. Mojmir Hordk ze VIL gymn.
v Kromé&iizi.
Nazveme-li hranu krychle I = 4c¢m, polomér koule u,
specifické hmoty

vody ¢ =1 lr-s, olova § = 1135 ‘qrs a korku s:O'24—g%
cm cm cm

a konetné& urychleni zemské tize ¢, musi dle zdkona Archi-
medova celkovy vztlak byti roven celkové vdze krychle a koule,

to jest (l‘*‘ -+ —% nx3) cg = 1389 + —i— nx3sg,

2 — G,
z &ehoz — ’
g7 (¢ —s)

Dosazenim hodnot plyne z = 5926 cm.

4.

Pod zvoncem vyvévy nachdzeji se sprdvné vdhy, na nichZ
Jjsou zavédeny dvé krychle; prvd md hranu 3 cm a vdéi 26:324
grammd, druhd o hrané 5 cm vdZi 262597 grammdé. Pri
Jistém afedéni veduchu nastane na vahdch rovnovdha; jaky je
tlak v tom okamZiku? Red.

Refeni, jez zaslal p. Ludvik Krajny za VIL redl.
v Ptibote. :

Budiz specifickd védha vzduchu pfi vaZzeni s, objem prvni
krychle ¥, = 4}, objem druhé krychle V, —a3. Jsou-li F/, a
£, védhy krychli za téchto pomérd, M, a M, vihy jejich ve
vakuu, plati

P, =M, — Voo Py, = M, — V,0,.

Za, jistého zfedénf, kdyZ spec. vdha vzduchu Kklesne na
hodnotu o, budou ob& véhy stejné, to jest
M, — Vie=M,— Vy,o Gli 0:————1'14,1 _—Jg“’ .

: o 17 2

43*
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Dosazenim za M, a M, plyne
P —P,+ 0, (V, — Vg)
V,—V,

Vysledek patrng zdvisi na pomérech, jez stdvaly za prvého
vazeni; zde pfedpokldddme poméry normélné, tlak b, — 760 mm
rtuti, teplotu 0° C' a tedy o, = 0001293 g¢r-zavazi.

Dosazenim hodnot plyne ¢ = 0000637 gr-zavazi, a jeito

c =

dle zdkona Boyle-Mariotteova %:—%" plyne pro tlak pod re-
cipientem za rovnovdhy b — 3744 mm.

5.

Bublina mydlinovd v priméru 8 cm mnaplnénd smési
jednoho objemu vodiku (hutnost vehledem ke vzducku = 00693)

a patndcti objemd veduchu (spec. hmota 0001293 ) Pravé
plove ve wvzduchu. Je-li specif. hmota roztoku mydnnoveho
1.1 g—n%’ vypoctéte tloudtku stén bubliny! Red.

Reseni, jez zaslal p. Lad. Stanék ze VIL redl. v Litovli.

Zveme-li polomér bubliny », jeji tloudtku x, hutnost vo-
diku d, tedy jeho hmotu specifickou o, = d . o, kde o je specif.
hmota vzduchu a s spec. hmotu roztoku mydlinového, jest

vdha uzavieného vzduchu —i—g . %— wrd.o.g,
. 1 4
védha uzavieného vodiku 163 wd.0.0.9,

védha obalu bubliny —#n(@®—(r—2)}.s.9=4nr’x.s.g

3

a vztlak na bublinu pisobici ;—nr?' .0.g.

Dle zdkona Archimedova

arddog = -4 nriag.

15 4
B3 +163 3

V rovnici je aZ na =z vée zndmo. Dosazenfm plyne hodnota
z = 0000912 mm.

4nrizog + —=
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6.

Jakd vertikdlni stla musi pisobiti na vrchni dno sklené-
ného vdlce, jens spodm’m (otem‘eny’m) koncem ponoren jest pod
dno o 18 cm nad hladinu rtufovou a je-li atmosféricky tlak
ddn rtufovym sloupcem 17 ecm? Viastni vahu a tlousthu vdlce
zanedbe]te, jeho vnitfni primér jest 6 cm. Red.

Reseni, jez zaslal p. Milos Smejkal ze VI. redl.
v Praze-IIL

Na hofeni dno védlce plisobi smérem dold tlak, dany vahou
sloupce rtutového, vysky & — 77 ¢m; smérem vzhiru phsobf
tlak sloupce rtufového vysky & — h = (77 —- 18) ¢m, nebot
v horizontdlni roviné uvnité rtuti vélce v téze vySi, jako jest
vnéjsi hladina rtuti, psobi smérem nahoru tlak barometricky.
Odpovidd tedy pietlak smérem dola tlaku sloupce rtutového
vysky 18 e¢m a sila vertikdlni smérem nahoru, jeZ mu drif

rovnovahu, jest
. h.s.g,

kde s jest specificki hmota rtuti.
Dosazenim

s=136-Lo, r=8om, =18 om, g =981

sec2
plyne, Ze jest rovna 679 megadyn ¢ili 6921 kg-zdvazi, vlastni
vize zvednuté rtuti
1.
Jakd musi byti tloustka drdtu Zelezného a médéného, jei
jsouce stejné dlouhé a mapjaté ddvaji tys tom? Spec. hmota

Zcleza je 1'8 a médi 8°8 Limr-a Red.

Redeni, jex zaslal p. Ladislav Stanék ze VII real.
v Litovli.
Vys$ka zédkladniho lomu napiaté struny jest ddna vzorcem
Taylorovym
1 P
2 " Vig.s?
kde 7 jest délka, g prifez, s specifickd hmota struny, P sila
napinajici Dle podminek dlohy md pro drdt prvy a druhy
1\/ P _1 /T
P q $1 QT 255,

N =
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to jest ¢;s, = ¢,5, a tedy jsou:li d, a d, priméry drdtd

dy 2 dy = Vs : Vs,
¢ili v daném piipadé

dr _ 1062
dew ~ 1 °
8.
Tekuty fosfor ochladi se na 30° C a v okamZiku, kdy
saéne tuhmouti, se prenechd sdm sobé — tepelné se isoluje.

Ztuhne vdechen ¢t jen jeho ddst? Kolikdtd édst zistane te-
kutou? Skupenské teplo tdni je 54 a teplo specifické 02
Red.

Reseni, jez zaslal p. Karel Teige z VIIL. gymn. v Praze
v Zitné ulici.

Budiz M hmota litky o bodu tdni 7', pFechlazené na
teplotu ¢ << T, o jeji skupenské teplo tini, C teplo specifické.
Mnozstvi ldtky, jeZ ztuhne, budiz . Pi tom vyd4 mnozstvi
tepla z . o, jeZ se spotfebuje na zvySeni teploty veSkeré litky
z t na T, takze

z.0=MC(T—1) &l x:%(T—-t).M.
V daném pipads, predpokléddme-li bod tani 7T = 44°,

plyne z = %M ; tedy ;—‘; pivodnfho mnozstvi fosforu ztubne,
13 zistane tekutym.

27
9.

Najdéte vetah pro krajni hodnotu lomeného vhlu @ hranolu
o indexu lomu n, p¥i niZ dopadajict paprsek prdavé jesté vy-
stupuje druhou plochou z hranolu. Pod kterym dwhlem vystoupi
pront paprsek dovniti hranolu odraeny z jeho tieti plochy,
je-li tato kolmd na roviné pailici thel ldmavy. Red.

Reseni:

Lémavy (v textu tulohy tisk. chybou ,lomeny“) thel hra-
nolu ¢ z ldtky o indexu lomu # bude maximdlni tehdy, vstu-
puje-li paprsek do plochy prvé pod dopadovym thlem « — 90°
a vystupuje-li z plochy druhé pod tymZ thlem &' = 90°. Je-li thel
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lomu u plochy prvé g a uhel dopadu na plochu druhou uvnit¥
hranolu f’, plati vSeobecns

sin o sin o ,
n = n —_ =N =
sin B sin B B+ =09

a dle uvedeného tedy
sz'nﬂzi sinﬂ':i =278 9=28
n n )
Pfi tom jde paprsek uvniti hranolu v minimu deviace, rovno-
bézné s plochou tfeti. Pro prvy paprsek na druhé plofe odra-
zeny je thel odrazu §“ — p‘, dhel dopadu na plochu tteti tedy
id ' m— 2 _
=B+ =59
a uhel lomu z tfeti plochy ven y dén vztahem

sin y __siny_n
in (3 —0) ™7

¢ili
2

siny::n.cosflﬂ:n(l—2sin2‘8)_—_n—-7.

10.

Dynamo 130-voltové napdji 1000 Sestndctisvickovyjch Zd-
rovek., Jak silného proudu je k tomu potiebi, absorbuje-li
kazdd Zdrovka 36 Watti na jednu svichu. Jak silny motor
musi dynamo hndti, poditime-li ma veSkeré ztrdty 20°/, pi-
vodni energie motoru, a co by stdl elektricky pohon tohoto mo-
toru, uctuje-li se (v Praze) za jednu Ekilowatt-hodinu 020 K?

Red.

Refeni, jez zaslal p. Gustav Méske z VIII. gymn.

v Ptibrami.

Celkovd energie pro Zirovky potiebnd jest 3:6 . 1000 . 16
= 57600 Watt — 576 kilowatt. P¥i nap&ti 130 Volt je potiebi
57600 . b16 .
30 = 443 Amper. Motor musi dodévati o8 = 72
kilowatt, coz stoji v Praze 72.02 — 14'4 korun za hodinu.

proudu
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Reseni tuloh zaslali:

. Jaroslay Benes, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.—12, 15, 17.-21., 23.—25,, 27.—36., f. 1.—10.,

. Jaroslav Bréek, VII. r. 1. v Plzni

m. 1, 2, 4, 14, 25, 33, d. 1.—3., 5—10,,

. Frantisek Cipro, VIL. g. v Praze, v Kiemencové ul.

m 1, 2,4, 8, 33, f2, 3,5,
Eduard Cech, VIL g. v Hradei Kralové
m. 1.—3., 5., 8., 13., 14., 17.—19., 22., 25.,

. Miloslav Dias, VI. r. v Kroméiizi.

m. 1—5, 8, 13, 19, 21., 22. 25, 29, 33. d. 1.—10.

. Josef Drlik, V. r. v Pifbofe

m. 1., 2, 21, 25,

. Vlastimil Fiala, VII. r. v Pardubicich

m. 1., 2, 4., 8, 13,, 14., 17—20., 25., 26., 29., 33., 35.,
d. 1.—10,,
. Fr. Frydrych, VIL r. v Hradei Krélové
d. 1.5, 9, 10,
. Josef Glogar, VIII. g. v Mor. Ostravé
m 8, f 2,3, 7,
. Old#ich Hanu$, VII. r. v Lounech
d. 9, 10,
Josef Hladik, VI. r. ve Velkém Mezifiti
m. 1., 2, 8, d. 2, 3, 5.—8,

. Jaroslav Horak, VH. g. v Ném. Brodé&

m. 33, f. 2., 3,

. Mojmir Hordk, VII. g. v Kromé¥izi

m. 1, 3, 5, 6, 8, 13.—21., 33, f. 1.—10,,

. Miroslav Hrabdk, VIL. r. v Prostéjové

m. 1.—4., 13., 15.—22., 25., 33,, 35,, d. 1.-10,, . 1.—10,,
Jaroslav Janko, VII. g. v Tiebiti

m 1, 2., 4, 8, 13.—15, 17., 19., 22, 33, 34, { 2.

3, 5.—-1,

. Ludv. Krajny, VIL. r. v Piibote

m. 1.- 6., 8, 10.—23., 25., 26., 28,, 29., 30., 31., 383, 35.,
d. 1.—-9, f 2.5, 7., 10,
. Vdclav Lamser, VII. r. v Butovicich
m. 1, 13, 25., 33, 35, d. 2., 3., 5. -8, 10,
. Jan. Marek, VIII. g. v Tébofe
m. 28., 30, 33, f. 2, 3., 65.—10,,
. J. Marik, V. g. v Praze IIL
d 9, f 5,
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. Theodor Mastnyj, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.—8., 13.—20., 22, 93., 25.,, 27.—35., d. 1.—10,,
. FrantiSek Matousek, V1. r. v Kutné Hote
m. 1, 2, 4, 5., 8,9, 13, 14, 18—23, 25., 26., 31.—36.,
d. 1.—10.
B. Mendl, VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.—36., f. 1. - 10,
. Gustav Méska, VII. g. v Pifbrami
f 1.—10,,
. Otto Mizera, V1. r. v Kutné Hofe
m. 25, d. 2.-5,, 8., f. 2, 3.,
. J. Pazourek, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 4., 8, 18, 25, f 3., 7,
. Adolf Plaéek, VIIH r. na Krél. Vinohradech
m. 1.,8,13,,14., 19, 22.,25,, 33.. 35., d.2,,3.,5.,10., £.3.,7.,
. Viktor Polansky, VIL. r. v Bulovicich
d 7, 8,
. Frantisel Reich, VII. r. v Budovicich
m. 1., 4, 25, 83,, d, 3, 5.—8,, 10,
. F. Rosenbach, VIIb r. v Pardubicich
d. 3., 5.—8, 10,
. Jaroslav Ruda VIIb r. na Krédl. Vmohradech
m. 3., 4., 19., 25,, 35., d. 1.—10,,
. Jan I?ehor, Vbg v Ceskych Budéjovxcich
m. 1., 2., 4—-8, 11, 13.—15, 19.—22., 25., 29., 32,
33, 35, d 1.-10, f 2, 3., 17,
. Josef Reamidek, VIL r. v Ndchod&
m. 1, 8, 9, 23, 25, 33, { 1, 3.—56, 10, d. 1.--10,,
. Karel Setinek, VII. r. v Bulovicich
nm. 1., 4, 13, 25, 83., 35, d. 2., 3., 5.—10,,
. Al. Singer, VII. r. v Pisku
m. 1, 33, d. 2, 3, 5.—8, f. 2—8., 10,
. Jan Sitko, VII. g. v Kromeéfizi
m. 1, 8, f 2, 3, 6,
. Josef Sklend, VIL g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1, 3.. 8, 18,,
. J. Skorepa, VIIb r. na Zizkové
d. 1.-3, b., 1.—10.,
. Fr. Soukup, VIL. g. v Praze, v Zitné ul.
m, 1., 7,

p. Vojtéch Soukup, VIIb r. v Praze, v Jetné ul.

d. 1.—10,,
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p. Lad. Stanék, VII. r. v Litovli
m. 1—36 d 1.-10, f. 1.—10,
p. Viclav btemochr VIL g. v C‘eskych Budé30v1cich
m. 1.—8,, 13.215.. 19. —23., 25., 27, 28., 30.—33., 35.,
36., f. 2.—b., 7.—10.,
p. Milos Smejkal, VIb r. v Praze IIL
f. 2—6., 10, d. 1.—7., 9., 10,
p. Stanislav Solta, VIL. g. v Praze. v Zitné ul.
m. 1.—6., 8, 10, 13., 16.--18., 20., 22., 23., 25., 27,
28., 30.,, 33.—35, f. 1.—10,
p. V. Stérba, V. g. v Ceskych Budéjovicich
m. 4, 8, 21, 25,
p. Miroslav Subert, VI. g. v Ném. Brodé
m. 31,
p. Karel Teige, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.—36., . 1.—10.,
p. Viclav Tesar, V. r., bytem v Praze 1L
m. 1., 14,
p. Jos. Vdﬂa, VII. g. v Pelhfimové
m. 1., 33, £ 3, 5,
p. J. Vaverka, VL. r. v Novém Mé&sté na Moravé
m. 33, d. 3., 5., 10, f. 1, 2.. 3., 5.,
p. Jan Zlatnik, VII. g. v Hradei Krélové
m 1, 2, 5, 6., 8, 14, 19, 20, 22.,
p. Jan Zubzk VIb r. v Praze IH.
m. 1——8 10.—15., 17, 19.—25., 27.- 36., d. 1.—10,,

£ 1.-10,
p. Vdclav Zdk, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
, 2, 6.,

Nepodepsany Z realky v Jiéiné
m. 1, 8—11,, 14, 21 d. 2. 3, 5.

Udéleni cen.

Z mathematiky:
Redakce tloh, piihlizejic nejen k poltu, ale i k jakosti

fefeni, pfisoudila témto pp. FeSitelim ceny vypsané vyborem
,Jednoty Ceskych mathematiki“,

Ceny prvni: ]
Jaroslav Bene$, VIL. g. v Praze v Zitné ul.
Mojmir Hordk, VIL. g. v Kromé&fiZi.
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Ludvik Krajny, VIL. 1. v Pkibofe.

Theodor Mastny, VII. g. v Praze v Zitné ul.
Frantisek Matousek, V1. r. v Kutné Hofe.

B. Mendl, VIIL. g. v Praze v Zitné ul.

Jan Reho#, Vb g. v Ceskych Budéjovicich.

Lad. Stanék, VIL. r. v Litovli.

Viclav Steinocher, VII. g. v Ceskych Budéjovicich.
Stanislav Solta, VII. g. v Praze v Zitné ul.

Karel Teige, VIIL. g. v Praze v Zitné ul.

Jan Zubik, VIb r. v Praze III.

Ceny druhé:

Eduard Cech, VIL. g. v Hradci Krélové.
Miloslav Dias, VI. r. v Kromé&fizi.
Vlastimil Fiala, VII. r. v Pardubicich.
Miroslav Hrabdk. VII. r. v Prostéjoveé.
Jaroslav Janko, VIL. g. v Trebidi.

Adolf Plaéek, VIIh r. na Krél. Vinohradech.
Jan Zlatnik, VII. g. v Hradci Krdlové.

Ceny tietf:

Jaroslav Bréek, VIL. r. 1. v Plzni.

Frantisek Cipro, VII. g v Praze v Kfemencové ul.
Josef Drlik, V. r. v Pribofe.

Viclav Lamser, VII. r. v Budovicich.

J. Pazourek, VIII. g. v Praze v Zitné ul.
Jaroslav Ruda, VIIh r. na Kréil. Vinohradech.
Josef Reznicek, VIL r. v Néchods.

Karel Setinek, VIL. r. v Budovicich.

Spis: Dr. F. Studnitka: Uvod do nauky o determi-
nantech (Sbornik J. C. M. & IIL) obdrzi pp.: B. Mendl, Lad.
Stanék, Karel Teige.

Z deskriptivni geometrie:
Spis: J. Sobotka: Deskriptivni geometrie promitini
parallelnfho (Sbornik J. C. M. & X.) obdrzi p. Jaroslav Ruda.

Spisy: Jarolimek: Deskriptivni geometrie pro vy3if
gkoly redlné I, IL, IIl.; Jarolimek: Deskriptivni geometrie
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v tlohdch pro vyS8§f Skoly redlné obdrzi pp.: Miloslav Dias,
Viastimil Fiala, Frantisek Matousek, Jan Reho¥, Josef Rez-
nidek, Vojtéch Soukup, Lad. Stanék, Milos Smejkal, Jan
Zubik. ~

Pénové Josef Reznicek a Lad. Stanék obdrzi nad to spis:
Cremona-Weyr: Uvod do geometrické theorie k¥ivek rovinnych.

Z fysiky:

Spis: Dr. V. Strouhal: Akustika (Sbornik J. C. M. ¢. VL)
obdrzi .
p. Theodor Mastny ze VI. gymn. v Praze, v Zitné ulici.

Spisy: Briot-P§enitka: Mechanickd theorie tepla a
‘Nébé&lek: O hvézddch. Nebeské hodiny. Praktické poudeni,
jak moZno uZiti hvézdného nebe jako hodin a kalenddie, ob-
drzi pp.:

Jaroslav Bene$ z VIIL. gymn. v Praze v Zitné ul.

Mogmir Hordk ze VII. gymn. v Kroméiizi.

Jan Marek z VIII. gymn. v Tébote.

B. Mendl z VIIL. gymn. v Praze v Zitné ulici.

Gustav Méska z VIII. gymn. v Pifbrami.

Alots Singer ze VII. redl. v Pisku.

Lad. Stanék ze VII. redl. v Litovli.

Stan. Solta z VIII. gymn. v Praze v Zitné ul.

Karel Teige z VIIL gymn. v Praze v Zitné ul.

Jan Zubik ze VIb redl. v Praze IlI.
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