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Poznamky o kubické involuci na elipse.
L. Seifert, Brno.
(Doslo dne 27. tnora 1941.)
Kubicka involuce na elipse

x=uacos O, y=>bsin O
je ddna rovnici

B —yt® + @of — @5 = 0,
kde ¢ = tg 10 je parametr bodu na elipse a @; (¢ = 1, 2, 3) jsou
linearni funkce parametru A. Ve svém élanku ,,Drobnosti z geo-
metrie’ uverejnéném v ro¢. 45 Casopisu pro péstovani matematiky
a fysiky ukazuje M. Lerch, Ze kruznice opsané trojinam involuce
probihaji Yadu druhého stupné, jejich stfedy vypliuji kuZelosesku
a kruZnice obaluji bicirkularni ki¥ivku &tvrtého stupné. Pfi tom
zustavaji kolmé k téze kruznici ¢ patii témuz trsu. Autor dava rad
a s prospéchem prednost parametru komplexnimu z = €@, ktery
s parametrem ¢ souvisi jednoduchou relaci

PR 1—=2
“'Txe
Obracené levou stranu rovnice bicirkularni kiivky F(z, y) = 0
1ze nekonedné mnoha zplsoby psati ve tvaru
F(x’ ?/) = ¢2(x’ Z/) - G(xz y) . H(xa y)s
kde @, G, H jsou vyrazy druhého stupné. ¢ = 0 je kuzelosetka,
ktera se ktivky F = 0 dotyka ve Styfech bodech na @ = 0. K¥ivka
pripousti obecné éty¥i analagmacie a lze ji ¢tyfmi zptisoby vytvoriti
jako obalku kvadratické rady kruznic
K, + 2AK, + 2,K, = 0.

Tyto kruZnice vytinaji na kuZeloseéce G = 0 &tvefiny bodové
a jejich souhrn se rozpadé v kubickou involuci a projektivni s ni
fadu bodovou, pfipadné na dvé involuce kvadratické spolu pro-
métné.l) Jako priklad uvadi M. Lerch v citovaném &lanku involuei

1) M. Lerch, Casopis 45, str. 386.
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tvofenou vrcholy Steinerovych trojahelnikd (t. j. trojahelnikii
maximalnfho obsahu vepsanych do elipsy) a involuci pat normal
spuSténych z bodu na elipse. V pozistalosti prof. M. Lercha nalezl
jsem poznidmku ziejmé se vztahujici k citovanému é&lanku, kde
uvadi, ze vysledky o kubickych involucich mohou vésti k zajima-
vym disledktm v p¥ipadé, Ze bicirkuldrni k¥ivka se rozpada ve dvé
kruznice, a ukazuje na piipad, kde jednd se o kruZnici opsanou
elipse nad velkou osou a vepsanou nad malou osou. Tato pozndmka
mé pohnula k sepsdni tohoto élanku. Nejprve demonstruji obecnou
uvahu na kiivce bicirkuldrni dvakrit symetrické, pak uvadim
ptipad, kdy se kfivka rozpadd v kruZnice nad osami a p¥ipad
ponékud obecnéjsi, kdy druhd kruZnice je nahrazena obecnou
kruznici dvakrat se dotykajici elipsy. Ukazuji se ¢etné zajimavé
konstruktivni detaily.

L
Bud dana kiivka
F(z, y) = (2 + y* —m)* — 4 (a,*2* + b%y?) =0, . (1)
jez patii mezi t. zv. Perseovy spiriky a predpokladejme a,, b,, m
redlné kladné, a,2 > b2 Kiivka ma dvé osy symetrie Oz, Oy
a dvé analogmacie a skladéd se ze dvou ovald, vnéjsiho a vnitiniho
(obr. 1). Jeji vrcholy (priseéiky s osami) jsou ;

i

(ea, & Va2 + m, 0), (0, eby + /6,2 + m) (e = =+ 1).

Jedna analagmacie mé stted O, mocnost — m a deferentu
2 2
L S (2a)

druh4 analagmacie mé rovnéz stfted O, mocnost + m a deferentu

P® ® T (9b
wrm P o (2b)
Elipsa E s poloosami a = a; + Vaz +m,b=—0b + Vb12+m

(obr. 1) mé s kiivkou F dotyk ve &tyfech vrcholech a velmi snadno
Ize verifikovati rozklad
F(x,y) =E.H— ®? (3)
kde -
xz 2 — a? —
E E?“—Z'—i——z—z—l, H = a%x? =+ bgyz—mz, ] z-—a,b—— xyY.

Napisme ted rovnici obecné kruznice, ktgré, mf’z’ gtfed na defe-

renté D (2a) a m4 k bodu O mocnost — m. Stred jeji jest
S: p=acosO, g="0sino,

anebo, zavedeme-li parametr ¢t = tg 40,
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_ol—a 2
p_a11_|__t2’q— 11+t27
vychéazi pak rovnice tvaru

K, + 21{175 + K2t2 =0, (4)
kde

Ky = «* + y? — 20,2 — m, K, =— 2byy, K, = 2* 4 y*+ 20,20 — m.

0br.1

Obalka kruznic (4), jak snadno zjistime, je identicks s kiivkou
(1) a ma ted tvar
K,.K,— K?=0. (5)

Pisme v rovnici (4) ¢t =y 4+ u a dostaneme pro tutéz radu
kruznic
I?O + 2;1]?1 + y2K2 =0,
kde
I?o = K, + 2uK, + p°K,, Fl = K; + pK,, ]_(2 = Ky;
opét jest
F(z, y) 51?0-1?2—1-?12 =0,
ale K, je ted obecnd kruznice ¥ady (4). Z identity
K,K,— K,* = EH — @2

jde, Ze priseéiky kruznice K, = 0 s elipsou E = 0 spliiuji jednu
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nebo druhou z rovnic
K, + & =0,
t. j.
K, + ® + uK, = 0 nebo K, — @ + uK, = 0,
neb rozepiSeme-li a piSeme-li 1 misto u

Yy (2b1 —

a?

—a_bﬁx) + A (2% 4+ y* + 2,2 —m) = 0,

a? — b2
y(2b1+—ab x)+l(x2+y2+2a1x—m)=0.

(6)

Oba svazky maji dva zdkladni body spoleéné, t. j. y = 0,

K,=0¢liA(—a,0),M(a — Va12 + m, 0). Prvni lezi na elipse E.
Dalsi dva zakladni body prvniho svazku P, jsou prusesiky
primky

a2 - bZ
2bl_T x = 0 s kruznici K, = 2? 4+ 42 + 2,0 —m = 0

a lze snadno zjistiti, Ze jsou opét na elipse E. Druhy svazek ma
pouze jeden zakladni bod 4 na E, dalsi dva P’, Q' mimo E a vytind
tedy na £ trojiny kubické involuce, kdezto prvy svazek vytina
jednoduchou fadu- bodovou.

Abychom dosli k parametrickému vyjadieni involuce, piSme

(1,222162’ takze body

P, @ maji soufadnice x = a cos #, y = + bsin &. Vyraz

K, = 2% + 4% + 20,2 —m = (a? — b?) cos? ¢ + 2aa, cos ¢ + b*—m

vymizi pro ¢ = 9 a lze jej tedy psati, klademe-li a? — b% = c?,
(cos ¢ — cos D) [¢? (cos ¢ + cos ¥) + 2a,a].

Tento vyraz vymizi i pro bod 4 (—a,0), t. j. ¢ ==z, jinak
¢ (— 1 4+ cos ¥) + 2aa;, = 0 a lze jej tedy napsati:

K, = ¢? (cos ¢ — cos &) (1 4 cos ¢). (7

Parametry proménlivych priseéika svazki (6) s elipsou B
hovi relacim

(cos & F cos @) sin @ + 4 (cos ¢ — cos ) (1 + cos ¢) = 0,
&ili po rozdéleni a redukei

r=acos@, y=>bsing a polozme cos ? =

' . 9 —3

@, je anomalie bodu R jednoduché fady, ¢ je anomalie bo'du kub?ck{a
involuce. Pime pro kratkost tg 3¢ = t, tg 9 = k; rovnice kubické
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involuce je pak -

B —t + A (12— k2) = 0. (8a)
J sou-li fy, fs, fs zékladni symetrické funkce kotent ¢, t,, #5, jest
szlz—-l,kfzz—l,fs——l, (9)

vyloudenim A dostaneme charakteristické rovnice nasi kubické
involuce

k%+k=&h=—%, (10)

z ¢eho
f1 = fz . f3-

Geometricky vyznam této relace jest, Ze normdly elipsy E
sestrojené v bodech jedné trojiny involuce prochézeji tymz bodem.2)

Trojina bodu uvazované kubické involuce stanovi trojahelnik
a jeho strany se opét dotykaji kuZeloseky s osami Oz, Oy a kon-
struktivné se snadno uréf z trojahelniki, jejichz jeden vrchol padne

do vrcholu elipsy. Jeji rovnici dostaneme, uvazime-li, Ze pliicke-
rovské souradnice spojnice (¢, t,) jsou

bl —1 ?']_ t1+tz
a (tt, + 1)’ b (tta + 1) ’
jeji rovnice
z
FM—Uf%meMMHZQ (11)

Vylouéime-li z rovnic (10) a (11) velidiny ¢, + £, tts, ¢35, dosta-
neme rovnici obalky ve tvaru
1+ k2 \2 22 1 -+ k2 y2_1
1— k2 4k (1 —k?) b
Pouzijeme-li vzorci uvedenych v Lerchové praci pro stied
kruznice opsané trojiné bodii na elipse,®) dostaneme snadno

(12)

S : %y = a;, cos @y, Ys = — by sin ¢g;

stfedu S kruznice na deferenté D patii tedy anomalie @ = — ¢,
znaménkem riiznd od anomalie bodu R jednoduché fady na elipse £
(ktery dopliiuje trojinu kubické involuce).

Bod R(g,) koncyklicky s trojinou involuce méa za diametralng
protilehly bod # 4+ ¢, a dle znamé véty Joachimsthalovy normala
jeho jde pruseéikem normal sestrojenych v trojiné involuce.

Zavedme do charakteristickych rovnic (9) veli¢iny & a ¢, dle

2) Lerch, 1. c. str. 160.
3) Lerch, 1. c. str. 385.
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rovnic A = tg §¢,, k% = tg? §¥ a dostaneme
® 9 )
fr = — tg 5 cotg? 5 fr=—cotg? =, f = tg %-

Piipojme k boddm ¢, #,, #; jests bod £, — — -}1_ = — cotg 22,
takZe normaly vSech &tyf bodé jdou tymz bodem. Oznaéme déle
symetrické funkce parametra i, i, t;, £, pismeny g, gs, g3, 94; PO
snadném vypoétu mame

cos ¥ cos @, 2

g1+g3:2§i;2—g'sin%’ 01— 9gs = —

sin? 3¢ sin ¢,
Dle formulek pro priseéik normalt)

_ gty 4 1
@’ gi—gs’ b g—9g,
vychéazi v nafem piipads
c? 2¢? 3
= —— = — in2 — si
x €08 dcos @, ¥ - Sin® - sin g (13)

Priseéik normal v trojindch involuce opisuje tedy opét elipsu
s osami Oz, Oy.

II.

Je-li v rovnici (1) @, = b; zvrhne se bikvadraticka kiivka (1)
ve dvé kruZnice s poloméry a, b se stfedem O, tedy v kruZnice
nad osami elipsy £ (obr. 2). Pak je ziejmé m = ab (@ = a, +
+ Vaf +m, b=—a,+ Va12 + m).. Kruznice obalujici tuto
zvrhlou kiivku, jeZ maji ke stiedu O mocnost — m, maji své stiedy
na kruznici k o stfedu O a poloméru §{a — b). Dotykaji se kruznic
(@), (b) a vytinaji na elipse E kubickou involuci a fadu bodovou.
Strany trojahelnikd tvorenych trojinami kubické involuce obaluji

a stfedu O. Prusedéik normal.

opét] kruznici ! o poloméru = a4

+b
sestrojenych v trojinidch involuce vyplni elipsu
(@a—0b)b (@a—b)a .
x:——a‘coswo,y—: b—Sln(po.

Tuto kubickou involuci lze nazvati kinematickou, nebot
k nf pFijdeme, vytvorime-li elipsu jako hypocykloidu prodlouiqnvou
nebo zkréicenou. Necht kruznice o poloméru 7 se kotali po, vnitini
stran® kruZnice o poloméru R a v roviné hybné kruznice at je bod M
ve vzdalenosti g od jejiho stfedu. Rovnici kiivky, jiz probihd bod. i!f

4) Lerch, str. 160. o S Lam
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lIze psati -
7+ iy = (R—r + ge=) e, Ra =1f,

kde «,  jsou stfedové tihly odpovidajici obloukim probéhnutym
na kruhu pevném a hybném. Pro elipsu jest

a
X =acosp=

. . a . .
— (e'® — 1 — 1 — — ("9 — e—'9
5 (€' + e—io), Yy bsin ¢ % (e e—e)

x-]—iy:a—;

obr.2

Srovnidnim s hofejsi rovnici vidime, Ze elipsu lze povaZovati
bud za hypocykloidu zkracenou, kde

RzZr:a—i-b,g:a;b((x:tp),

anebo za hypocykloidu prodlouzenou, kde

a-+b
2

Vsimnéme si druhého ptipadu. V obr. 2 jsou (a), (b) kruZnice
nad velkou a malou osou elipsy E. Stied hybné kruZnice () v po-
tatedni poloze bud O, a bod M at splyne s vrcholem 4. Viimnéme
si kruznice m o stfedu O, a poloméru g. Pfi uvaZovaném pohybu
kruZnice m se dotykd kruZnic (a), (b), stied jeji opisuje kruznici &

R=2r=a—0b, g=

(x = — ).
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o) sﬁ‘edp O a poloméru 4(a — b). Bod M (v poéateéni poloze A) opi-
suje elipsu K. Mimo to kruznice m seée elipsu E ve tiech bodech
1, 2, 3, jez tvori kabickou involuci. V obecné poloze jest rovnice
kruznice m

x4yt —2px — 2qy + p* + ¢ —g* = 0,

kde
a—Db a—2>b a-+b

5 Cos o, q:—~——2——sinw, g =

nebo po tupravé

=

=a'+ y*—(a—b)xrcosw + (@ —b)ysinw —ab = 0. (14)

Hledejme komplexni parametry z = ¢i@ priseéika kruznice m
s elipsou K. Dosadime-li do rovnice (14) hodnoty x = a cos ¢,
y = b sin ¢, dostaneme nejprve

(@ —b)*

c? cos 29 — (@ — b) (a cos w cos ¢ — b sin o sin ¢) - 5

—_— 0,
nebo, zavedeme-li komplexni hodnoty z = e, z, = ¢i®

a—>b

a -+ b

(@cos w—1tbsinw)z 4+ 1 =0;

2t (@ cos w + b sin w) 2% + 2 22 —

. 2
a-+b

a—b

piseme-li jesté h = dostaneme po apraveé

a—Db
a -+ b
h 1
2t—|zy +—| 2% + 2h2? —|hzg ——) 2+ 1 = 0. (15)
%o 20
Této rovnici hovi ziejmé hodnota z,, jez piislusi bodu M, jenz
opisuje elipsu E pii uvazovaném pohybu. Délime-li rovnici (15)

¢initelem 2z — z,, dostaneme pro dal§i t¥i praseéiky kruznice m
s elipsou rovnici

z3_“f122 + fzz_f:z =0, (16)
kde
h 1
h= ) fo=h f3= z—; (17)
2 0

tato rovnice definuje kubickou involuci na elipse. )
Spojnice bodu z;, 2, na elipsu ma plickerovské souradnice

B 1 1+ 22 ___1' 1 — 22,
B a 2+ 2 b 2+ 2
a vzdalenost od pocatku
! ab (&1 + =) (d* = a2+ b?).  (18)

W= e = e e
Vu2 + o? Vﬁldzzlzz — 2 (1 + z,%,?)
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Vylouéime-li z rovnic (17)-z,, 23, dostaneme
2ze (B + 1) — b (2%2* + 1) — (2, + 2,)* = 0,
nebo dame-li za 4 opét ptivodni hodnotu
222,0% — c? (2,222 + 1) = (a + b)? (2, + 2,)%
Dosazenim do rovnice (18) dostaneme

w — ab
T a4+ b

Strany kinematickych trojahelnika obaluji tedy kruZnici.

Elipsa F a kruznice [ stfedu O o poloméru a,—(f_}——b jsou

tedy dvé kuzZeloseéky v Ponceletové poloze; jest neko-
neéné mnoho trojthelnikd elipse vepsanych a kruznici
opsanych.

I11.

Méjme dvé nesoustfedné kruznice
A=a?4+y>—a?=0, B=a2+4 y2—2lx + 12— 2= 0. (19)

Stied prvé je O (0, 0), stted druhé L (I, 0). Geom. misto stiedu
kruznic, které se dotykaji soutasné kruznic 4 i B, jsou dvé kuzelo-
selky (deferenty) o spoleénych ohniskach O, L. Kruhy jedné nebo
drubé Fady jsou kolmé k té%e kruZnici & pat¥i témuz trsu. Tato
kruznice mé stfed v jednom neb druhém sttedu podobnosti kruznic
A, B a jde jejich spoleénymi body (Steinerova kruZnice svazku
A . B).
Predpoklddejme, Ze kruznice B je uvnitf kruznice A4 dili

PR .o w1 l
a — o > [. Vn&jsi stied podobnosti mé souiadnice x, = a

H

9o = 0. Prisluind deferenta ma stfed w (3I, 0). Vrcholy jeji na
ose Oz jsou stfedy kruznic nad priméry (a, I— p), (— a, 1+ p), t. j.
at+l—p —a+l+o,

H=——y s L= poloosy jeji jsou
alle__;____a;&)’ b'=Va/’2—0wé=%V(a—Q)2——l2-
PiSme jeji rovnice
p=43l+a cos @, ¢g=>"sin0O;
pfisluiné kruznice trsu maji tvar
x4 y*— 2px — 2qy + u = 0.
Jejich spoleénd mocnost k bodu (z,, 0) jest

M = (xy—a) (xp—1 + o)

112



a mame Ppro » rovnici

5 x02_2Px0+n=(xo_‘a)(xo_l+Q),
z &eho

n = al cos O — ap.
Je tedy rovnice obecné kruznice rady
22 + y* — 2px — 2qy + al cos @ —ap = 0. (20)

Bud déna elipsa E s poloosami a, b (obr. 3), nejmensi opsany
kruh o stfedu O a poloméru o a jiny kruh B, ktery ma stfed L na
hlavni ose Ox a dotyka se elipsy ve dvou bodech U, V. PiSme
OL = [, polomér kruznice B oznaéme g a soufadnici boda U, V
oznaéme &. Pak jest

2 2
l=(c;-2§, 92:(;2(1_;52)

a rovnice kruZnice B

2 2
x2+y2_%§x_b2+§§§=0. (21)

Mgjme zase na mysli kruznice, které se dotykaji kruznic 4, B
zpiisobem vy¥e uvedenym. Pro poloosy deferenty D nalezneme zde
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’ a—e b — a0 — b .
27 - 20
rovnice proménlivé kruznice jest opét (20).

Kruznice fady (20) vytinaji na elipse E kubickou involuci
a projektivni svazek. Trojahelniky urdené trojinami kubické invo-
luce obaluji kuzelosetku, jez ma Ox za osu symetrie. Délku této osy
a stfed kuzeloseky nalezneme takto: Kruznice fady (20), jez odpo-
vida hodnoté @ = 0, dotyka se elipsy v bodé (a, 0) a sete ji ve dvou

bodech na spojnici z; = ?az- (al — ap + b?), kruZnice, jez odpovida
hodnoté @ = x dotyka se elipsy v bodé (— a, 0) a sede ji ve dvou
bodech na pfimce z, = ;2- (al + ap — b2). Tyto pfimky jsou teé-

nami obalené kuZeloseéky. Pulici bod jejich vzdalenosti jest x =
2

= %2{ = £, tedy pata seény dotyku kruznice B s elipsou E. Hle-
dejme ohnisko této kuZelosetky. Mezi kruZnicemi fady (20) jsou dvé
s polomérem nula. Jejich stifedy jsou pruseéiky kruznic 4, B a za
danych podminek jsou imaginarni. Ale kruh s polomérem nulovym
jsou dvé isotropické p¥imky a jedna z nich spojuje dva body jedné
trojiny, jest tedy teénou uvaZované kuzeloselky a see osu Ox
v redlném ohnisku. Pro chorddlu kruznic A, B dostaneme vSak
snadno, vyjadiime-li [ a g veli¢inou &

. a2+l2_92_a2 E

S T K
pro potadnici pruseéiku jde

9 . . a4 1 62 2

Yoo = a° — X, :_4_5'2‘ Iy
tedy
ia? g2
Yo= £ 2 (1 — EE)

Prusediky isotropickych pirimek jdoucich bodem (z,, + o)
s osou Oz jsou z, + 1y, V naSem piipadé dostaneme pro jednu -
hodnotu & Mame tedy kuZelosetku, jejiz jedno ohnisko splyva se
stfedem, jest to tedy kruZnice. Dosli jsme tedy k vysledku jisté
zajimavému:

KruZnice, které se souéasné dotykaji kruznice 4
opsané nad hlavni osou elipsy a jiné kruZnice B, jeZ m4
stfed na hlavni ose a ma s elipsou dvojnasobny dotyk,
a které patii trsu s mocnosti zapornou, davaji na elipse
¢tveFiny bodové, jeZ se skladaji z jednoduché fady a
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z kubické involuce tvofené Ponceletovymi trojahelniky
opsanymi kruznici, jejiz st¥ed je na seénd dotyku krui-
nice B s elipsou E.

Napi$me rovnici uvazované kubické involuce. Je uréena dvéma,
trojinami, jez lze snadno sestrojiti. Jednu vytind kruznice nad pru-
mérem (a, ] — g), ktera se dotyka elipsy ve vrcholu R, v némi
splyvé jeden bod trojiny s bodem jednoduché fady. Parametry
bodii této trojiny jsou z = 1 (p = 0), €%, e—*, kde @ cos & = x,,
tedy
al — ap + b?

cos & = o (22a)
Podobné kruznice nad primérem (— a, I 4+ p) dava druhou trojinu
s parametry z = — 1 (p = 7), €%, e—%, pii dem a cos B = x,,
al 4+ ap — b?
cos f = — e (22b)

Méme tedy dvé trojiny involuce
(z—1)(*—2zcosax + 1) =0, (4 1) (22—2zcos f+ 1) =0
¢ili
B— 1+ 2cosx)z2+ (1 4+ 2cosx)z— 1 =0,
B+ 22(1—2cosf) + (1 —2cosf)z+1=0.
Rovnici involuce mozno napsati
B—(1+2cosx)z2+ (1 +2cosx)z—1—
— A[(1 4 cos & — cos f) 22 — (cos & + cos ) z 4+ 1] = 0. (23)

Utvorme zakladni symetrické funkce kofeni f;, f,, f; a elimi-
nujme 2; dostaneme

fi = fs (1 + cos &« — cos ) 4 (cos &« + cos ),
fo = f5 (cos & + cos f) + (1 4 cos & — cos f). (23a)
Hledejme soufadnice stiedu kruZnice opsané jedné trojiné.
PouZijeme vzorch z uvedeného ¢lanku Lerchova?®)
_ 1 B ot Ly f
p—gtlj(fl+ﬁ.+f3+f3)’q—Sb(f1+f3 f3 f3'

Dosazenim dostaneme po kratkém vypottu

?pr = (2 + cos & — cos f) (fs +fl) + 2 (cos & + cos f),
§b—? = (cos &« — cos f3) (f3 _l) (24)
c% fa

5) str. 390.
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V nafem piipadé viak jest -
p=3+a'cos®, ¢g=1>0sin6O
dale dle (22a, b)

2al : b —ap 4b ,
coscx—[—cosﬁ=?—, cosoc—cosﬂ=2—T=—?2-b,
7z &eho
at—ap 4a ,
24 cosax—cosf=2———=—a

c? c?
Dosadme do rovnic (23a) a vyjde

Obr. 4.
1 .. 1
>f3——= 27 sin @, f3 +_: 2 cos @) (25)
fs fs

tedy f; = €. O je anomalie stfedu kruznice, é¢tvrty bod koncy-

klicky s trojinou involuce mé parametr 7 = ¢~ a odpovida tedy
anomalii — 6. )
Polomér kruznice [ vepsané vSem trojuhelnikiim kubické

. . T—x _a
involuce jest — T (ap — b2).

V&imnéme si jedté zvlastniho piipadu, kdy bod L padne do
ohniska elipsy E (obr. 4); polomér ¢ pak se rovna nule a seéna do-
2
tyku je ftidici pfimka d. Vepsand kruZnice ma polomér %

xz — X

= Tl . Deferenta je geom. misto stfedu kruznice, ktera jde

bodem L a dotyka se kruznice o stiedu O a poloméru a, tedy elipsa
s ohnisky O, L a hlavni osou a, zkrdtka podobna a podobné polo-
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Zend s elipsou E, pfi éem pomér podobnosti je 1 : 2. Mozno tedy
vysloviti vétu: .

KruZnice opsana nad ohniskovym pruvoditem elipsy
dotykd se kruznice opsané nad hlavni osou elipsy a sede
ji je8t8 ve tfech bodech. Trojuhelniky téchto t¥i bodu
jsou opsany tézie kruznici, jejiz stfed je v pruseéiku

2
tidici pfimky s osou a polomér i—z.

Obrazky L. Seifert. Archiv JCMF.
*

Einige Bemerkungen iiber die kubische Involution auf einer Ellipse.
(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

In einer in dem Jahrg. 45 dieser Zeitschrift veroffentlichten
Arbeit zeigte M. Lerch, da die Kreise, die den Dreiecken einer
kubischen Involution auf einer Ellipse umbeschrieben sind, eine
bizirkulare Kurve umhiillen. Dieselben schneiden also rechtwinklig
einen Kreis und jhre Mittelpunkte erfiillen einen Kegelschnitt
(Deferente). Jede bizirkulare Kurve kann bekanntlich auf vier-
fache Weise als Umbhiillungskurve einer quadratischen Kreisreihe
aufgefafit werden. Es gilt auch die folgende Umkehrung. Es sei E
ein Kegelschnitt, der diese Kurve in vier Punkten beriihrt. Die
Mannigfaltigkeit der Punktquadrupeln, in denen E von der Kreis-
reihe geschnitten wird, zerfallt in eine kubische Involution und
eine projektive Punktreihe oder in zwei quadratische Involutionen.

Der Verfasser betrachtet den Fall einer symmetrischen bi-
zirkularen Kurve F (Gl. (1)) und einer Ellipse E (a, b), die diese
Kurve in den vier Punkten auf den Symmetrieachsen beriihrt,
wobei die erwéahnte Mannigfaltigkeit der Punktquadrupeln in eine
kubische Involution und eine projektive Punktreihe zerfallt. Die
Gleichung der Involution ist (8, 8a). Die zugehorigen Dreiecke
umbhiillen ebenfalls einen Kegelschnitt (12) und die Ellipsennor-
malen in den Eckpunkten schneiden sich in einem Punkte, der sich
wiederum auf einem Kegelschnitte (13) bewegt (Fig. 1).

Wenn die Kurve F in zwei Kreise (a), (b) iiber den Achsen der
Ellipse E (a, b) zerfallt, so schneidet der diese zwei Kreise beriihren-
de Kreis m (Fig. 2) die Ellipse  in einer Reihe und einer kubischen
Involution. Diese letztere wird als kinematisch bezeichnet, da
die Ellipse als eine verlingerte Hypocykloide aufgefaBt werden
kann. Die Involution ist durch die Gleichungen (16), (17) gegeben,
wobei z = ¢i* den Parameter bedeutet. Die Dreiecke umbhiillen

a
einen Kreis, dessen Mittelpunkt O und dessen Halbmesser A

ist. Dieser Kreis und die Ellipse E sind demnach zwei Kegelschnitte
in Ponceletscher Lage.
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Wenn die Ellipse E (a, b); der Kreis A4 (0, a), der doppelt
berithrende Kreis B und die Kreisreihe (20), die die beiden Kreise
beriihrt, gegeben sind, so kommt man zur Involution (23). Die
Dreiecke umhiillen dann einen Kreis, dessen Mittelpunkt sich auf
der Beriihrungssehne des Kreises B mit der Ellipse E befindet
(Fig. 3).

- Ein besonderer Fall entsteht, wenn B in einen Brennpunkt L
und die Berithrungssehne in die Direktrix d tibergeht (Fig. 4). In
diesem Falle kommt man zu dem folgenden Satze: Die auf den
Brennpunktvektoren stehenden Kreise beriihren den Kreis (0, a),
und schneiden die Ellipse in drei weiteren Punkten. Die Dreiecke
dieser drei Punkte umhiillen wiederum einen Kreis, dessen Mittel-
punkt der Schnittpunkt der Direktrix mit der Achse und dessen

2
Radius a% ist (c? = a? — b2).
c
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