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d, a,, b opatfme si dva sdruZené pdly p, ¢ na X, podle al. 1.,
nates 0,0=— o,w=Vo,p.o,q stanovi vrcholy ellipsy X na
ose X,. Obdobn& stanovime vreholy ellipsy L, ototime je kol
S do roviny = zpé&t atd. Vysledkem je rotaéni ellipsoid.

Dodatek. Znama je konstrukce poloos hyperboly a, b,
dany-li asymptoty jeji M. N (obr. 13.), tudiZ i osy jeji X, ¥
a jeden bod kiivky e¢. Vedeme-li bodem ¢ kolmici ku X, kterd
protne asymptoty v bodech r, s, bude 2=¢r.cs. Tuto kon-
strukei odvozuje K. Pelz ve svych ,Pfedndkdch“ pomoci pri-
seku rotaénfho kuzele s rovinou (viz také G. P. IV. na str. 7.
dole). Uzitim vé&ty z na$f tlohy 8. mozno konstrukei oddvodniti
rovinnou geometrif synthetickou: vedeme-li cp|| M, cql| &V,
budou p, ¢ sdruzené pély na ose Y, proiez b2=—op.oq, a
protoze op =rc, 0q = sc, jest b%=rc . sc.

Z b, M, N sestrojime jiz snadno poloosu hlavni a. PHmd
konstrukce je tato: ceg ] Y. a=ct=Vece.cq. Dikaz : body
h, § (cj || N) jsou sdruzené poly na ose X, tedy a®=ok.oj;

ale oh=-¢c, 0j = ge, tedy a*=¢ec . gc.

Reseni linearnich rovnic vektorovyeh o jedné

nezname.

Napsal vl. rada Ant. Libicky.
(Dokon¢eni.)

5. Redeni kazdé rovnice skaldrni, kteri md tvar slozit&jsi
nez rovnice (1), (5) a (9), lze uvésti na ¥eSeni téchto jednodu-
chych rovnic. Jakych obrati se pii tom pouZivi, poznime nej-
lépe z téchto piikladi:

Priklad 1.

[xXa].b=m (14)

Jezto dle V. A., pag. 18

[x X a].b=1[aXDh].x,
lze tuto rovnici psiti téZ ve tvaru
[a X b]. x =m; N
nahradime-li tu soutin a X b vektorem ¢ = (al sin ab) e,,
kolmym k roving vektorid a a b, nabudeme rovnice
¢c.X =m,
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jejiz feSenf bylo provedeno v odst. 1. Reeni neni tedy urtité :
kofent jest nestislné mmnoZzstvi a koncové body jejich lezi v roviné
kolmé k ¢ ve vzddlenosti od pocdtku rovné

m

-
ab sin ab
jednotkdm délkovym. Vyplyvd to téZ z toho, Ze dle vyznamu
-skaldrnfho soutinu ti{ vektord zdéd4 se TeSenfm rovnice (14),
aby ustanovena byla z obsahu rovnobé&znosténu a jeho zdkladny
hrana tieti; patrné lezi jeho prot&jsi zdkladna v roviné rovno-
bé7né k zdkladné spodni ve vzddlenosti rovné vyice rovnob&zno-
sténu.
Podobnym zplisobem fe§i se rovnice

x.[aXb]=m npebo [aXx].b=m.

Priklad 2.
[x X a].[bXe]=m. (15)

Polozme na levé strané za soucin b X ¢ vektor d, kolmy

N
k roviné vektorti b a e, jehoZz délka jest Ac¢ sin be a jednotkovy
vektor d, ; tim obdrzime rovnici
[x X a].d=m,
kterou jsme fe§ili v pifkladé 1.

Podobné fesi se rovnice téhoz tvaru (15), v nichz viak
nezndmy vektor X jest na druhém, tfetim nebo Ctvrtém misté
levé strany.

Priklad 3. Je-li TeSiti slozit&jsi rovnici skaldrni-

m(x.a)+n[xXb].e+p[xXd].[eXf]+ ¢=0,
(16)
zménime p¥iméfend nékteré tleny jeji levé strany. Tak ve dru-
hém Clenu uzijme vzorce 14 V. A. (str. 18), dle néhoz

[x Xb].e=x.[bXel;
ve tfetim ¢lenu nabhradme soutin- e X f vektorem g, kolmym k e

a f, a piSeme
[xXd]l.g=x.[dXg]l

Témito pfeménami vznikne rovnice
m(x.a)+a2x.[bXe¢] ﬂ-px.[d}(g]:‘—_q
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¢ili, vytknouce na levé strané vektor X,

X.ma+nbXe]l+pldXxXg)=—¢
Seitems-li vektory v zdvorkdch a oznatime-li soulet ten
ma + n[b X e]+ pld X g]l=s,

obdrzime rovnici

X.8=—gq,
¢imZ jest prevedena rovnice (16) na tvar (1), ktery fesime dle
odst. 1.

Kdyby v dané rovnici (16) nezndmy vektor x, vyskytu jici
se v soucinech na levé strané, byl na jiném misté nez na prvém,
mizeme soutiny ty pretvofiti tak, aby byl na misté prvém. Po-
uzijeme pfi tom zndmych vzorci:

a.X=X.a,
[bXx].e=[xXe].b=x.[e XDb]
[aXb].x=x.[aXDb]
[dXx].[exXfl=[dXx].g=[xXg]l.d=x.[gxd],
Je-li g—=eXf’
[dX<e].[x Xfl=h.[xXfl=[xXf].h=x.[f xh],
[dXx<e]l.[fXx]=h.[fXx]=x.[hXf]
je-li h=d X e.

Z ptikladu toho jest patrno, jak jest postupovati, je-li Fe-

§iti skaldrni rovnici tvaru jakéhokoli.

II. Reseni rovnic vektorovyech.

6. Abychom fefili vektorovou rovnici tvaru

mx —na —pb—gqge—... =0, (17
ustanovime

¢ —= 1 r 1
X = a—{—mb—}-mc—l—...

m

a seiteme vektory na pravé strand, pfihliZejice k jich sméru
i délce.

Jestlize ve zvla§tnim p¥ipads -
m=n+p+qg+..,
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jest
x:na—l—pb—‘rqc—l— ..
n+p+qg+... "
¢imZ urcen jest stfed hmot n, p, ¢ ..., umisténych v koncovych
bodech vektord a, b, ¢ ...
7. @) Rovnici

(X.a)b=m (18)
miize byti vyhovéno, maji-li vektory b a m tyz smér, tedy také
tyz vektor jednotkovy. Polozime-li tudiz b = db,, m = mb,,
zméni se tato rovnice v

bx.a)=m
&ili -

m
X.a :T ’

protez feSeni rovnice (18) pfevedeno jest na FeSeni skaldrni
rovnice 1 (odst. 1.).
b) Rovnici

x.a)e+(x.b)d=m (19)
(v niz ¢, d a m jsou komplandrni) feifme, ndsobime-li ob&
strany jeji skaldrné nejprve reciprokdlnim vektorem
v
v.e
k vektoru ¢ ve sméru vektoru v, ktery jest veden kolmo k d
v roviné vektori ¢ a d; ponévadz v tom piipadé

v
v.c

.cl:

.e=1a d.d=0

¢ .=

(za pFitinou kolmosti vektorid v a d), obdrZime
‘ Xx.a=d.m
¢ili, oznacfine-li soutin d'. m = p,
X.a=yp.
Podobné ndsobime obé strany rovnice (19) skaldrné reci-
prokilnim vektorem H‘—l? k vektoru ¢ ve sméru vektoru w,

vedeného kolmo k ¢ v roving vektori ¢ a d; tim obdriime

rovniei
X.b=gq
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Tudiz teSeni rovnic (19) pievedeno jest na fefeni rovnic
tvaru (B) v odst. 2.

¢) Abychom fesili rovnici

x.ad+x.He+(x.e)f=0p, (20)
zavedme soustavu reciprokalni d’, e’. f k soustavé d, e, f, tedy
. eXf
&= (def)

atd. Ndsobime-li ob& strany rovnice (20) skalirné po fadé ve-
ktory d’, e’, f, obdrzime rovnice

X.a=p.d
X.b=p.e
x.c=p.f
(ezto d . d'—=e.e'=f.fF=1,d.e=d.ff=...=0).

Rovnice tyto fe§ime dle odst. 3.; kofenem jest jediny vek-
tor, dany dle (12b) vyrazem

x=(.d)a' +(p.e)b +(p.1)¢,
kde a’, b’, ¢’ jest soustava reciprokdlni k soustavé a, b, e.
Obecn& nemohou byti ani vektory a, b, ¢, ani d, e, f
komplandrni. Jsou-li ve zvldstnim pifpadé vektory d, e, f kom-
plandrni, lze psdti
£=74+ e,

tudiz dand rovnice se zméni v
x.a4+/x.e)d+x.-b+f'x.¢c)e=p
x.@a+feNd+(x.(b+fc))e=p,

kterdz rovnice se fesi dle b). -
Jsou-li vektory a, b, ¢ komplanarni, lze psiti

e = ca+ ¢b,
x.a)(@d+cf) + (x.b) (e 4 c"f) =p,
tedy opét piipad b).
8. Jiny zédkladni tvar rovnice vektorové jest
X X a=m. 21
Z definice vektoridlnfho soutinu plyne, e vektor m musi byti

¢ili

tudiz
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kolmy k a; také vSechny vektory X musi miti polohu kolmou
k 1, lezi tedy v roviné ¢ (obr. 4.), vedené vektorem a kolmo
k m. Jeden z nich x, (specielni) jest v této roviné kolmy k a;
ponévadz proii rovnob&znik, uréujici soutin X X< a, jest obdélni-
kem, jehoZ obsah ax, jest skaldrni ¢dsti m vektoru m, jest délka
jeho xy, = o,
a

Utvoime vektoridlni souin a, XX m; skaldrni C¢dst jeho

jest m (dle definice vektor. soutinu) a piisluiny jednotkovy vek-

m

fe——s 2
X X
P x
A, X
Obr. 4.

tor, kolmy k a, a m, jest jednotkovy vektor specielnfho vek-
toru X, totiz

X, __ aX,
T om
Procez
a, Xm:mm: axX,,
. m
z ¢ehoz

1
X, = -a; X'm,
¢ili, zavedouce pievrdcenou hodnotu vektoru a,
1
Xp=--Xm (22a)
Kazdy jiny vektor x lze vyjadFiti jako soutet vektord x, a %a,



145
kde % znali libovolné ¢islo; jest tedy obecné feSenf rovmice (21)

X = -;—x m + ka. (225)

Koncové body viech vektorti x lezf patrné na pfimce z,

vedené v roving ¢ ve vzddlenosti L::— od vektoru a. Pfisluif tu-

0}
R
"/
v
,.Asff R
0K _—
\
.\a
N X P\
Obr. b.

diz rovnici X X a — m urditd piimka z, jako piisluSela ska-
larni rovnici X . & — m urcitd rovina §.

Je-li ve zvlastnim piipad® vektor m v rovnici (21) jednot-
kovym, bude

1
X, :?Xml

a prisluSejici pfimka z bude vedena ve vzdalenosti —clz— od vek-

toru a.
Je-li m =0, jest X X a =0, t. j. kofenem X jest kazdy
vektor rovnob&zny s a. ‘
Je-li déna o kofenu x rovnice (21) podminka, Ze md byjti
uréitého sméru, daného vektorem v, lezicim v roviné o, zave-
10
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deme misto tohoto vektoru jiny r (obr. 5.), ktery jest kolmy
k v. Vektor ten jest libovoln® poloZen v roviné ¢, kolmo vzty-
Sené k vektoru v. Délku jeho r volime tak, aby r X m = v;

pak bude
A
rm 8in rm = o.
Z N\ OXX, plyne
m
= —
A
a sin Xa
tudiz )
1
A AT
ar sin rm sin xa

Aviak v pravoihlém trojahelniku sférickém, jehoz piislusny
trojhran mé hrany OR, OR’ a OA (u OR' jest thel pravy),
plati

X
v

A A A AT N
cos ra = cos (90° — xa) cos (90° — rm) = sin Xxa sin rm,
protez ’

x 1 1
v AT r.al
ar cosra
Vektory x a v maji touZ jednotku délkovou v,, tudiz

vV, \

X=aV, = ——= .
r.a_ r.a

&ili
7
x=1XM_ T o, 23)

jakozto jiny vyraz pro kofen rovnice x X a — m.

Podobnost tohoto vzorce s obdobnym vzorcem (4a) pro
kofen rovnice X . a =— m jest patrna.

Libovolnym vektorem ve vzorci (23) jest vektor r; jest
zfejmo, Ze pro viechny vektory r, polozené v jedné roving o,
obdrzime jen jeden koien x.

9. Dvé rovnice

XxXa=m, xXb=n (24)

maji redlny kofen jen tenkrite, sekou-li se piimky «, a x5 p¥H-
sludejici obéma témto rovnicim.
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Je-li p= OP (obr. 6.) prisetnici rovin ¢a. a gs, musi
ptimka x, prochdzeti bodem P, v némz se protind x. s p. Kofen
X, urteny tsetkou OP, tvoii se smérem vektoru a thel « a se
smérem vektoru b thel 8; i mizeme délku jeho vyjadfiti jednak

virazem - S’l’; - (z pravothlého trojihelnfka OPP), jednak
n
Obr. 6.
n’ ., "
vyrazem jsinp (z trojahelnika OPP ), tudiz
m __on
asin «~ bsin g’
z tehoz -
2.2 —gine:sin
P o B,
coZ jest podminetnou rovnici, aby rovnice (24) mély spoletny

n

koten x. Dle ni jsou LY
a b

dvé strany trojihelnika, v némZ

« a ( jsou Ghly prot&jsi.
10*
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Pro kofen x obdrzime ze vzorce (23), kladouce v ném n
Z& T, vyraz
n

X = m
n.ax

10. K rovnicim tém druzi se smiSend soustava rovnic

X.a=m

X X b=n, (25)

pfi ¢emZ opét m | b.

Obr. 7.

Prvni z t&chto rovnic p¥islusi rovina &, (Obr. 7.), kolmd k a
ve vzdalenosti OX’) = % od potatku, druhé pi¥isluif piimka as,
rovnobéznd k b, lezici v roviné ¢, kolmé k m ve vzdélenosti

—Z—od b. Prisedik X piimky x5, s rovinou &, jest koncovym bo- -

dem vektoru x, ktery jest jedinym kofenem soustavy rovnic (25).
Jest tudiz fegiti dlobu: Stanoviti (vektorovou analysf) pru-
selfk pfimky s rovinou.
Rovnici pfimky x5, rovnobéiné k b, nalezneme snadno,

uvézivie, ze vektor X — X, (v obr. X,X) md smér vektoru b,
tudis b X (X — X,) = 0. -
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Specielni vektor x, druhé rovnice (25) jest ddn vyrazem
(22a), totiz

1
Xo :TX n,;

rovnice roviny £, jest X . a = m. Hledany prisetik tedy nalez-

neme, fe§ice rovnice
X.a=m

b X< (x —x,) =0.
Z druhé rovnice jde
b X<Xx=b>b XX,
¢ili, nasobfme-li ob& strany vektoridlné vektorem a,

[bXx]Xa=[bXx,]Xa,
coz lze dle vzorce (16a) V. A. psdti
(b.a)x—(x.a).b=1[bXX,] Xa.

Polozime-li v této rovnici v druhém ¢lenu x . a — m, na-
budeme
(b.a)x —mb=1[b X Xx]Xa
a odtud
_mb+[b><xn]><a
X= ’
a.b

kde pro x, platf vySe uvedend hodnota.
Vyznam obou Elend na pravé strané této rovnice jest pak
tento: Prvni Elen jest

b m A
aﬂfbb —__m b, —" secabb,,

AN a
ab cos ab
coZ jest v obr. 7. tsetka OB’. Nebot v /\ OB'X',, jehoZ iihel
u vrcholu X’, jest pravy (ponévadz a | &), jest

— A — _m
OB’ cos ab = OX’,,--—a—-

(26)

Druhy ¢len vyrazu (26) pro X, totiz
[b X x,] X Ka
a.b ’
jest dén dsetkou XB’.



150

Jest totiz b XXX, = m; soutin n X a jest pak uren vek-
torem kolmym k rovind ¢ vektord m a a. Vektor ten jest po-
lozen v roviné ¢, kolmo k priiseénici OD rovin ¢ a ¢»; délka

AN

jeho jest na sin na. PonévadZ rovina o jest kolmd k prisetnici
B'B* rovin ¢ a & (¢ L m,-& | a), jest také B'B” | OD,
t. j. vektor m > a jest rovmnob&zny s B‘B“. Smér tohoto
vektoru jest tedy uren pifmkou OC'|| B‘B“. Délka vytteného
druhého ¢lenu vyrazu (26) jest pak

A A
na sin na __ » sin na

N A
ab cos ab b cos ab

Ve sférickém trojihelnfku pravodhlém, jemuZ p¥isluSejict
trojhran m4 hrany a, b a OD. (pii OD jest tihel pravy) jest

A
cos ab = cos « . cos f3,
znadf-li « dhel sméri a a OD a B dhel b a OD.

A
Aviak o = 90° — na, tudiz

A A
cos ab = sin na cos j3,

z ¢ehoz
: Y
smnma__ 1 ,
" AT cos
4 -cos ab
a hledand délka
s=™n_1
T b cosf’

Koneéné jest v /\ OX,(’, pravoihlém u vrcholu X, délka

vektoru X, rovna % a thel G'OX, = (ponévad? ramena

téchto Ghld stoji vzdjemnd na sobd kolmo), tudiz

oc cosﬁ:—g—,
z tehoZ plyne

_l_'_n“ 1

o= b cos

~ tili délka s jest rovna délee asetky OC'.
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Jest tedy vyznam vzorce (26) ten, Ze jim kofen x sou-
stavy rovnic (25) jest rozloZen ve dva st¢itance, z nichZ jeden
dén jest co do sméru a délky dsetkou O B’ a druhy tsetkou XB'.

Jestlize rovnice (25) maji ve zvla§tnim pifpadé tvar
X.a=m
XX a—n, (254)

tedy vektor b = a, bude rovina £, kolmé k a. Pak méi soutin
a . b hodnotu a? a prvni ¢len vyrazu (26) bude

ma __ maa, a, 1
——2—: 0 - m-—=m —.
a a a a

Druhy ¢len zminéného vyrazu zméni se v

n>xa_nxaa 1
o= o '—=n X e ;
tudiz koten rovnic (25a)
1 1
x_nz?+nxz— (26a)

Vektor X jest rozloZen ve dvé slozky, z nichz jedna jest
primétem jeho na vektor a a drubd primétem jeho na rovinu
kolmou k a*).

11. Refeni slozitjsich rovnic vektorovych lze uvésti na
feSeni uvedenych tvard zdkladnich (17), (18), (19), (20), (21),
(24) a (25); jakym zplisobem se feSenf to provddi, poznime
z téchto piikladd:

Priklad 1. Jest FeSiti rovnici

[x Xa]Xb=m, 20

kde musi byti dle V. 4. str. 20 vektor m kolmy k primétu
vektoru b na rovinu ¢ vektord a a m; v roviné té lez také
nezndmy vektor X.

Dle vzorce (16a) V. A. lze psati rovmici (27) ve tvaru

(x.b)a—(@.b)x=m.

Nésobme jako v piipad® (76) rovnici tu skaldrné& vektorem
reciprokalnim a‘’ k a ve sméru vektoru v, ktery jest kolmy k a;

*) Viz Faumann: ,Die Grundlagen der Bewegungslehre“, pag. 26.

~
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takie a' — ——v——'; tim nabudeme
v.a

x.b)(a.a)—(a.b)(x.a)=m.a'

JeZto a . a' se rovnd nulle (jestif a | v a tedy také a | a‘),
vychézi z této rovnice

_m.a’
a.b’
kde na pravé strané jest skaldr. Tuto rovnici Feifme pak dle
odst 1.
Podobné fe§ime rovniei
x X[aXb]l=m,
pouZijeme-li vztahu (V. 4., vzorec (165) na str. 21.)

xX[aXb]l=(x.ha—(x.a)b.
Téz rovniei

X.a' =

[x Xa]X[bX e¢=m
pfevedeme na rovnici (27), kladouce b X ¢ = d.
Priklad 2. Je-li ddna rovnice
‘ (x.a)b+4+nx =m, (28)
musi kofen x leZeti v roviné vektordi b a m.

Rovnici tuto fe§fme, zavedeme-li reciprokalni soustavu vek-
tord. Budtez i, j, k tfi vektory jednotkové libovolng potatkem
O polozené; i lze psati

a— a:i _I__ auj + a‘“k.
Je-li i, j/, k’ soustava jednotkovych vektord, k i, j, k recipro-
kélnf (tedy k‘ kolmo k roviné vektord i, j atd.), plati dle
(1209 x=x.DPiI'4+x.)j'+x.k k"

Vlozice hodnotu pro a do prvnfho élenu a hodnotu pro x do
druhého ¢lenu rovnice (28) obdrzime

(x.(@i+a" +a"K)b+ 2 (x.0)i+ xj)j
+x.kHK)=m;
rozndsobenim nabyvd tato rovnice tvaru

dxX.i)b+a“x.j)b4+a"x.kK)b 4+ n(x.i)i
+2X.)Pji+rx.KK=m
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&ili
(x. 1) (2'b+ »i) 4+ (x . J) (@b + nj) + (x . k)
(@"b 4 nk’) = m.
PoloZime-li

ab 4 ni'’=¢, a'b+nj'=4d, a"'b+ nk’ = e,
nalezneme koneéné
x.De+xx.j)d+ (x.k)e=m,
coz jest rovnice tvaru (20), jejiz feSenf jest provedeno v odst. 7c).
Kdybychom volili soustavu i, j, k pravothlou, bude
i'=i, j=j, kK=k,
¢imz FeSeni se zjednodusi.
Priklad 3. Jde-li o teleni rovnice
[x Xa]+b(X.¢)+ nx=m, (29)
polozime podobné v prvnimn a tfetim &lenu
X=x.Di'+x.Dj'+x.k k'
a ve druhém ¢lenu ¢ == ¢‘i 4 ¢"j + ¢'"k; tim nabudeme rovnice:
(x.i)[i' Xa]+ (x.J)[J'}Xa]+ (x. k) [k' X a]
F+ex.Di'+nx.j+rx. Hk'+cx.1)b
4+ X Phb4+"xX.Kb=m
¢ili
x.D@E' Xa+ni+cb)+(x.j) G Xa+nj + c"b)
4+ &.k) k' X a+ »k' 4+ ¢'b) = m.

Kladouce
i'X<a+4ni'+¢b=d,
JXa+4nj+c'b=e,
k' Xa+nk'4c¢b =T,
obdrzime

x.Dd+x.jJe+x.K)f=m,
tedy opét rovnici tvaru (20).

Z t&chto piikladd vysvitd, jakych substituci jest uziti, aby
se ustanovily kofeny vektorovych rovnic tvard jakychkoli.
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