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Methodicky prispévek k analytické geometrii
kuZzelosecek.
Dr. Josef Zahradnidek.
Refeni jisté skupiny tloh, vyskytujicich se v analytické

geometrii kuzelosetek, znatné se zjednodudf, piSeme-li rovnice
teten u kuZeloselek v poloze zdkladni takto:

y = Az +\[a®A® + b°
tetna ellipsy — @ =— b kruhu —,

y = Az +\/a®4* —p*
tetna hyperboly,

y:Ax—l——?pTi

tetna paraboly*). Odmocnina v ptedeflych rovnicich je dvoj-
znaénd — 2 teny rovnob&zné, liffci se znaménkem tseku na
o0se y-ové i z-0vé; uzivati budeme znaménka horniho bez jaké-
koliv djmy vSeobecnosti.

V ndsledujicich Fidcich podény jsou nékteré piiklady a
" snadno pozndme rozdil od feSeni zpisobem jinym.

Stanoviti soudin kolmic spusténych s ohnisek na teény
ellipsy nebo hyperboly.

Vzdélenosti ohnisek F, (e, 0) a F,(— ¢, 0) od telny
y=do+ A 07
maji absolutni hodnotu
= A AVITET |tk VEATE S
Vi a® VI 4°

Hledany soutin jest

Aﬁa‘l i_ b2__ A‘)e‘l
1+ 42 ‘

at —e? =+ b2

R —

Zavedme

*) Viz na pf. Studnicka, Uvod do anal. geometrie v roviné str. 134
a ndsl,, Praha 1902.
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a dostaneme v obou piipadech
kyky=10°
(bez ohledu na znaménko).
LEllipse jest opsati kosoétverec nejmen§iho obsahu.
Stranou kosottverce je tetna
y = Az + Va2A®F %

Urteme jeji tseky na osich soufadnych «,, y, a plocha
kosodtverce jest patrné

2x,y, — min.,

¢ili
atA* + b2
- 2 —A—' — min.
Diskriminant této rovnice kvadratické podava
min. — 4ab, A:.———l.
a

V piipadé &tverce ellipse opsaného jest
A= -1,
iiseky na osich soufadnych jsou
@, = y, =Va® + 0%
plocha pak opsaného &tverce jest
2 (a® 4 b2).

Stanovte plochu rovnobéinika, jeho# stramami jsou tecny
hyperboly % asymptotdm kolmé.

Uloha Fed se obdobné jako piedesld. Vychdzime od
rovnice

y= Az VL =97, A=— +,
uréfme tdseky na oséch soufadnych a odtud plochu
2 (a?— b?) ¢?
ab ’

Uréiti geom. misto priseki vadjemné kolmych teéen kuze-
losecky. ’
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V piipadé ellipsy a hyperboly jsou rovnice teten k sobs
kolmych: ' B
S — 1 a‘l
y:Ax—{-\/aQA’ib“’,y::———A—mﬁ— Z—Qibn.
Upravme je na tvar:
(y — Az)? = a%4* + b2,
Ay + =) = a? + b24*
‘Settenim dostivame rovnici geom. mista
(4% + 1) (@ + y* — a® F 59 =0,

- Vyraz v zdvorce jest nezdvisly na 4; poloZime-li jej rovny unulle
dostaneme rovnici geometrického mista hledaného. Jest to kruh.

V ptipadé paraboly jest:

1 A
y:Aw—}—%, y:——zw—%,

-odtud plyne odettenim rovnice geom. mista
(4 + 0z + ) =0;
geometrické misto jest pfimka
r = — —2".

Uréiti jest souéin tuseki vytvorenych tecnou hyperboly na
-asymptotdch.

Z rovnice pro teénu a asymptoty

y = Az 4+ \aPA®— 12 y = i——a-x

N

vypotitejme priseky :

__aVa®4® —p*
wl——m-—, Y-+ 9Ty enny Ygoo

Useky na asymptotich jsou
di =z} + 93, d; =73 + 95

Snadno dokdZeme
d,d, = e*



207

RovnéZ se snadno odvodi hodnota pro plochu trojihelnfka
omezeného teénou a asymptotami

4 = ab,

Jjakoz i vlastnost, Ze bodem dotyku je délka tetny mezi asym-
ptotami pilena.

Upatnice kuselosecek.

Rovnice teen v uvedeném tvaru hodi se zvlasté k urdeni
tipatnic. Upatnice kiivky jest geometrickym mistem bodd, jez
sestrojime promitajice pevny bod roviny (pél) kolmo do vSech
teen kiivky. Stanovime tedy dpatnice kuZeloselek, napiSeme-li
rovnici tefny pifslu§né kuZzelosetky a rovnici kolmice s pélu
P(l, o) na tetnu spusténé a z obou rovnic vyloutime promén-
nou smérnici 4.

Pro ellipsu a hyperbolu jest obecné:
y = Ao +\aATE 0,
. 1
Yy=—"7>7 (@ — ).

Odtud plyne vyloudenim A:

(4 y? — l2)? = a?(x — 1)® 1 b=
Pro

l=o
predstavuje pfedesld rovnice elliptickou, piipadné hyperbolickou
lemniskatu Boothovu.
Pro

l=ce
dé se rovnice tpatnice psiti ve tvaru
@+ y* —al)[(z — e*+ 9*] =0,

z &ehoZz uvadi se obytejnd jen Cast redlnd — kruh.*)
Pro

a=1b o<l é a
dostdvdme tak zvané konchoidy kruhu.

*) Druhé &isti odpovidé kruh s polomérem nullovfm — bod
F (e, 0) —, anebo pir imagindrnich pfimek y + i(x — e)=0.
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Pro rovnoosou hyperbolu (a = ) a pdl v poddtku soui‘ad-
nic (! = o) jest tpatnici lemniskata Bernoulliho.

KaZdou z téchto tpatnic miZeme odvoditi zvlast pro libo-
volnou kuZzelosedku, volice za pél vyznaény bod roviny — vrchol,
ohnisko kuZelosetky, nebo poldtek soufadnic. Je-li pél v ohnisku,
moZno téZz jinak postupovati (srovnej s ilohou vzéjemné kolmych
teten). Pro tpatnici ellipsy a hyperboly jest-

y=Ade+\a®A* 4%, y= ——(w — o).
Upravme rovnice ty na tvar:
(y — Ax)? = a24® + b%,
(Ady + )2 = e?*= a%F b%
Settenim obou rovnic plyne:
@ +y? — a4+ 1) =0,

pii temz
r—e

i
Obdobné obdrzime tpatnici paraboly (pél v ohnisku)

A= —

z(42+ 1) =0,
kde
p
x._.._..
A= — 2.
Y

I v té&chto pﬁpadech uvddi se jen FeSeni redlné (na p¥. Studnilka,
Uvod “do anal. geom. str. 135., 171., 198.).

Upatnici paraboly pro pol ve vrcholu je Dioklova kissoida.
Rovnici paraboly vhodno voliti ve tvaru

y? = — 8rx;
jeif tetna a kolmice s politku na te¢nu spudténd jsou:
2r 1
y_Aav——Z, y=—=

Vyloutenim A vyplyvé rovnice tpatnice
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Uréete teény vedené dangm bodem P ke kuzelosedce.

Redeni tlohy této podame na zvliStnim ptipads, Budiz
déna kuZelosetka a poél

x® 4 4y® = 16, P(%, — 1Y),

Do rovnice tetny ,

y = Az +\a%4?% + b2
a® =16, =4

a za x, y soufadnice pélu, jenz na tetné lezi. Tim obdrZime
kvadratickou rovnici pro 4, z nfZ uréime

A, =2 4, =—243
Hodnotu a znaménko vyrazu
Va?d? + b2

urtime, dosadice do rovnice teny za x, y soutadnice pélu a za
A hodnoty vypoltené; v naSem pifpadé jest to

dosadme

10 __ 5
37 2°
Jsou tedy rovnice telen
—_— 2 10 J— 3 5
Yy=—3—7% Y=—3— 3
Soufadnice bodld dotyku jsou
a4 be

xr =

b

T Neaxrxo VT Vearxe !

v nafem piipadé jsou body ony
Ml (15—67 - g)’ M2 (_' 1527 _g .

V ptipadé hyperboly piSeme pouze — b2 misto 2; u para-
boly jsou body dotyku o soufadnicich
__r _P
T= o YT

Spolecné tecny dvou Fkuzelosedek.

Regeni piipadu tohoto podime jen pro jeden pfipad, kdy
dané kiivky jsou v poloze zdkladni a to kruh s polomérem r a.
ellipsa s poloosami «, b, pti temZ jest

«=r ~bh
14
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Rovnice teten
y = Az +\rtd] + 7% y = Ao +Va?d] + 00
jsou v pipadé spoletné tetny identické — stejné smérnmce
i Gseky. Z rovnosti tisekd plyne:

e
A:ivF:F'
Body dotyku urti se dle predeflého.

Uhel teden.

Uhel sevieny tetnami kuzelosetky z bodu P (z,7), vedenymi

hovi zndmé rovnici

1+ 4,4,’°
kde A,, 4, jsou smérnice teten — koteny rovnice tetnu vyjadfu-
jiei. V piipadé ellipsy nebo hyperboly obdrzime

—_ v = — D — x'ly2 ___(aﬂ _— x‘l)(i_ bQ — ye)

’ a2 —_ xe
Odtud vyplyva:
2\D ot —y
AI_AQ:'_EE—_V__—?L—’ A1A2: ag_xz
a tedy
g w=— 2VD

a? i b"——x“——yg‘

Je-li pél P pevny, je tim w urleno; je-li naopak déno w, pted-
stavuje posledni rovnice geom. misto bodd, z nichz tetny
12

k ellipse nebo hyperbole vedené sviraji dany thel. Pro o — 5

Jjest geom. mistem kruh
a® 4 y* = a® + b*
(jmenovatel roven nulle). Ty vysledek poddvd v tomto pripads
po dminka,
A4, =— 1.
Tak fe$i dlohu tuto na pf. udebnice Jandetka-Libicky, Geome-
trie pro vyssf gymn. IIL str. 135. pt. 345,, 346. a j.
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V piipadé paraboly jest

1 _—
-4 — 4, :—x' Vy2—2px7 4,4, :%

Podobné fesime twlohu: Jest urtiti geom. misto bodd,
z nichZ teény ke kuZzeloseéce vedené protinaji osu z-ovou v dhlech,
jichZ kottangent soufet nebo rozdil jest velitinou stdlou.

Dle podminky jest

1
4,
upravme rovnici tu na tvar
A‘l i‘ Al —c
4,4, — 7

7 piislu$né rovnice teiny uréime jako v tloze ptredchéize-
jici titatele a jmenovatele prede§lého vyrazu. Uvadime tu jen
vysledek pro piipad paraboly

7%/
a2y —ep) =0, x“<y2—2px— Cf ):O.

Ve 8kolni praxi pfichédzeji i jiné tlohy, které mizeme vy-
hodné ¥esiti vychdzejice od tenovych rovnic ve tvaru na po-
tdtku uvedeném. Snadno se odvodf i obdobné rovnice pro nor-
maly kuzeloselek; ponechdvame to pilnym Etendfiim.

1
—¢:

__’_Z'_ ’

Grafické stanoveni priseciki a spolecnych tecen

dvou soustrednych kuZelosecek.

Zikim stfednich gkol podava Fr. Granat, prof. v Kostelei n. Orl
(Dokonéeni.)

Stanovenf priseliki soustiedné kruZnice K s hyperbolow

H vyzaduje feSeni rovnic:
H=1%2*—a’? = a%%®, K=+ y* =1

kde » > a.

Abychom nasli p{mo koncové body primérd, v nichZ se
ob& kiivky protinaji, uvazme, %e rovnice jednoho z nich je

Q=y =l
14*
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(Podobné 1ze tlohu také reSiti pro ellipsu, oviem dochdzime ku
stejnym vysledkiim.) Stanovme prisetik @ s H, bude tedy
b%? — a?k’x® = a?h®
22(b? — a®k?) = a%?
a®b? ab
=4 —
ke T S\ e
ab
a e S e
V== e
Bod tento vSak musi ndleZeti také kruznici, tedy
aﬂb'_‘ k2 Qb" g
02 — okt b — alh? r

tedy 2t =

upravenim dostaneme
A2 (2%b* + a®*r?) = r®* — a20?,
b2 2 g2

2 —
z toho k — 4t bg+rg )
. (r+a)(r——a) b m
¢ili ——a\/ "-I—r‘ ija——n—’
ale —a—:tga,

_mtge U
tedy . k= " ol

SV == m, U =V0,, n= Cczy, = S7,.

Vyrazy takto upravené snadno graficky sestrojime, jak pa-
trno z obrazce 4., a tim i hledané prasetiky.

I pro hyperbolu daji se pfimo nalézti prisetiky soustiedné
kruznice s hyperbolou. Vedme v priiseéfku kruZnice K s hlavnf
osou tetnu ke kruznici 7%, ta sefe rovnobézku s hlavni osou
jdouei vrcholem vedlej$i osy v bodé z, jehoZ vzdédlenost od stiedu
s plenesena na osu hlavni davd bod 2z, ktery s vrcholy a, &
tvori privodiée koncovych bodd prGméru, rovného priméru
kruznice, tedy privodi¢e présetikd kruznice dané K s hyper-
bolou H.

Je-li ddina H = b*2? — a%? = a%?

a K=+ yt=1r?
ustanovime pifmo soufadnice prisetikt feSenim danych rovnie.
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A
v 7
Obr. 4.
Bude b2(rt — y%) — a%® = a%?
b%r? — b%? — a’y? = a%?,
207 — 0y =y (@ + %),
pro a® -+ b = e?
PR 2
bude Y _...?(r — a?),

bo—
Yo =+ TV”Q_ a’
bQ

% = r? — y“:r”—eT(r2~a’)
e'lrﬂ —_ b'ZrQ + b'la‘l _,’.2(02 —_ bQ) + b2a2
e? - e?
rﬂaﬁ + b‘.’a!l _ a‘l(,rﬂ + bQ)

e? - et

T, =+ ei\/r2 + 7.
UkédZeme nynf, %e kruZnice K, o stfedu v ohnisku f, a
poloméru rovném bz, protind kruZnici K v bodech, jichZz soufad-

nice jsou vyrazy prdvé vyhledané. Tim horni konstrukce bude
odidvodnéna.

x? —

)

H
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KruZnice
K=+ y?=1r%

» K, = (@—ep + y* =bs,
ale bzt = (Vr*+ 5°— a),
tedy K,=@&—e)?+ y*=(\r*F % — a)
K, =2 — 2ze + ¢* 4 y® = r® 4 b?
— 22+ b% + a’
Dosadime-1i za y?> — r? — z? a uvdzime-li, Ze a% 4+ b* = ¢?,
bude

2

ze = a\rf 0%,
2 =2V,
a tedy
yr=r?— x”:r”—-—i—i(ﬁ —+ b%),

_r‘ZeQ R a‘ZrQ - aQbQ _ ,’.‘l (62 R aﬂ) S aQbZ —rﬂb‘l___ a'lb‘l
- 62 62 - 82

y‘Z

b‘2
= (" —a?),

=t VN —a,
tedy vyrazy stejné, které jsme pifmo odvodili pro prisetiky
kruznice K s hyperbolou H.

Lze tedy vysloviti vétu:
Opiseme-lt ze stredu hyperboly kruinici polomérem

o=Vrt 4+
t. §. vaddlenosti vrcholu vedlejsi osy od priseciki kruénice K
s osou ‘hlavni, protne tato osu hlavni v bodech 2z, ..., které

s body a, b ddvaji privodiée hledanych prisediki kruinice K
o poloméru r s hyperbolouw H.

Provedeni: dz = r, sz = sz,, az, a bz, jsou privodite
hledanych prisetiki g . . .

Prochdz{ li kruznice ohnisky, lze obdobné jako u ellipsy
dojiti k prisetikim. V tom ptipad® fedime pffmo rovmnice hy-
perboly

H = b%2? — a%® — a%* a kruZnice K = 2% +} y?=—1¢?
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dostavame
b 2

y:T’

t. j. op&t b je stfednf geometrickou dmérnou excentricity e a
hledaného .

Utitime a2 | 4, (kde A je asymptota) potom 12 = y,
nebo ¢3 | f,c potom s3 = y,. Konstruktivné opét mizeme
hledané body 7 ... sestrojiti obdobné jako u ellipsy, sestro-
jime-li teény z bodu /, ve kterém kruZnice K, protind imagindrni
osu ku hyperbole, doty¢né body jsou hledanymi prisetiky.

Jednd-1i se o prisetiky ellipsy soustifedné s hyperbolou,
pievedeme opét ellipsu do soustavy kruZnice tim, Ze ji o uréity
dhel otolime. O tyz tdhel otolime také hyperbolu, kterd ptejde
opét v hyperbolu o osdch z&vislych na onom thlu. Takto vzniklé
prisetiky kruznice a této nové hyperboly pFevedeme do pivodni
‘ellipsy resp. hyperboly.

Spolecné teény dvou soustrednych kuzelosecek.

Budiz ddna (obr. 5.) kruZnice K = z% + y% — »? a ellipsa
E =0b%* + a%® = a®% pii CtemZ zvolme a > r > b, aby
tetny byly realné. Zvolme na £ bod o soufadnicich x,y,, potom
te¢na ellipsy v tomto bodé je ddna rovnief 7 = b%z, + a’yy,
= a%? Aby byla téZ tetnou kruZnice, musi jeji vzddlenost od
sttedu kruznice s(0, 0) rovnati se poloméru kruZnice, tedy

a’b?
r/=— .
Voiz, + a%y,
Druhd podminka je, Ze z,y, lezf na ellipse, tedy
bl + a%? = a%,

feSenim téchto rovnic dostivdime

. btat— 1 bi(a®— r?)
YW= m e T T e

a tedy
AT
— r.e ’

¥ )=
podobné uréfme soufadnici z, !
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Ale tetnu ellipsy mizeme také pYedpoklddati ve forms
dané rovnici normélni

T==zcosf+ ysinp —d=0,
kde thel 3 je odchylka kolmice na tetn: z pofitku soustavy
spufténé od osy X.
Pro d =17 je
T==xzcosp+ysinpg—r=0.

Obr. 5.

Srovnejme tuto rovnici s rovnici
T = b2zx, + a’yy, = a??
a upravme drubou i prvni rovnici tak, aby koefficient pfi z byl

rovny 1.
r.

TEx-{-ytgﬁ——éo—sB:O,
_ a’y, . a_g —_
T:x+quloy xl_().
Srovndme-li tyto rovnice, bude
Y yog =8
by, T %855 s B =z’
z toho
_u’cosf

1 —

r
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a tedy \
a"Y, —
bg.a"coﬂ— %A
r
ry, . - b2,
a tedy 4 — sin g el oy = ~- sin B;
srovname-li tento vysledek s vysledkem prvym, kde
b2 a*—r?
Y :T . V e ’

plyne z toho, Ze

Va* — r%

e v

sin g =

Jednd se tedy o to, sestrojiti graficky tdhel 3, jehoz sinus je din
pravé odvozenou rovnici. Je tedy

Var —r*=V@a+n(—r

e=V@a—10t)(a+1)

pfeponou trojihelnfku pravoihlého, v némZ prot&jsi dhel je thel
B. [Vyrazy V(@ + )@ —7r) a V(i — b)(a + b) daji se vy-
hodné sestrojiti uzitim stfedni mé&fické Gmérné, misto uzitim
Pythagovy poutky.] Potom vedeme poldtkem rovnobézku se se-
strojenou pfeponou a v priisetiku jejim s danou kruznmici je do-
tyény bod hledané spoletné teény s danou kruznicf. Chceme-li,
miZeme pomoci dhlu 3 vyjadkiti y soufadnici doty¢ného bodu
spoletné teny s kruZnici, bude potom

odvésnou a

. Y v
Yo = r .8in ﬂ:—e—\/a‘ — 72

Uzijeme-li tohoto vysledku pro kruZnici prochdzejici ohnisky,
potom y-ové soufadnice dotyéného bodu spolené teiny s krui-
nicf y, = e sin B, nebof r = ¢, ale

sinﬂ:VaQ——r“ =Va“—e” =__b__
e e e
a tedy
e.b
yzz—e—::b,

je tedy rovna délce vedlejsi poloosy.
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Jedné-li se o stanoveni spoleénych teéen dvou soustfednych
ellips, uvedme opét jednu do vztahu affinnfho s kruZnici nad
nékterou osou; drubd oviem piejde v ellipsu o jinych osdch.
Stanovime-li potom spoletné teény takto vzniklé kruZnice a
ellipsy, a pfevedeme-li konstrukei tuto orthogondlnou affinitou
do pivodnich ttvard, dostaneme spoleéné telny dvou soustied-
nych ellips.

Méme-li stanoviti spoletné te¢ny hyperboly
H = b%? — a%? = a?b?
a soustfedné kruZznice
K=a"+y*=1r%

Obr. 6.

poéiﬁejme si prdvé tak pro hyperbolu jako pro ellipsu. (Obr. 6.)
Zvolme na hyperbole H bod o soufadnicich z,y,, tetna v tomto
bodé md rovnici
Ty = bz, — a’yy, = a%".
Splitme podminku, aby byla tetnou dané kruZnice, t. j. aby méla
od stfedu kruZnice s(0, 0) vzddlenost », bude potom
a’h?

r =
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¢ili
o a‘h?
bta? 4 a'y; = W

ale bod z,y, leZi na hyperbole, tedy hovi rovnici
bl — a’y? = a%?%;
z této rovnice
9 _au],a + a?yi

1 = b2
dosazeno do prvé divd
a?h? 4+ a%y? atbh*
pe 27 "+a42:—~
b‘l 1 7'2 Y
z toho 7
4
RO+ ) =05 @ — Y
a tedy

b2\ ja® — r?
(H e =2 - \/m )

aby y, bylo redlné, musi a > r, je-li a =, je y, =0, t. j.
spoletné tetny dotykaji se v bod® na ose X a stanovime li po-
dobné jako (y,),, také

a2 \ [b% F r?
@ =% T Viggae
bude tedy pro ¢ = r
a? \ [Pt
hE=e Ve T o

t. j. spole¢né tetny pak jsou tetnami vrcholovymi hyperpoly.

Tetnu hyperboly moZno opét stanoviti jako u ellipsy rov-
nief 7 ==z cos 8 + y sin § — » = 0 nebo

’

r+ ytgﬁ—m =0

T = b%xx, — a’yy, — a?? = 0 nebo
Y, @
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Srovndnim zase

—__ 2% r__ 4 — Y
tg g = bz, a cosﬂ z ¢ili tg B == 57 cos B nebo
2 0
= — -, sn B,

srovndme-li s vyrazy prvym zplsobem odvozenymi, je

\/02—72 : m
sin == b”—|—a2: g

Nebéteme-li obled na znaménko, nebof dostivime celkem
&tyti body dle obou os soumérné, miZeme psdti

\/a‘ —r?
sin § = b o
a tento vyraz opét jako u ellipsy stanovi ndm duhel g jakozto
odchylku kolmice ze stfedu na teénu spusténé od osy X, s jehoZ
ramenem vedeme stfedem rovnob&zku a obdrzime opét dotyény
bod spoleéné teény na kruznici K. V tomto vedeme tenu ke

kruznici K a ta je spoletnou hledanou tetnou. Ostatni jsou dle
obou o0s soumérné.

Je-li kruZnice nahrazena soustfednou ellipsou, uvedeme tuto
orthogondlnou affinitou v kruznici, tim ov8em pfejde i dand hy-
perbola v hyperbolu affinni; tam nalezneme spoletné tetny takto
vzniklé kruZnice a nové hyperboly, které pak uvedeme zp&t
v pivodnf dtvary a tim dostaneme spoleéné telny ellipsy se
soustfednou hyperbolou. Samoziejmé jest, Ze je tfeba, aby osa
ellipsy, kterd je totozna s redlnou osou hyperboly, byla mensi nez
redlnd osa hyperboly.

Konstrukee tyto, kde nahrazujeme kruZnici ellipsou, necht
8i pro cvideni provede &tendi sim.
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