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a vratime-li se k vyznamu funkei ¢ (x) a f(z)

L(t) =) v(E)dE ,

l"(t)e t v (1) dt, 9)
%o
¢imz nalezen jest pro hledanou funkei analyticky vyraz zavisly
na zndmych funkeich w(z), ui(x) a »(x) a tim tedy ukol uplné
feSen. (Dokonéeni.)

I (z) = l(x) — 1 (x)

0 téznych krivkach.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. V knihovné Jednoty teskych mathematiki a fysikd nagel
jsem psané prednifky Kulikovy o mechanice, které maji nadpis
»Hohere Mechanik. Nach den Vorlesungen des Jak. Phil. Kulik,
k k. Prof. zu Prag 1840/1 geschrieben von Wenzel Simerka.“
Mezi str. 32. a 33. bylo vlozeno nékolik listd, které obsahuji
nedokonéeny ndértek nadepsany ,O kiivkdch t&znych (t8Znicich)“,
jehoz autorem jest smad Simerka. V Kulikovych ptednaskdich
jest ob&irnd kapitola o vlastnostech t6zists, ale nenaSel jsem
tam nic, co by se vztahovalo bezprostfedné k onomu ndértku.
Jeho obsah jest takovyto: Zvolme na dané rovinné kfivce pevny
bod 4; pohybuje-li se jiny bod B po kfivce, opisuje tézisté M
jejiho oblouku A B t. zv. téZnou kriviu. Dokazuje se, Ze tetna
sestrojend v bodé M teéné kiivky prochdzi ptisludnym bodem I3
ktivky pivodni a odvozuji se rovnice pro téZnou kfivku krui-
nice. Jiny druh téZnych kiivek dostaneme, kdyZ sestrojujeme
tézi§té plochy omezené obloukem kiivky, osou usetek a dvéma
krajnfmi pofadnicemi dané kfivky, z nichZ jest jedna pevn4,
drubh4d proménnd. —

Domnivam se, Ze zvld§té pozoruhodnd jest prvni tecnd
kiivka, jejiz geometricky vztah ke kfivce plvodni nezdvisi na
volbé soustavy soufadnic. V ndsledujicich Fddcich odvozuji né-
které vlastnosti této tézné krivky; zobeciiuji jeji konstrukei ve
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dvojim sméru: jednak predpoklddim, Z%e pivodni kfivka jest
prostorova, jednak Ze hustota hmoty rozloZené podél této kiivky
se od mista k mistu méni.

2. Budiz 4 (r,, y,, 2,) pevny bod na dané prostorové
k¥ivee I, B (z, y, #) pak pohyblivy bod téze kiivky a s jeji
oblouk A B titany kladné v urtitém smyslu; x, ¥y a 2 povazu-
jeme za funkce nezdvisle proménné s. Kiivka I'" budiz obloZena
hmotou tak, Ze na délkovou jednotku oblouku ptipadd hmota p;
tato hustota x jest kladnou funkef oblouku s.

Tézisté M oblouku 4B md souiadnice

fyxds fzxyds f;zds
] _ — 0 .
fyds " f;ds o ‘/;ds
0 0

Kazdémn bodu B odpovidd uréity bod M ; geometrické misto
bodu M jest téZnd kiivka I, pfislu$nd dané plvodni kiivee I
Bod A4, od kterého poéitime délku oblouku A B, nazveme po-
Cdtkem téZné kiivky. Ndsobme rovnice pro £, %, { spoletnym
jmenovatelem tif zlomkd, derivujme pak dle s a délme kone&ns
hustotou u. Zavedeme-li zkratku

1 S
— ds = 2
u JV m, (2)
obdrZzime
dé dr ag __
’WL% x——«f, ”&*&;—-—y m—d—s—_Z'——g. (3)

Z toho plyne, Ze
dé:dn:df=(x—§&:(y —n): (2 — 9.
Teéna sestrojend I téiné kiivce v bodé M prochdzi pri-
slusnym bodem B Ekfivky pivodni.

3. Abychom urtili oskulaéni rovinu k¥ivky I3, derivujeme
prvoi rovnici (3) dle s. Vychézi

aé dé
" dst — (1+ds)ds+ds

dm\xz—§& dz
:——(1 +‘7¢lsﬁ) -Tn'*+‘g;' )
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Soutasnou cyklickou zéménou pismen &, 7, { a =z, y, z odvo-
dime dal3i dvé obdobné rovnice. Jsou-li X, Y, Z soufadnice
libovolného bodu v oskulaéni roving sestrojené ku kiivee I,
v bodé M, zni rovnice té roviny

X""ga Y—rl‘) Z'—C

d dy  dc
ds’  ds’ ds |=o,
Y s
ds*’  ds®’  ds®

Nahradme derivace ve 2. a 3. fadku vyrazy plynoucimi ze
vzorci (3) a (4); po snadné Gpravé tddki v determinantu vy-
chazi
X—2, Y—y, Z—=z
z—§ y—u, 3—¢ —0
dx dy dz ;—
B

Této rovnici jest vyhovéno, dosadime-li do ni na misto
X, Y, Z vyrazy

_ dx _ dy _ dz
X—-w+7'd_s, Y—y+"'"&'3—7 Z_.Z—*—r—d?,

kde » je libovolnd konstanta. Tyto tfi vyrazy uddvaji patrné
soufadnice kteréhokoli bodu na teiné pivodni kiivky I', tedy:
oskulacini rovina téimé krivky sestrojend v bodé M obsahuje
tecnu sestrojenou k phvodni kiivce v bodé B, jemui bod M
odpovidd,

4. Z rovnic (1) nésleduje, ze

limé{==x, limy=y, lim{=z, prolims=0,

t. j. téznd kiivka I prochdzi potdtkem A, coZ plyne ostatné
ptimo z jeji definice,

Oznaéme pismenou o oblouk téZné kiivky Citany od po-
tatku A4, Kaidému bodu B pivodni kiivky (a tedy kazdé hod-
noté oblouku s) odpovidd urtity bod M na I, a tim i urtitd
hodnota ¢ oblouku AM; ta jest i co do znamenf urfena pod-
minkou, Ze rostoucimu s mé odpovidati rostouci ¢. Budiz ddle »
délka tsetky BM titand kladng v kladném sméru tefny sestro-
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jené v bodé M ke kiivee I,. Pak jest

d o dy dg
r—E=—u— qo’ YTu=vgo, §—ud6. (5)
Srovnejme tyto rovnice s rovnicemi (3); vidime, Ze
de
u=m—_. 6)

5. Geometrické velitiny (krlvost torse atd.) t&Zné kiivky
I, v jeji potdtku 4 maji ndkteré jednoduché vztahy k ob-
dobnym veli€indm pivodni kiivky I K odvozeni téchto vztahd
vyjddiime nejprve velitiny

@ Y, 2 @y my &y, §

fadami postupujicimi dle mocnin proménné s. Volme bod A. za
potatek soufadnic a hrany prislu$ného hlavniho trojhranu kfivky
I" za soutadné osy (Ox tetna, Oy hlavni normdla, Oz binor-
—]1? , —;,—, T;;'— (%) kiivost, torse a derivace kfi-
vosti v bodé A4 (s = o), plati rozvoje*)

— 2 —ﬁ_ﬁ_fi L) s
T=ST%RT o YTRR T 4s ‘R) 6

,méla). Jsouli

33
vynechdny jsou ¢leny obsahujici &tvrtou a vy$8f mocninu veli-

¢iny s.
O hustoté p budeme pfedpoklidati, Ze se dd vyjddFiti fadou

SZ
=g St py g e

ze které postupné vypolteme
S s 83
f,LdS:l‘OS+V1 TZ+:"’2'_67+"
0
1 1 M 2ut — oo
—=— s 2 0 cee
[ Mo + ZM:’; +
1 1 — 2py g
= — + 20 54
S 3 1 9,38
f!‘ods HoS - 4‘ 13.“0
0

N Y A
m_.—-”—a/'yds_s 2{4 (3‘%—{—2“0) +...

*) Yiz mou »Differencidlni geometrii kfivek a ploche str. 35.
8*
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Dosadme nalezené fady nejprve do formuli (1). Jedno-
duchy vypoéet dava

f= S Moo L o 1)
5—2—*—12#03 +24(M0 .U(z, J70 S +...}
L STNe B DU AN P |
T=ER T % [yOR ' cTs(F)]s T ¢ ®
__ s |
f5_'“_2/1/:174_"' I

Zavedme pak na misto z, §, %, Y, 1 ... piislu§né fady do -

upravené rovnice oskulalni roviny kiivky I (viz odst. 3.). Po
rozvedeni determinantu obdrZime rovnici tvaru

—g%—;—{—s(...):o.

Z rovnic (8) vyplyvd, Ze
dé:dn:dg=1:0:0 pro lims=o,
a z rovnice oskulatni roviny, Ze Z=—o pro lim s =o. Tedy:
Teind krivka dotykd se ve svém poldtku krivky pivodni a md
tam s ni spoleénou oskulacni rovinu.

6. Obé kiivky maji v potatku 4 spoleény hlavni trojhran,
Kladné sméry obou tefen splyvaji; dosud v3ak nebylo rozhod-
nuto o hlavnich normdléch, splyvaji-li jejich kladné sméry, ¢&i
jsou-li navzdjem protivné.

Sestrojme nyni vzorce, kterymi se vyjadfuji & 4, ¢ jakoito
fady postupujici dle mocnin oblouku ¢ téZné kiivky. Za tim
atelem vyhleddme ptedev&im vztah mezi s a 0. Derivujeme-li
fady (8) dle s asetteme pak Ctverce derivaci, vypotteme snadno

do\*_ (d&\?  jdn\®, (dE\'_
(@)= () + (@) + (@)=
-1 2u, g i 1y,
= 4[1 +3F;S+(§‘,;;—IQ‘H§ 18R“)s
a z toho dle binomické formule
de 1 1

M ) l‘% 2
E=r o (G s mm) -
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Integraci dostaneme (v potdtku A4 jest s—= ¢ =0)

_ [fdo, __ M e ) uy 3
6_‘/ a;ds-—-as—{—l? +24(~‘—'—‘u§ QRQ)S +...

Obricenim této fady ustanovime s jakozto funkei o:

o 2u; __2,un 10;41
'5—26_3/100’—}_[ +2FRQG+

3!‘0
Dosadme nyni tuto posledni fadu na misto s do rovnic (8);
tak ziskdme vzorce

63
§=a—yr et
— 2 . 1d .
"=3r"’ +[ 9u0R—|—3 ds(li)]g +-.
=—3rrT

Koefficient pii o? v fadé pro 5 jest kladny, jezto R=o;
z toho soudime, Ze v poddthu téiné krivky souhlasi Lladny
smér jeji hlavni normdly s Fladnym smérem hlavni normdly
krivky pavodnd,

Rady, které jsme pravé odvodili, jsou identické s témito
fadami:

_ a? __ ot d (1
=0 — 632 ‘e 77—*2'3—‘1 +F'E;(E-),
0-3
T TERT
jez maji stejny tvar jako fady (7);

1 1 4f1
R’ T, do Rl)

znatf kfivost. torsi a derivaci kfivosti t&zné kiivky v pola-
tetnfim bodé A. Srovndnim obojich Fad dojdeme hledaného
vysledku :

3 2 d o d 1 2,
B=7hk ILi=5T da('ﬁ') st(R) B,k - ®
Krivost tééné In‘ivky v jejim poldtku rovnd se % krwostz pli-
vodnt k¥ivky v témie bodé; torse téiné kvivky rovnd se tam
5 torse phwodni kfivky.
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Vyjadieme konetné také délku w, definovanou v odst. 4.,
mocninnou ¥adou. Z rovnic (6) nasleduje

—_— d6_1 2
u._mTi;_Es——lz-M—os +...

V potatku A (s = o = 0) t&Zné kiivky plati

do 1 du 1 du du ds\ __
@)=+ (%)= (&)=(a@)=> o

7. Stredy oskulatnich kouli sestrojenych v potatku A ke
kfivce pivodni a ke kiivce tézné maji vzhledem ke hlavnimu
trojhranu soufadnice

iR dR,
(0, R, —Td;) a (0,31, Tl—%v)

Uvazujme piipad, Ze hustota u vyhovuje v potétku A pod-

mince
du
1 —(ds) 0. 11y
Se zfetelem ke vzorcim (9) odvodime
dR ) 1 3 Re d(1\_ 3 ,dR
—hg "‘TRldG(R) T IE ds(_)_ i Ta
dR, 2
2 2 2 2
R—}-T(g) [R—{-T(ds)]
dR de
R: R, _T : T kS

Vyhovuje-li hustota p v poédtku A téiné krivky pod-
mince (11), md tam jeji oskulaini koule polomér rovny 2 polo-
méru oskuladni koule sestrojené v A ke kvivce pivodni, a stiedy
obou kouli lezi na jedné primce s bodem A.

Podmince (11) jest vyhovéno, je-li podél pivodni kiivky
uw = konst. Upozoriiuji, Ze také Cesaro*) zabyval se téZnymi
kfivkami kruZnice a klothoidy (radioidy); v poslednim p#ipadé
dofel zvlasté zajimavych vysledkd.

*) E. Césaro-G. Kowalewski: Elementares Lehrbuch der algebrai-
schen Analysis, 1904, p. 807, 809.
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8. Pokusme se jesté o feSeni tlohy obracené: jest nalézti
v8echny kiivky I, jeZ maji danou prostorovou kiivku I’ za
téznou.

Hledanych kiivek jest nekoneéné mnoho, jezto kterykoli
bod kiivky I', mtZe byti volen za jeji potdtek. Analyticky vy-
jédtime ulohu takto: Na I zvolime pevny bod O, od né&hoz
potitdme oblouk ¢ v urlitém smyslu kladné. Poldtek téZné
kiivky I budiz v bodé A urceném hodnotou ¢ — ¢, oblouku
OA. Na hledané kiivee I, kterd se v bodé A dotykd kfivky
I, oznatime jako difve pismenou s oblouk AB potitany od A.
Predpoklddejme. Z%e hustota u hmoty rozlozené podél kiivky I
jest danou funkei oblouku s; téZistém oblouku AB bude urtity
bod M, ktery lezi na kfivce I;. Dle odst. 2. lezf bod B na
teéné sestrojené ke I, v bodé M; délka « tdsetky MB jest ne-
zndmou funkei proménného oblovku ¢=—AM kiivky I}. Z rovnic

(5) odvodime
de du | d& A%
do = (1 +7¢?)Ef T g

a dal§f dvé rovnice cyklickou zdménou pismen z, y, 2z a &, 3, &.

Ponévadz dg s In\? i
gs @\ as V'
(ar) + (@) +(3) =
af a% | dndw | dt d% _
de do® ' do dc* do do®

A%\ a*n\? at\? _ 1

(&) + (%) + (@) =
kde ¢ zna¢i polomér kiivosti kfivky I7 (dany jakozto funkce
oblouku ¢), plati

dz\? dy \? dz\*>__ [ds\*_ du* & u?
(T (] (2= ]+ 5.
Rovnice (6) ddvd
u\/(l S (13)

Abychom vyloudili m, obratime funkciondlnf zévislost v dané
rovnici

0.

1 S
—_- ds = 1'(:
m mf‘“ 0
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a piSeme
R ds __ ., dm
S._l'(m), %_F(m).—%—.

Do posledni rovnice dosadime na misto %}_{ a m vyrazy (12)
resp. (13). Klademe-li pro strunost

o=\ ) + 1

¢
vychazi
d(uw.U)
N el
To jest differencialni rovnice 2. ¥4du pro nezndmou «; znime-li
u jakoZzto funkei proménné o, sestrojime v kazdém bodé kiivky
I', tetnu a naneseme na ni potinaje bodem dotyku usetku
délky u, jejiZz koncovy bod vytvoifi hledanou kiivku I Ale ne
kazdé fe¥eni rovnice (14) vyhovuje nadi aloze. Uvazme, Ze
kiivka I" prochdzi potitkem A (¢ = o,) kiivky I a Ze v bodé
A platf rovnice (10); abychom obdrzeli skutetné kiivky, jez
maji Iy za téZnou, musime integrovati rovnici (14) s potdted-
nimi podminkami

U=F(u.U (14)

du
=0, ——=1prooc—od,

do

kde o, je libovolné. Udélujice konstanté o, postupné rizné hod-
hoty obdrzime oo! hledanych kiivek I'; v3echny-lezi na rozvi-
nutelné ploSe vytvofené tetnami kiivky I3.

Zvldstni zminky zaslouz okolnost, Ze se v rovnici (12),
a tedy také v differencidlni rovnici (14), vyskytuje toliko kfi-
vost dané k¥ivky I, nikoli v3ak jeji torse. Pii libovolné defor-
maci rozvinutelné plochy neméni se, jak zndmo, kfivost jeji
hrany vratu; vztah mezi I" a I, jest tedy invariantni pii de-
formaci, coz vyjddifme obSirnéji vétou:

Budis I libovolnd prostorovd k¥ivka oblodend hmotou,
jejit hustota u jest danou funkci oblouku, A libovolny bod
krivky I, a I, jeji téind k¥ivka s pocdtkem v A; I leZi celd
na rosvinutelné plofe P, je¥ md I, 2a hranu vratu.

P7i libovolné deformaci plochy P piejde I, neméni-li se
hustota u v jednotlivijch jeji bodech, v novou kiivku; tato novd
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kiivka md za té3nou kiiwkuw hranu vratu té plochy, kterd
vznikla deformaci z plochy P.

Uloha vyslovensd na potatku tohoto odstavee da se tudiz
prevésti na obdobnou tlohu o rovinnych kiivkich: deformujme
rozvinutelnou plochu P, jez méa danou kiivku I} za hranu vratu,
tak, aby tato kfivka pfesla v rovinnou kfivku y,; vyhledejme
pak v jeji roviné p viechny kfivky y, jez maji v, za téinou;
provedeme-li nyni zminénou deformaci v opatném sméru, ptejde
v, zase v I}, rovina p ve plochu P a kiivky y piejdou ve
hledané kiivky I

Integrace rovnice (14) jest obtiZnd i v tom p¥ipads, Ze
hustota n jest konstantni; tu plati

f(s) = 1 f;; ds=s, Fm)=m, F(m)=1.
L 0
a rovnice (14) pfechdzi v
du \? u? d / du\* | u?
\/(1 +3;) ‘T [u\/(l +%—) +0—Q] .
Je-li mimo to kfivost o—! dané kfivky I, konstantni, neni

proménnd o v differencidlni rovnici explicitng obsaZena; rovnici
lze zndmym zplGsobem p¥evésti na rovnici 1. fddu.

Prispévek k theorii involuce kubické.

Napsal Jos. Zdarek, assistent deské techniky v Praze.

Maji-li dvé kuzelosetky K, J tu vzdjemnou polohu, Ze lze
sestrojiti trojuhelnik x x,», kuZelosetce A vepsany a kuZelo-
sefce J opsany, potom existuje nekonetny potet trojuhelnfkii
zminéné vlastnosti. Vrcholy jejich vytvofuji na K kubickow in-
voluei bodovou, majici J za kudelosecku involuéni, strany jejich
pak vytvofujf na .J kubickou involuci tecnovou, pro niz je K
kuzeloseélkou involudni.

Zvolime-li tedy na K bod y, a protinaji-li s ného k J ve-
dené tetny kuZelosetku K v bodech y, a y;, jest spojnice y,y.
te¢nou kiivky J; body y,y,y; tvoff frojinu kubické involuce
bodové na K. Je-li dle toho », prisetikem kuZelosetek K.J (tak
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