
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

Bohuslav Hostinský
O těžných křivkách

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 47 (1918), No. 2-3, 112--121

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122333

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1918

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/122333
http://project.dml.cz


112 

čili 

<p[x) =f(x)- Jf(t)e iv{^v(t)dt, 
xo 

a vrátíme-li se k významu funkcí <p(x) a f(x) 
X X 

í " (x) = í » - P (x) fíS9 e~'t r{i¥í v (í) dt, (9) 

0 

čímž nalezen jest pro hledanou funkci analytický výraz závislý 
na známých funkcích \i (x), ^ (o?) a v(x) a tím tedy úkol úplné 
řešen. (Dokončení.) 

0 těžnýeh křivkách. 
Napsal Bohuslav Hostinský. 

1. V knihovně Jednoty českých mathematiků a fysiků našel 
jsem psané přednášky Kulíkovy o mechanice, které mají nadpis 
„Hohere Mechanik. Nach den Vorlesungen des Jak. Phil. Kulik,. 
k k. Prof. zu Prag 1840/1 geschrieben von Wenzel Šimerka." 
Mezi str. 32. a 33. bylo vloženo několik listů, které obsahují 
nedokončený náčrtek nadepsaný „O křivkách těžnýeh (těžnicích)", 
jehož autorem jest snad Šimerka. V Kulíkových přednáškách 
jest obšírná kapitola o vlastnostech těžiště, ale nenašel jsem 
tam nic, co by se vztahovalo bezprostředně k onomu náčrtku. 
Jeho obsah jest takovýto: Zvolme na dané rovinné křivce pevný 
bod A\ pohybuje-li se jiný bod B po křivce, opisuje těžiště M 
jejího oblouku AB t, z v. těžnou křivku. Dokazuje se? že tečna 
sestrojená v bodě M tečné křivky prochází příslušným bodem B 
křivky původní a odvozují se rovnice pro těžnou křivku kruž­
nice. Jiný druh těžnýeh křivek dostaneme, když sestrojujeme 
těžiště plochy omezené obloukem křivky, osou úseček a dvěma 
krajními pořadnicemi dané křivky, z nichž jest jedna pevná, 
druhá proměnná. — 

Domnívám se, že zvláště pozoruhodná jest první tečná 
křivka, jejíž geometrický vztah ke křivce původní nezávisí na 
volbě soustavy souřadnic. V následujících řádcích odvozuji ně­
které vlastnosti této těžné křivky; zobecňuji její konstrukci ve 
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dvojím směru: jednak předpokládám, že původní křivka jest 
prostorová, jednak že hustota hmoty rozložené podél této křivky 
se od místa k místu mění. 

2, Budiž A (r0. y0, zQ) pevný bod na dané prostorové 
křivce JT, B (x, y, z) pak pohyblivý bod téže křivky a s její 
oblouk AB čítaný kladně v určitém smyslu; x, y a z považu­
jeme za funkce nezávisle proměnné s. Křivka r budiž obložena 
hmotou tak, že na délkovou jednotku oblouku připadá hmota u; 
tato hustota u jest k l a d n o u funkcí oblouku s. 

Těžiště M oblouku AB má souřadnice 

/

s ns ns 

u xds I 11 y ds I u 0 ds 
* - 0 —- 0 ř - = J S - — • a) /

s ? < ns ? a ns 

fids I ix ds I ii ds 
0 0 0 

Každému bodu B odpovídá určitý bod J í ; geometrické místo 
bodu M jest těžná křivka Ft příslušná dané původní křivce R 
Bod A} od kterého počítáme délku oblouku AB, nazveme po­
čátkem těžné křivky. Násobme rovnice pro £, ??, g společným 
jmenovatelem tří zlomků, derivujme pak dle s a dělme konečně 
hustotou u, Zavedeme-li zkratku 

1 rs 

— / pds —m, (2) 
r O 

obdržíme 
dt t drj d£ 

m-ďi=x~i> mids-=y-r» mm=s-z- & 
Z toho plyne, že 

d£ : dv : dt=z(x — Š) :{y-v):{g- £). 
Tečna sestrojená h těšné křivce v bodě M prochá0Í pří­

slušným bodem B křivky původní. 
3. Abychom určili oskulační rovinu křivky Fu derivujeme 

první rovnici (3) dle s. Vychází 
d°-i r . dm \ d£ . dx 

m _ = _л + __V 
sa — y-^ dа ) ds* ~ \ ^ ds I ds ' ds 

dm \x — £ , dx 

=-(1 +" , ^ t + ^ ' <4> 
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Současnou cyklickou záměnou písmen £, 17, % a ar, y7 z odvo­
díme další dvě obdobné rovnice. Jsou-li X, Y, Z souřadnice 
libovolného bodu v oskulační rovině sestrojené ku křivce i7, 
v bodě Mj zní rovnice té roviny 

= 0 . 

Nahradme derivace ve 2. a 3. řádku výrazy plynoucími ze 
vzorců (3) a (4); po snadné úpravě řádků v determinantu vy­
chází 

X — x, Y—y7 Z—z 
% — I, y — y, z — ř 

dx dy dz 
~ď7' ~~~ 

* - ! , Г - І Î , z-t 
ds ' 

dì] 

~ãs ' 
d^ 
ds 

đ4ř ã^ ãX 
ds2"' ds* ' rfs2 

ds ds 

:0. 

Této rovnici jest vyhověno, dosadíme-li do ní na místo 
Z, Y} Z výrazy 

*=*+'-£• Г = ÿ + r Z — z + r 
dz 
ds 

kde r je libovolná konstanta. Tyto tři výrazy udávají patrně 
souřadnice kteréhokoli bodu na tečně původní křivky F, tedy: 
oskulační rovina těžně křivky sestrojená v bodě M obsahuje 
tečnu sestrojenou k původní křivce v bodě B7 jemuž bod M 
odpovídá. 

4. Z rovnic (1) následuje, že 

lim £ = .z0, lim?7 = 2t0, lim£ = £0, pro lim 5=: O, 

t. j . těžná křivka rx prochází počátkem A, což plyne ostatně 
přímo z její definice. 

Označme písmenou o oblouk těžné křivky čítaný od po­
čátku A. Každému bodu B původní křivky (a tedy každé hod­
notě oblouku s) odpovídá určitý bod M na rx a tím i určitá 
hodnota o oblouku AM; ta jest i co do znamení určena pod­
mínkou, že rostoucímu s má odpovídati rostoucí o. Budiž dále u 
délka úsečky BM čítaná kladně v kladném směru tečny sestro-
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jené v bodě M ke křivce rx. Pak jest 
t dt; dq , dt 

x-t=uií> y-r<=ui^> z-^=u^' <5) 
Srovnejme tyto rovnice s rovnicemi (3); vidíme, že 

da 
u = m—. (6) 

5. Geometrické veličiny (křivost, torse atd.) těžné křivky 
-Z7i v její počátku A mají některé jednoduché vztahy k ob­
dobným veličinám původní křivky r. K odvození těchto vztahů 
vyjádříme nejprve veličiny 

x , y , z, fi, w, & rj, % 
řadami postupujícími dle mocnin proměnné s. Volme bod A. za 
počátek souřadnic a hrany příslušného hlavního trojhranu křivky 
r za souřadné osy (Ox tečna, Oy hlavní normála, OŽ binor-

mála). Jsouli ~^~, --=-, "T~~(-ŤĎ~) křivost, torse a derivace kři-

ш 
vosti v bodě A (s —o), plajtí rozvoje*) 

* — s 6R"--" y~2R+ds\Rf 6 
s3 

vynechány jsou členy obsahující čtvrtou a vyšší mocninu veli­
činy s. 

O hustotě fi budeme předpokládati, že se dá vyjádřiti řadou 
s2 

[l = uQ + U, S + M2 - g - + • • . , 

ze které postupně vypočteme 

f •9 5** 
ţi ãs = џ0S + Hi -Tjг + t*2 • -g- + -

J _ _ _ _ цt ^ . 2 ^ — ff8iи0 

^ u0 м* ^u^ 

1 î i , Зu_ — 2w2 ^ 0 

y M* м 0 s '-"2(1,5 ' 1 2 и * s + ---

*) Viz mou >Differenciální geometrii křivek a ploch* str. 35. 
8* 
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Dosaďme nalezené řady nejprve do formulí (1). Jedno­
duchý výpočet dává 

Vx 

i-ft 
4. A/jj_Ł _______ LUa-i. 
+ -Ц/*, pl І. S + - -

-1 [__!__ 1 (±\l 
24 [f-0ií- ' ds\i-/J 

, ? = W + ^ l + ^ + ^ ' ^ H s 3 + ' 
ř = - L. 

\ (8) 

Zavedme pak na místo oc, | , — ; y, ^ . . . příslušné řady do 

upravené rovnice oskulační roviny křivky rx (viz odst, 5.). Po 
rozvedení determinantu obdržíme rovnici tvaru 

^ i t ^ ^ +*(•..) = *. 

Z rovnic (8) vyplývá, že 

d% : drj : d£ z=z l : o : o pro l im 5 = 0, 

a z rovnice oskulační roviny, že Z=o pro lim s~o. Tedy: 
Těžná křivka dotýká se ve svém počátku křivky původní a má 
tam s ni společnou oskulační rovinu. 

6. Obě křivky mají v počátku A společný hlavní trojhran, 
Kladné směry obou tečen splývají; dosud však nebylo rozhod­
nuto o hlavních normálách, splývají-li jejich kladné směry, či 
jsou-li navzájem protivné. 

Sestrojme nyní vzorce, kterými se vyjadřují | , rj, g jakožto 
řady postupující dle mocnin oblouku a těžné křivky. Za tím 
účelem vyhledáme především vztah mezi s a o-. Derivujeme-li 
řady (8) dle s a sečteme pak čtverce derivací, vypočteme snadno 

\ďs) = \ds) + \dš) + \ď~s) ~ 

— l - \ l JL?HL o JL ( r* — 7É ! _ U * 1 

a z toho dle binomické formule 

^ f _ J L , J ^ 0 , (H _]A L_\c24. 
ds~ 2 ^ 6 W o * " ^ 8 / * 0 fy* 722Ž2/ "*""• 
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Integrací dostaneme (v pořátku A jest s — a = o) 

.= f^dS__:lS+i^+ 1 ( ^ _ 4 _ 1 ),» + ... 
Obrácením této řady ustanovíme s jakožto funkci a: 

n«- _ L [ _ _ _ _ _ _ . __°__î i 2 1 
"̂  [ з,«0 ^ Эí-f^гтв ' 

* - 2 * - i ^ f f í + l - ^ + ̂  + ^.tf 3 +., 
Dosadme nyní tuto poslední řadu na místo s do rovnic (8); 

tak získáme vzorce 
8 ďs 

*~~a 27 R* + ' * * 

.=—? +... 
Koefficient při o-2 v řadě pro r\ jest kladný, ježto _B>0; 

z toho soudíme, že v počátku těšné křivky souhlasí kladný 
směr její hfavní normály s kladným směrem hlavní normály 
křivky původní. 

Rady, které jsme právě odvodili, jsou identické s těmito 
řadami : 

u _ _____ , m±±i±\ 
6 ~ G QR\ - ' '' n ~ 2/ť- + 6 da \_R_ ) ' ' ' ' 

. - 6Í.-T! "•• 
jež mají stejný tvar jako řady (7); 

J_ ^ ±(1\ 
značí křivost, torsi a derivaci křivosti těžné křivky v počá­
tečním bodě A. Srovnáním obojích řad dojdeme hledaného 
výsledku: 

2 ^ - (9) v -±71 T -±T ±(±\-9±(±\ Lt,_4it, A— 3 ' . doyR,)-^ ds\R) 3u0/ť 

Křivost těžné křivky v jejím počátku rovná se f křivosti pů­
vodní křivky v témže bodě; torse těšné křivky rovná se tam 
| torse původní křivky. 
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Vyjádřeme konečně také délku w, definovanou v odst. á.7 

mocninnou řadou. Z rovnic (6) následuje 

da 1 [A, o , u = m-7- = \s — , <>- s2 + . . . ds 2 12w0 

V p o č á t k u A (s = <T = o) těžné křivky platí 

( d_<r\ J^ ídu\ JL_ /ďu\ /dte Js\ 0 

ď-s-jo-T' ( A ) - T - ^ j o - U s - ^ j o - L (1U) 

7. Středy oskulačních koulí sestrojených v počátku .á ke 
křivce původní a ke křivce těžné mají vzhledem ke hlavnímu 
trojhranu souřadnice 

h - ' t f ) • (**•-'.#). 
Uvažujme případ, že hustota u vyhovuje v počátku A pod­

mínce 

i-={t)=°- (»> 
Se zřetelem ke vzorcům (9) odvodíme 

-^.§=«,4(i)=i-l(Ť)= 
*: + -.(£)* =H[*'+^)*} ' 

R : R í = T ^ : T t ^ . 
ds do 

Vyhovuje-li hustota u v počátJcu A těšné křivky pod­
mínce {11), má tam její oskulacní koule poloměr rovný f polo­
měru ostodační koule sestrojené v A ke Jcřivce původní, a středy 
obou koulí leží na jedné přímce s bodem A. 

Podmínce (11) jest vyhověno- je-li podél původní křivky 
(a = konst. Upozorňuji, že také Cěsaro *) zabýval se těžnými 
křivkami kružnice a klothoidy (radioidy); v posledním případě 
došel zvláště zajímavých výsledků. 

4 ds 

*) E. Césaro-G. Kowalewski: Elementares Lehrbuch der algebrai-
schen Analysis, 1904, p. 807, 809. 
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8. Pokusme se ještě o řešení úlohy obrácené: jest nalézti 
všechny křivky P, jež mají danou prostorovou křivku 1\ za, 
těžnou. 

Hledaných křivek jest nekonečně mnoho, ježto kterýkoli 
bod křivky Tl může býti volen za její počátek. Analyticky vy­
jádříme úlohu takto: Na ri zvolíme pevný bod O, od něhož 
počítáme oblouk a v určitém smyslu kladně. Počátek těžné 
křivky rx budiž v bodě A určeném hodnotou a = <r0 oblouku 
O A. Na hledané křivce JTJ která se v bodě A dotýká křivky 
rl7 označíme jako dříve písmenou s oblouk AB počítaný od A. 
Předpokládejme, že hustota ku hmoty rozložené podél křivky I 
jest danou funkcí oblouku s; těžištěm oblouku AB bude určitý 
bod M, který leží na křivce rx. Dle odst. 2. leží bod B na 
tečně sestrojené ke r2 v bodě M; délka u úsečky MB jest ne­
známou funkcí proměnného oblouku G=AM křivky JTJ. Z rovnic 
(5) odvodíme 

da — [ + dafdě + w dc* 

a další dvě rovnice cyklickou záměnou písmen x} y, z a f, rj9 £. 
Poněvadž 

dj d*Š dn d-i- dt d% _ 
do da'1 "*" do do* ~*~ da da'1 ~~ ° 

i d5 V i (É!lY _u (&L\* - _L 
\rfff-y \íl<r2/ "^ yťfcr- / ~~ (»"' 

kde e značí poloměr křivosti křivky JT, (daný jakožto funkce 
oblouku ff), platí 

( * ) + ( r f £ ) + ( " 3 T ) = ( ď ř j = ( 1 + * T ) + • ? ' ( 1 2 ) 

Rovnice (6) dává 

Abychom vyloučili m, obrátíme funkcionální závislost v dané 
rovnici 

i rs 

= — Jtid* =f(s) 
m 

f* o 



120 

a píšeme 
77 . . ds т-,., ч dm 

s= F (m), -=- = F' (m) . - r - , 4 da ' da 

2 9 

ds 
Do poslední rovnice dosadíme na místo — a w výrazy (12) 

resp. (13). Klademe-li pro stručnost 
D=V(^fJT» 

vychází 

U=F'(u. V).a(-U:V) . (14) 
der 

To jest differenciální rovnice 2. řádu pro neznámou u\ známe-li 
u jakožto funkci proměnné a, sestrojíme v každém bodě křivky 
rx tečnu a naneseme na ni počínaje bodem dotyku úsečku 
délky u, jejíž koncový bod vytvoří hledanou křivku r. Ale ne 
každé řešení rovnice (14) vyhovuje naší úloze. Uvažme, že 
křivka r prochází počátkem A (a = o-0) křivky rl a že v bodě 
A platí rovnice (10); abychom obdrželi skutečně křivky, jež 
mají F, za těžnou, musíme integrovati rovnici (14) s počáteč­
ními podmínkami 

du 
u = o, — = 1 p r o ď = o-0, (l<7 

kde a0 je libovolně. Udělujíce konstantě a0 postupně různé hod-
hoty obdržíme oo l hledaných křivek F; všechny leží na rozvi-
nutelné ploše vytvořené tečnami křivky r1. 

Zvláštní zmínky zaslouží okolnost, že se v rovnici (12), 
a tedy také v differenciální rovnici (14), vyskytuje toliko kři­
vost dané křivky F,, nikoli však její torse. Při libovolné defor­
maci rozvinutelné plochy nemění se, jak známo, křivost její 
hrany vratu; vztah mezi F a Fi jest tedy invariantní při de­
formaci, což vyjádříme obšírněji větou: 

Budiž r libovolná prostorová křivka obložená hmotou, 
jejíž hustota \i jest danou funkcí oblouku, A libovolný bod 
křivky F, a ri její iěžná křivka s počátkem v A] F leží celá 
na rozvinutelné ploše P, jež má Fj za hranu vratu. 

Při libovolné deformaci plochy P přejde F, ncmění-li se 
hustota a v jednotlivých její bodech, v novou křivku; tato nová 
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křivJca má za těznou křivku hranu vratu té plocliy, Jcterá 
vznikla deformací z plochy P. 

Úloha vyslovená na počátku tohoto odstavce dá se tudíž 
převésti na obdobnou úlohu o rovinných křivkách: deformujme 
rozvinutelnou plochu P, jež má danou křivku Fx za hranu vratu, 
tak, aby tato křivka přešla v rovinnou křivku y1; vyhledejme 
pak v její rovině p všechny křivky y, jež mají yx za těžnou ; 
provedeme-li nyní zmíněnou deformaci v opačném směru, přejde 
)\ zase v rt, rovina p ve plochu P a křivky y přejdou ve 
hledané křivky F. 

Integrace rovnice (14) jest obtížná i v tom případě, že 
hustota fi jest konstantní; tu platí 

1 rs 

f (s) = — / u ds = s, F(m) = m, Fr (m) = 1. 
**% 

a rovnice (14) přechází v 

Je-li mimo to křivost o-1 dané křivky r, konstantní, není 
proměnná <r v diferenciální rovnici explicitně obsažena; rovnici 
lze známým způsobem převésti na rovnici 1. řádu. 

Příspěvek k theorii involuee kubické. 
Napsal Jos. Zďárek, assistent české techniky v Praze. 

Mají-li dvě kuželosečky K, J tu vzájemnou polohu, že lze 
sestrojiti trojúhelník x{x2x3 kuželosečce K vepsaný a kuželo­
sečce J opsaný, potom existuje nekonečný počet trojúhelníků 
zmíněné vlastnosti. Vrcholy jejich vytvořují na K kubickou in-
voluci bodovou, mající J za Jcuzelosečku involuční, strany jejich 
pak vytvořují na J kubickou involuci tečnovou, pro niž je K 
kuzelosečJcou involuční. 

Zvolíme-li tedy na K bod yx a protínají li s něho k J ve-
děné tečny kuželosečku K v bodech #2 a y3, jest spojnice y2y3 

tečnou křivky eF; body yxy2y$ tvoří trojinu kubické involuee 
bodové na K. Je-li dle toho vx průsečíkem kuželoseček KJ (tak 
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