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O podminkach dostaéujicich v teorii kraJmch
hodnot funkei.

E. Bunicky.
(Do&lo 13. VIII. 1930.)

1. Rozbor podminek - dostatujicich pro existenci krajnich
hodnot funkef jedné nebo nékolika prom&nnych souvisi s vypoétem
derivaci druhého a nékdy i vyssich fadi. Odvodim nékteré véty,
jez majf za Gdel usnadniti postup dasto obtiZny, jenz zdleii v po-
stupném derivovani. Tyto véty lze pokladati za jakési zevieobec-
nénf metody udané E. Goursatem pro urdovani krajnich hodnot
poméru dvou funkei.*) .

- Krajni hodnoty funkei jediné proménné.

2. Budeme nazyvati funkei y = f(x) proménné x, kterd je
definoviana v daném intervalu a ma v tomto intervalu koneiné
 derivace a% do m-ho ¥4du, funkeci =»-krate derivovatelnou
v daném intervalu, pii éemzZ lze slova ,,v daném intervalu‘“ vyne-
chati, kdykoli to nevede k nedorozuméni.

Potiebujeme dokézati nejprve tuto pomocnou vétu:

Pomoend véta I. Budtes

Yy U Ugy o o oy Uny P15 Pos v -+ Pn

funkce v pobtu 2n + 1 proménné x, definované v daném intervalu:
a vyhovujici vztahim

Y = pithy, Wy = Polby, - o Wk = Prra¥hsns - - o Wy = Pulhn. (1)

Funkce y, uy, Uy, . . ., un jSou mimo to alespori jednou derivovatelné
v daném intervalu a funkce p; 4 = 1,2, ..., n— 1) resp. n-t krdt.
Za téchto podminek je funkce y m-krdt derivovatelnd, a derivace y’,
Y, ..., Y™ lze vyjddFiti linedrné funkcemsi u,, u,, . .., u, podle vzorch

*) E. Goursat, ,,Cours d’analyse mathématique®, v jednom ze starSich
vydéni. .
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i=y—1

YW =ppe b+ S w0 =12...n) (@)

kds koeficienty qv; jsou mnohocleny dokana_l,é urdend, byiddfené ve svém
souhrnu funkcems py, ps, . . ., Pn—y @ jejich derivacems riznych Fddi.
Pozndmka. Pro v =1 znf vzorec (2)

: y_'plul e 3)
a ztotoznme se s prvni rovmci (1). Ponechavame hod.notu 1 pro
index » ve vzorcich (2) jen proto, aby dalél Vypoéty byly sou--
mérndjsi. :
Pro n =1 vzorce (2) platf. Neboﬁ pro tento piipad se redukuﬂ
]ak jsme pravé vidéli, na rovnici (3), kterd plati podle predpokladu.
PoloZme n = 2. Pro n = 2 a » = 1 nabude vzorec (2) opét tvaru
rovnice (3), jiZ ‘potvrzené. V- tomto pripadé je funkce p; derivo-
vatelnd, podle predpokladu, (2—1)krat t. j. jednou, a totéz plati
o funkei u,. Derivujeme-li tedy rovnici (3) a.dosadinie do ni hodnotu
o'y vypoctenou z druheho vztahu (1), dostaneme

N Y' = pipaus + % _ )
Clen pyp.u, je totoiny s &lenem p,p; . . . Pu, VzZorce (2) pro v = 2.
JestliZe mimoto polozime p’y = Qe - shleddme, Ze koeficient g,
z4visi na p,, totiz na derivaci p’;, coZ souhlasi se znénfm pomocné
véty v pripad® n = 2, » = 2. Plati tedy vzorce (2) pro n='1
an=2, .
Pnpu‘ztme, ¥e vzorce (2) platl pro n = m, kde m Je libovolné,
¢islo. celé vétdi nez 1, a poloZme potom 7 =m 4 L. Pro tuto
hodnotu 7 nabudou vztahy (1) tvaru :

Y= Py, Wy = Pally, - oy Wmey = Pm u(m.u’m = Pint1 Um+i (5)
kde funkee p, (ji=1, 2, . .., m) jsou derivovatelné resp. (m +:1 —j)
krate. Zv145té platf ST
¥y = Px‘up Uy = Pally, « + o UWr—p = Pmi—y Um—1, Woizg = Pmitm, 1(6)
kde funkce p; (i=1,2,...,m — 1) jsou derivovatelny resp.

(m+1 — 1)-kréte, t{m spiée tedy (m — i)-krt. Ufijeme-li tedy
pomocné véty, jejiz platnost pro n = m pfedpokliddme; na m

rovnic (6) a na funkce Yo Prs>  + o Pms Uy -« s Umy obdriime vzorce
i=r—1 ’ ‘
y(v) = P12 - p,u, + Z Qi Ui (v= 1 2 com), (7)
=

kde koeflclenty g» jsou mnohotleny vy)a,drené funkceml P1s p,, :
-+ Pm—; & jejich derivacemi riznych radu.

_}?‘oloiime—h V. poslednich m-rovnicich-/(5) o
Uy = Y 701+1 Pz, wp=U; (1=12,..;m)

. . -
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obdrzime
' ’ Y, = 'P].Ul’ U,1 = PaUg, . U’m_l = PmUm,

kde funkce P; = piy1 t =1, 2, . m——l) jsou podle pfedpokladu
derivovatelné resp. m 4+ 1 — (z 1) = (m — ¢)-krate. UZijeme-li

tudiZ znovu pomocné véty pro » = m na funkece Y,, P, ..., Pn, U,,
., Um, obdrzime _ .

N i=y—1
Y(’) = PIPE PpUy + Z‘ Qyz U'; (v = 1 2 m)’ (8)
kde koeflclenty @,: jsou mnohotleny vyjadiené funkcemi P;,

P,,. ..., Py, a jejich derivacemi rtiznych fadu.
Vratme se k puvodnimu oznadeni a piSme posledni vzorec (8)
zvlasté; obdrzime tak B .
f=yp—

Uy = Doy ... . Pyty Uvt1 T Zl‘ Qiuivy =1,2,...,m—1), (9)
. i= '

© g=m=1

W™ = PyPy . . . Pm+s Um+r + Z Qmi Uit1, (10)

=1

kde koeficienty @Q,; (+ =1, 2,...,m — 1) a @ui jsou mnohoéleny,
jeZ ve svém souhrnu jsou vy]adreny funkcemi p,, s, ..., Pm a
jejich derivacemi rtznych ¥adia. Je tedy funkce u, derivovatelna
m-krét a derivace u'y, w'’y, . .., u,™ lze vyjadfiti linedrnimi for-
mami funkei w,, u,, . . ., Umy, p¥i 8emZz souhrn koeficientdi hodnot

Ugy Ug; « « oy Um, Umty V téchto linedrnich formach (poditaje mezi né
i Vyrazy Dops... P41 & DePs. .. Pm+1) zavisi na funkeich p,, p;,
<.+ DPm, Pm+1 & Da derivacich riznych fada funkei p,, p,, . . ., Pu-
Mimoto je funkce p, podle piedpokladu derivovatelna (m + 1) — 1
= m-krat a totéZ plati o funkci u,. Derivujeme-li tudiZz prvni ze
vztahl (5) m-krat, obdriime podle vzorce Leibnizova

t=m—1 m!

m+1) = p o, (M) | e = ) (9, ) = 4 O = 1)
Y 1ty ig{: t!’{m——-@)!pl (% 1
Nahradime-li v této rovnosti derivace wu'y, u'’y, ..., u,™M—1), q, m»

jejich hadnotami vypodtenymi ze vzorci (9) a (10) a hledime-li
k tomu, Ze funkce Umi; & Pmiy se vyskytuji jen ve vzorci (10),
muzZeme vyjadiiti derivaci y™+1 v tvaru

: i=m '

Y™ = pip, . . . PmiaUmia +Z Im+ 15 Ui o (11)
' =1
kde koeficienty gmi1,i jsou mnohodleny, jichZ souhrn je vyjadien
funkcemi p,, Py, . . ., Pm & jéjich derivacemi riznych Fada.
~ Ptipojime-li rovnici (11) k rovnicim (7), obdrzime
t=p—1 .
Yy =mpps. .. vuv+ an-ue r?=12..,mm+1),

t=1



16
kde koeficienty g,; jsou mnohoé¢leny, jichZ souhrn je vyjiddien
funkcemi p;, Py, . . ., Pm @ jejich derivacemi rtznych Fadd.

Je tedy potvrzena platnost pomocné véty pro n = m + 1,
kdyZ se pfedpoklads jeji platnost pro » = m. Plati tedy tato v&ta
obecné.

Pozndmka. Malou tdpravou provedené tvahy dalo by se
dokézati, Ze koeficienty ¢,i ve vzorcich (2) jsou mnohoéleny homo-
geni, resp. stupné i, vyjadiené obecné funkcemi p,, p,, ..., p; a
jejich derivacemi az do ¥adu v — 4. Zv1asts plati vidy ¢, = p,®—V.
Nebudeme se zabyvati podrobnostmi tohoto druhu.

3. Véta 1. Budtez y = f(x) a

‘ P Pos -+ o5 Pn—1y Uy, Ugs o ooy Up—g
funkce proménné x v poétu 2n — 1, jeZ jsou definovdny v daném
intervalu a spliuji vztahy
Y = pry, Uy = Pallg, « o s UWi=Djg1 Uity - - o Wn—z=Pn—1 Un—y. (12)
Funkce y, uy, Uy, ..., Uy—y budteZ derivovatelné alespori jednou a

funkce p; (¢ =1,2,...,n—1) resp. (n—1)-krdt v daném inter-
valu. Predpoklddejme, Ze dertvace y'(x) md jeden korfen ¢ wvnitf

daného intervalu, pri CemZ funkce py, Pg, . - ., Pn—y @ Ug, Ug, « « ., Up—1
spliiugt pro x = ¢ vztahy -

pi(e) F 0, Pye) F 0, .., pn—ylc) F 0, (13)

Up(€) = us(c) = ... = u,—y(¢c) =0, (14)

Wnea(0) & 0 (15)

Celé ¢islo n budiz podle predpokladu rovno nejméné 2, pii éem#t se
vztahy (13), (14), (15) redukuji pro n = 2 na merovnosti py(c) ¥ 0,
w'y(e) # 0.
Za téchio predpokladii, je-li n &slo liché, nemd funkce y krajni
hodnoty pro x = c.
Je-li n ¢islo sudé a sphiuje-li soucin
P1(c) Pa(C) - « - Pa—i(€) w'n—i(c)
(ktery ment roven nule, jak ukazuji nerovnostt (13) a (15)) podminkw
11(C) P2(6) -+ - Pn—a(C) U'n—s(c) <O, * (16)
nabyvd funkce y pro x = ¢ maxima vnitintho a viastniho.
Je-li n sudé a je splnéna podminka
P1(¢) Pa(€) - -« Pa—(C) U'n—i(c) > 0, 7n)-
nabyva funkce y pro x = ¢ minima vnitiniho a viastniho.
Pozndmka. Maximum-nebo minimum funkce definované

v intervalu nazyvé se vnitinim, nabyva-li funkce této hodnoty
pro hodnotu z = ¢ nezvisle proménne z leici uvniti daného
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intervalu. Toto maximum nebo minimum nazyvd se vlastni,
. jestlize rozdil y(x) — y(c) je zaporny, resp. kladny (aniZ se anu-
luje) pro viechny hodnoty x vyhovujici nerovnostem

0< |2z—c| <9, kde d je dané éislo kladné.*)

Aby vypotéty byly soumérnéjsi, polozme

=1 . -8
Un = UWn_y; (19)
pak lze psati rovnice (12) v tvaru

Y = Py, Wy = Pally, . . ., UWn—yg = Pn—1 Ua—1, Un—y = PnUn. (20)
Jezto funkes y', uy, Uy, . . ., Uy—, jsou derivovatelné jednou a funkce
» (=12, ..., —1)resp. n —i-krat, je funkce y podle vztahu
(20) a ve shod® s pomocnou vétou derivovatelnd n-krat a jejich n

“derivaci lze vyjadriti vzorei

i=y—1

y(”)=P1p2--'pLu”+ Zqﬂu‘b (’V= 1, 2:”0”) (21) ’
. i=1

kde ¢, jsou funkce Gplné urdené. Je-li ¢ koien derivace y’,
a je#to p,(c) je podle prvni nerovnosti (13) rtizné od nuly, plati
Y'(c) = py(c) uy(c) = 0, z GehoZ plyne wu,(c) = 0. Spojime-li tuto
rovnost s rovnostmi (14), obdrzime

uy(0) = uy(c) = . . o= Un—g(€) = Un_y(c) = O.
Polozime-li tedy v identitich (21) & = ¢, shleddme, Ze
y')=y"(c)=...=y" c) =0,

_ y™(c) = pi(c) Palc) - . - Pn—1(C) Pa(C) un(c)

¢ili, vzhledem k rovnostem (18) a (19)
y™(c) = pylc) pa(c) - . . Pa—s(C) w'n—y(c).
Mimoto plati podle nerovnosti (13) a (15)
Pu(C) Pal0) - - - Paes0) Wa—a(e) % 0 Eili y®(c) £ 0.
Mdme tedy konetn&
Ye)=y"()=...=y" V) =0,
- Y®(c) = py(c) Pa(C) - - - Pay(c) 'n—(c) F 0. (22)-
Je-li n &islo liché, nemd funkce y krajni hodnoty pro = = c,

coZ plyne pifmo ze vztahii (22), podle znamych pravidel z teorie
maxim a minim., 4
) Némecky - eingentliches Extremum, francouzsky' éxtréme strict

‘ou propre, anglicky proper éxtremum. 8rv. Hadamard ,,Legons sur le calcul
des variations’, 1910, str. 2—5. - :
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Je-lin &islo sudé a jestlize soudin py(c) Pa(C) - - « Pp—y(C) %' n—y(c)

vyhovuje nerovnosti (16), plati podle vztaht (22) ’
ye)=y"(c)=...=y* V) =0, y™(c) < 0.
M tedy funkce y pro x = ¢ maximum vnitini a vlastni:

Je-li n &islo sudé a jestlize soudin p,(c) Po(c) . . . Pr—y(c) u'n—4(c)

vyhovuje nerovnosti (17), plati

y'(e) =y (c)=...=y"=Vc) =0, y™(c) > 0
M4 tedy funkce y v tomto piipadé pro x = ¢ minimum vnitini
a vlastni. ' :

Véta odvozena. BudiZ y = f(x) funkce x, ktera je defino-
vina a alespon jednow dertwovatelnd v daném intervalu. Necht lze
dervact y' vyjddriti v tvarw - - - : :

- ‘= pu, o (23)
kde p a w jsou funkce x, derivovatelné n —I-krdt v daném intervalu.
Predpokladejme, Ze derivace y' md woniti daného intervalu koren
vyhovujict vztahim . o

p(e) £ 0, w'(c) =u"(c)=... =u""3(c) =0, u—(c) F 0. (24)
Cislo n budi? celé kladné, vétsi mes 1, pFi éem? se relace (24) redukuji
pro n = 2 na nerovrosti p(c) % 0, u'y(c) & 0. Za té&chto pFedpokladsi,
je-li n éislo liché, nemd funkce y krajni hodnoty pro x = c. Je-li éislo
n sudé a jestlize souéin p(c) u—1(c) je zdporny, md funkce y pro
x = ¢ maximum vnitint o vlastni. Je-li n éislo sudé a soutin
p(c) u™=N(c) je kladny, md funkce y pro x = ¢ minimum vnitini
a vlastni. : '

Tuto vétu odvodime ihned z véty pravé dokazané, jestlize
poloZime p, = p, Uy = U, Pp = Ps = ... = Pn—y = L.

Lze ji dokazati také dosti jednodule a nezavisle na vété 1.,
jestlize derivujeme identitu (23) n—1-krdt a polozime ve viech
rovnicich, jez tak obdriime, x = c. '

Poznamka. Véta I. miZe dasto poslouZiti k tomu, aby se
zjednodusilo Fe8eni Giloh o krajnich hodnotich funkei jediné pro-
ménné. M&jme totiz urditi krajni hodnoty funkce y(z), jejiz deri-
vace y'(x) mé redlny kofen uvniti intervalu, kde je funkce y(x)
definovana. Predpoklddejme, Ze se derivace y'(x) dé rozloziti ve dva
<initele p(z) a u,(x), vyhovujiel vztahtim p,(c) & 0 a u,(c) = 0. Aby
se vyzkouSel koten ¢, stadf podle véty I. derivovati &initel u(c)
a nikoli derivaci y’(z). Tento postup zjednodusuje fefeni problému
ve vSech piipadech, kde vypodet derivace u'y(x) je jednodussi, nez
vypolet druhé derivace y'’'(x). Jestlize u';(c) & 0 a py(c) u'y(c) < O
{anebo p,(c) u'y(c) > 0), je y(c) maximum (minimum) funkce y(z).
rsz_es_tliie w;(c) = 0, hledime znovu rozloziti derivaci u;(z) ve dva
Cinitele p,(2) a wy(2), z nich% jen druhy je roven nule pro z = c.
Pokragujice timto zpisobem, snazime se sestrojiti tplnou posloup- -

Casopis pro péstovénf matematiky a fysiky. Rotnik LX. 2
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nost funkei p,, u;, Pa, Us . . ., Pn—1; Un—1, Vyhovujicich vztahum
(13), (14), (15) jakoz i viem ostatnim podminkdm véty I, kters
poskytuje dostateény navod k tomu, aby se dokonéilo vyzkouSeni
kofenu c. Po kazdé, kdy se nepodafi rozloZeni jedné z derivaci
w'y(x) (v < n—1) ve dva ¢&initele p,,(z) & %,4+4(x), které by vyho-
vovaly vztahtim 2,4,(c) & 0 a %,4,(c) = 0, nutno poloZiti p,,(x) =
= 1. Poslednf dvé funkce p;, u; jsou oznadeny v textu véty I
indexem ¢ = n—1 tak, aby prvni derivace funkce y, ktera se pro
z = ¢ neanuluje, méla index n. Nahradi-li se n—1 indexem £,
nabudou rovnice (I12) a vztahy (13), (14), (15) tvaru

Y = Py, Uy = Doy, . ., Wi = Digy Uptys -+ o Wi—y = PiUr;
pl(c) :#: O’ Pz(c) 4: 0,... pk(c) :*: 0;
() = tg(6) = . .. = wp—y(0) = 0; w'x(c) % 0.

Jeito liché a sudé hodnoty k odpovidaji sudym, resp. lichym
hodnotém =, nutno dusledek transformované véty vysloviti timto
zpusobem: je-li k£ éislo sudé, hodnota y(c) funkce y(x) neni krajni;
jestliZe & je ¢islo liché a plati

D1(¢) Po(c) - .« - Pa(e) wWi(c) < O,
je y(c) maximum funkece y(z); jestlize k je liché a plati

- P1(©) Pa(c) - - . Pale) w'x(e) < O,
je y(c¢) minimum funkece. y(z).

Objasnime uZit{ véty I nékolika pifklady. Abychom zestruénili
oznaeni, budeme v feSenich pifkladd psati funkce p,, p,, . . ., P
vidycky do zavorek, mimo to vynechdame n&kdy v soudinu
pi(c) pelc) . - . Pr(c) u'r(c) Cinitele ziejmé kladné, coz nemd vlivu na
znaménko piislu§ného soudinu. Koneéné ponechdme viude &tendii,
aby si potvrdil platnost vztahu (13), (14), (15) jakoZ i v&ech ostatnich
podminek véty I.

4. Piiklady. 1. Jest uréite krajni horlnoty funkce y(x) defi-
nované rovnict

y = sin® x — 6-sin x (25)

Refeni. Derivovéanim rovnice (25) obdriime

y' = 6 (sin? x —4) sin3 z cos x.
Jetto vyraz sin®x — 4 je stdle zdporny pro reilné hodnoty z, jsou
redlné kofeny derivace y definovédny rovnici sin®z cosz = 0,
ktera je ekvivalentni dvéma rovnicim sin x = 0, cos z = 0. M4
tedy derivace y’ dvé posloupnosti redlnych kotent, totiz

x=c=mn, x=¢ = (m+ =,
kde m je libovolné &islo celé.
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Vyzkoudeni kofendt ¢ = ma.

y' = {6 (sin® x — 4) cos x} sin® x, u; = sin® z; 'y = {3 cos «} sinx,
up=sin?x; uy={2cosx}.sinx, wu;=sinz; u;= cosz,
cosc¢c = (—1)m, [(sin? x — 4)cos x.cos x.co8 . COS &]z—¢ =

= —4.(—1)m <o,
Pro x = mn ma tunkce (25')_maximun} y(mn) = 0 vnitin{ a vlastni.
Vyzkoudeni korenti ¢’ = (m + 1) m.
y' = {6(sin® x — 4) sin® 2} cos z, u; = cos z, u'; = —sin z,
sin ¢’ = (— 1)m,
[(sin? x — 4) sind « (— sin 2)]g—er = (1—4) (—sin?c¢’) = 3 > 0.

Funkce (25) mé pro x = (m + {)z minimum y [(m + )] = —5
vnitin{ a vlastni.
2. Kragni -hodnoty. funkce

y = e% cos® x. (26)
Reseni. Derivovani rovnice (26) d4
y' = 5% (cos ¥ — sin z) cos? .
Pro kofeny derivace y’ plati rovnice
cos x—sin £ = 0, cos x = 0.

Odtud plynou kofeny z =c=(m + {)z a x=c¢" = (m + )z,
kde m je libovolné é&islo celé. . :

Kofeny ¢ = (m + }) n. y' = {5€% cos* x}(cos ¥ — sin z),
“u, = cos x — 8in z; u’; = — (sin & + cos x), w'y(c) = F l72.2—_= :FVi
Je-li m &islo sudé, m = 2k, kde k je libovolné &islo celé. V tomto
piipad8 maji kofeny ¢ tvar ¢, = (2k + })x; plati pro né w'y(c,) =
= —]2 < 0. M4 tedy funkce (26) pro x = (2k + 1)z maxima.
vnittni a vlastni, rovnd y(c,) = W;emkﬂ)ﬂ.

Je-li m &islo liché, je ¢ = ¢, = (2k + 1 + Pn = (2k + §)m,
u'y(c) = V2 > 0. M4 tedy pro « = (2k + §)= funkce (26) minima

v . , 1 ” _
vnitini a vlastni, rovni —ﬁem’ﬁi)ﬂ. Pii zkouseni kofent ¢
vedbali jsme kladného é&initele 5e% cost c.

Kofeny ¢’ = (m + 1) m. y' = {5e% (cos & — sin x)} cost z,
u; = cost z ; u'y = {— 4 sin z} cos® z, u, = cos® x;
2*
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u,={——-3smx}cos’x, uy = cos® ; us—{—2smx} oS z,

' u,-—cosm,u4_—smx u4_¥1¢0

Pivni-derivace u'z, kters se neanuluje pro = ¢, ma index sudy
% = 4. Nemé tedy funkece - (26). pro hodnoty z = (m + })# pro-
ménné z ani maxima ani minima.

3. Jest uréits kmym hotnoty funkce*)

(= + 3)°

YT 0
Reseni Derivovani této rovmce dava
’_ (x+ 32w
v (x‘ +oF ,
Derivace y mé dva redlné kofeny z = ¢; = 0, x = = ¢y = — 3..
. , [z + 3) (z + 3)? '
.K = O. 1 1 ==
ofenc, = 0.y {( = ) x, Uy = x‘ _ (x T 2)3 z_c,=o'
9 .
= §> 0.

- Funkee (27) mé tedy'minimum y (0) = #7/, vnitin{ a vlastni..

' Kfﬁen cz=T3. y = {(x T 2)3}(90 + 3) A (x 3)2;

u), = {2} (x + 3), uy =z + 3; wy=1%0.
Prvni derivace u’,, kterd se neanulu]e Pro & = c,, ma sudy
-index 2, Nemi tedy- funkce (27) pro z =c; = — 3 ani maxima .

ani minima. .
.. Poznamka. P¥i feSeni prikladu 1), 2), 3) nutno miti na pa-
méti, %e funkee (25) a (28) jsou defmovany v intervalu (— oo, 4 20)
& Ye funkce (27), kterd se stavé rozpojitou pro ¥ = — 2, je defino-
.. véna. ve dvou oddélenych intervalech (— oo, — 2) a (— 2, + o), .
pti dem? hodnots — 2 je po-kadé vyloucena Koteny x = —3 a
- & = 0, zkoumané v pﬁLl&du 3), lezi Jeden uvniti prvniho, druhjr
uvmt!' druhého tohoto mbervalu :

Krajni hodnoty funkei dvou nezﬁmle proménnich

: 5 Metoda vySe vyloZens mie bth roziffena na funkce né-
kolika proménnych. V tomto-&ldnku se omez{im na p¥pad funkof
dvou proménn)’rch Bude tfeba dokazati r;elprve pomocnou vétu. -

S ") V. F. Frenet, ,,Recuell d’exercices. sur le . calcul mfxmtésxma,l“
‘ 1891 str 23 §X Maxifna ét minima, probléme 195.
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Pro stru¢nost v oznaéem, budeme. oznadovati znaky ws, wy, Wse,

Way, Wyy PO Fad¥ parcidln derivace X2, 2%, Pw ——632 ¥ fibovol-
=, Wy PO Fad® p 3z’ 3y’ va® dxdy’ oyt

né funkce w(z, y) dvou proménnych x a y. Hodnotu w(z,, ¥,) funkce

w(x, y) pro dané hodnoty = = x, a y = y, proménnych z, y ozna-

dime w,, po piipadé (w), nebo [w],, kdyby oznateni funkce w bylo -

jiz komplikovdno n&kterymi indexy nebo zivorkami.

Pomocnd véta II, Budif z-= f(z, y) funkce dvou nezdvisle
proménnych x a y, definovand v oboru dvourozmérném D a majics.
v tomto oboru koneéné parcidlni derivace aZ do druhého Fddu véetné.
Necht lze parcidlni derivace z; a z, vyjddFits vzorci

2y = Pu, z, = pv, - (28)

kde P = P(z, y), u = u(z, y), p = p(x, y) a v = v(x y) jsou funkce
- proménnych x, y, definované v témZe oboru D a ma,ym, tam konecnef
parcidlni derivace podle x i y. N echt ddle
Uy = u(Zy, Yo) = 0, V.= v(Zy, Yo) = 0, (29)
kde Zo, Yo jSOU souradnice nékterého daného bodu (x, yo) v oboru, D.
Jsou-li viechny tyto podminky splnény, plati rovnosti

: (2z)o = Po(ta)os (2m)o = Po(vs)o (30)
a o '
Hy = (222)0 (2y)o — ()0 = qu’o E’::)):((::;: = Pyp, [gg: ;;J

= PypoJ o - (31)
kde H a J = D(u, v) , jsou strucna oznaéent pro Hessidn Za 2y —2%y

«D(z,y)

funkce z a pro Jacobidn funkci 4, v-vzhledem ku proménnym x, y. -
- Derivujeme-li identity (28) podle = a y, obdriime -

2es = Pug 4+ Pgu, 22y = Puy + Pyu, 22y = puz + Pav, 2yy = pOy+pyv.

Dosadime-li v téchto identitich z = z,, ¥y = ¥,, & prlhliiime .

zéroven k rovmcim (29), obdriime -

(222)0 = Po(uz)o. _ . _ (32)
(22y)o = P o(u_u)o' S X (33)
CGmh=polwde o (38
(2)o = Po(vy)o (35) :

Tim jsou doké.zé,ny rovnosti (30); které jsou uplné totoZné’ s rov-
nostmi (32) a (35) Mimoto se odvodi uiltfm rovmo (32), (33), (34),
(36): ‘
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Py(uz)g, Poty)o —
(2zw)o (20)o Po(¥z)0s Po(Vy)o
-D ’

= Popo[l“)‘((‘z’_;;q = PopeJ o

Tim jsou dokdzany také rovnosti (31).
Véta II. BudiZ

(222)0 (22v)o —

(uz)o (Uy)o|

Ho= | (0o (@)~

2= f (z, Yy )
funkce nezdvisle proménnijch x a y, majici ve dvourozmérném oboru D,
v némZ je definovdna, vechny parcmlm derivace prontho i drub” the
¥ddu spojité.
Necht md soustava rovnic
‘ 2. =20, 2,=0

re&‘eni T = To, Y = Yo, kde bod (x,, y,) le uvniti oboru D, a necht lze
vyjddiiti parcidlni derivace zz a 2, v oboru D rovnicemi

2 = Pu, 2y = pv, (37)

lcde P, u, p, v jsou funkce proménnych x, y, majict v oboru D konecné
derivace prvniho Fddu. Zvla§té’ necht vyhovuyz funkce P, p nerovnostem

Py 0, po 0. (38)
Za téchto predpoklads a poloime-li
D(u, v)
D(x,y) 7
plati tyto véty:
Jestlzée
PopeJo < 0, (39)

funlcoe z nemd krajni hodnoty v bodé (x, ys)-
Jestlize naproti tomu .
PopeJo > 0, g (40)
md- funkce z v bod€ (x4, Yo) krajni hodnotu vnitini a vlastni. V tom

pripadé jsou hodnoty Py(uz)y @& Do(vy) rizné od nuly a maji stejné
znaménko. ' '

Je-li splnén vztah (40) a jestlize mimoto
_— ' Py(uz)g < 0
© (6ila, cof je ekvivalentni,
o Po(vy)e < 0), (41)
md funkce z v bod¢ (z,, y,) maximum vnitini a viastni. .
“Je-li splnén vziah (40) a jestlize mimo to .
Py(uz)g > 0
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(¢ils, co% je ekvivalentni, : :
Po(vy)e > 0), (42)
md funkce z v bod& (%4, Yo) minimum vnitint a viastni.
Pozndmka: Maximum nebo minimum 2z(x,, ¥,). funkce
2(z, y) definované v oboru D na,zyva, se antrmm, lex{-li bod
(g, yo) uvnit¥ oboru D. Toto maximum nebo minimum z(;, yo)
na,zyva. se vlastnim, jestliZe rozdil z(z, y) — 2(z,, y,) ztstava
zéporny, resp. kladny pro viechny hodnoty x a y, které spliiuji
vztah 0 < |z — 2| + | ¥ — yo| < 8, kde d je dané &fslo kladné*).
Podle pfedpokladu plati (2z)o = 0, (2y)o = O, ¢ili, vzhledem
k rovnicim (37),
Pouyg = 0, povy = 0,
odkudz plyne podle nerovnosti (38) :
Ug = 0 vo = 0. » (43)
Vyhovuji tedy funkce 2z, P, p, u, v viem podminkdm pomocné véty
II. Nebot funkce z mé v oboru D parcialni derivace koneéné a do-
konce spojité a to ¥adu prvniho a druhého. Parcialni derivace z; a 2y
jsou vyj é,df'eny v oboru D rovnicemi (37), pfi éem? funkce P, u, p, v
maji v témZe oboru koneéné prvni derivace podle = a y. Mimoto

se funkee u a v anulujf v bod& (@, ¥o), jak ukazujf rovnice (43)
Je tedy podle pomocné véty II'

‘ (222)0 = Po(uz)os (Zuw)o = Po(v)o | (44)

Popgy = Hy = (2az)o (Zyy)o — (2z4%)o- ‘ (45)

Plati-li nerovnost (39), je vzhledem k relacim-(45) H, < 0, z &ehoZ
plyne podle zndmé v&ty z analyse, Ze funkce z nemé krajnf hodnoty
v bodé (z,, ¥,). Plati-li nerovnost (40), je Pypedo = Hy> 0;
v tomto pripadé m4 funkee 2, jak znamo, kra]m hodnotu v bods
(%o, Yo), PFi Cemi jsou cisla, (z,,)o a (z,,,,)0 rizné od nuly a majf spo-
ledné znaménko. Aviak (zsz)o & (244)0 jsOU podle rovnosti (44) rovna
vyrazu Po(us)o, Tesp. p(vy)e; jsou tedy vyrazy Pg(uz), a Po(vv)o
Tuzné od nuly a majf spole¢né znaménko.

Platf-li nerovnosti (40) a (41) ziroveli, nalezneme, hledice
k rovnicim (45) a (44), Ze plati Hy>0a (zm)o <0 [6111 (2yy)o < 0],
z &eho# plyne, %e funkce z ma v bodd (xo, Yo) maximum vnitini a
vlastni. JestliZe konetn& plati zdroveii nerovnosti (40) a (42),
obdrifme Ho > 0 a (2z2) > 0 [&ili (24,)0 > 0]. Ma tedy funkce 2
v bod¥ (%o, ¥o,) minimum vnitini a vlastni.

Poznamka Plati-li rovnost J, = 0, je také vzhledend k. rov-
nicim (46) Hy = 0, coi znamend, Ze nastdvé pifpad pochybny.

- *) J. Hadamard, 1. ¢:

a



6. P¥iklady. 1. Jest uréiti krajni hodnoty funkce
- . 3atzy — 2ty
TR
che a je dané ci.slo rediné, nikoli rmme' nule. Funkce z proménnych
7e defmovana v celé roviné xy, vyjimaje body primky

. T+ y=0 (47)
Re#&eni. Oznadme p¥{mku (47) pismenem 1. Tato piimka délf
rovinu zy na dvd poloroviny. Ozna¥me znakem 4, polorovinu,
kterd obsahuje -ahel kladnych smysli. os souradnych znakem 4,
druhou polorovinu, pfi $em# v ka%dé poloroviné 4, a 4, viechny
body pHmky ! podle pfedpokladu jsou vylouéeny. V kazdé polo-
roviné takto sestrojené méa funkce z vSechny pa,rciélni derivace
prvntho a druhého fédu spojité. JeZto. funkce zzavisi jen na @?, Ize
v rovnici (46) nahraditi a hodnotou |a | J inymi slovy, lze poklada,tl
a za &slo kladné.
Denvu]eme-h rovmcl (46) podle zay, obdrzime

(46)

¥} (3a® — 2zy — a?) . — x?(3a% — 2zy — 3?)
N N C ) N
Poloiime-h 2z & 2y rovno nule, obdrZime .
Y*(3a® — 22y —2?) = 0, x2(3a’-——2xy—y2) = 0. (48)

Soustava rovnic (48) je obecns ekvxva.lentm témto Styfem sousta-
vém:

2y =

 ogp=0,z2=0 - (I)
¥ =0,8a—2xy—yt=0 (I)
3a2 —2xy —at =0, 22 = 0 (11II)
34 .—2xy-¥—x’—10'3a’——2xy—y =0 - (IV)

: Sousta.va, (I). dédva FeSeni =0, y = 0, které nevyhovu]e,
jezto bod (0;.0) lef na p¥{mce I. Sousta,vy (II) a (IIT) vedou k rov-
- nostem y =a=0a x =qa =0, jei ]sou nemozné, jezto ¢islo a je

- podié*predpckladu kladné. Zbyvé tedy jen soustava (IV). Odecte-
me-h v nf prvni rovnici od druhé, obdrifme - -
- et—yt =0, ¢&ili (x+y)(x——-y)—-0

Jeito prvni éxmtel nemize byli roven nule, je: :

' DR T =y . ' (49)

: Rovmce (49), kombmované, 8 ]ednou nebo druhou z rovaic (EV),
, davé tato dvé re§en£

i

‘z=a,y=a . R 1)
‘x—,-,,—a, y—-—q.H .. (51)

\

B
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VyzkousSeni FeSeni (50). PoloZime-li

¥ 3a? 2
= —— % = 3a® — 2xy — 22,
(z + y)* Y
ia 30— 2 2 e
= ——— v =3a— 22y — 42,
P= @+ Y
plati
: 2z = Pu, z, = pv; (53)
a? 1 1
P(a, a) =P0:4—a2= 4> 0, pla, @) = py = 4 >O!u(a,a)=u0=
=0, v(a,a) = vy = 0; uy = ~2x~2y, Uy = —2x, vy = —2y,
B 1 —2z—2y,— 2% _
#_2x—2y3H0_' OPOJO "“_4— 4 [ _____2y’_2x'____2y ]z=a‘y=_a
3 1 :
=4 a? > 0; (2ar)o = Po(ug)e = 4 ug(a, a) = —a < 0.

Je tedy Hy >0, (222) < 0. Z toho plyne, Ze funkce (46) nabyva
v bodé (a,a) poloroviny 4, maxima 2z(a,a)=a® vnitintho a
vlastniho.

VyzkousSeni feSeni (51). UZijeme-li opét rovnic (52) a (53),
obdrzime pro x = —a, y = —a

1 1
P(“‘“a, "‘(Z) :Po =—4 > 0, p(-—-——a, -——a) = Py = _:{> 0,
w—a, —a) =uy =0, v(—a,—a)=v,=0; Hy=

—2r —2y, — 22 1 1
== Popo[ v ]
z=—a, y=—a,

—2y,— 22 — 2y =4 T
> 1 ' - da
= T a? > 0, (zxx)o = P(,(uz)o — ux(____ a, —a)=—>0.

120&2 =

4 4
M4 tedy vzhledem k nerovnostem H“, > 0, (2a2)p > 0 funkce (46)
v bodé (— a, — a) poloroviny 4, minimum z(~—a —a) = —ad,

minimum vnitini a vlastni. »
Pozndmka. Piiklad pravé rozreseny vy]adruje geometrlcky
velmi zndmou tlohu: najiti mezi viemi pravothlymi rovnobézno-
stény o daném povrchu 6a? ten, ]ehoz ob]em je nejveétsi: Odpovéd’
(Ze je to krychle o hrand a) je déna FeSenim (50).
2. Jest uréiti krajnt hodnoty funkce z definované rovnict

2=t (z—2) (y—1) (54)
pro vdechny redlné hodnoty x a y. '
Resem Derivovinim rovnice (54) obdrzunev
=t (x—1)(y — 1), 2y = &3V . (x — 2)¥.
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‘Soustaya rovnic z; = 0, z, = 0 je ekvivalentn{ soustavé
S@—Dy—1 =0, (z—2)y=0,
jeZ dé,va feéeni
x=1y=0, ) - (55)
z=2y=1 - (56)
Reseni (55) Polozime-li
c - P=erty, (y——l), u=2z—1, p—e"‘“’ (x—2), v=uy,
“ obdrifme _
2z = Pu, 2, = pv; Py = P(l, 0) = —e, po=p(1,0) = —e;
up = u(1,0) =0, =0(1,0) = 0; uy = 1, 4y = 0, v, = 0, v, = 1;
> . ' 10 . .
Hy, = ‘_Po_p.qu = (—e) (—e) ' l =€ >0, (2az)o = Po(us)o =

= —e, l=—e<0

Nerovnostl Ho > 0 & (2:2) < 0 ukazuji, te funkce (04) mé v bode
(1, 0) maximum 2 (1, 0) = e yvnitini a vlastni
Redeni (56). Polozime-li

. P-—e“+"(x-——l) u_.y——-l p = ertvy, v_x——2
vypodteme

2z = Pu, z =pv; P, —-P(2 1)_e3 Po = p(2 1)_
u,=u(231)=,0,v0'—v(2,1)_0 Uz = 0, u,,—l,v,,_l,'vy_.o;
| 01 "
1-0

- .. Vzhledem k nerovnostl H, <0 nemé funkce (54) v bode (2,1)
ani maxima ani minima.

' 3. Jest urcite_krajni hodnoty. funlcce 2 defmovane’ pro vSechny
- rpalne’ haduoty promé’nnych z a_y rovmict*)

. ez —gatsimy (5T
Re§eni Soustava rovnic ' _
2= e”"'“‘"" (zsxny+ 1) =0, zy = g, evtasiny (] + x cos y) =0
- i'eduku]a se na ekvwalentni soustavu (predpoklad x = 0 odporu;e
:rovmm 2z = 0)-

' xsiny-[—l-() l+a:cosy—0 (58)
: ,Pﬁeme-h tuto soustavu v tvaru - ‘

‘ : sm\y=cosy=-—~1/x Lo

PR ') Vi Vera Si‘v Sbirka ovitenf a tloh z' poétu dlferenclé.hﬁho a inte-
. ,’Lgrélnﬂm (msky), 1899. sv I . 8tr. 102 al 17. . )

Ho—'PoPoJo—e e

l:—e°<0

Tt

‘ -\:“l
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nalezneme posloupnost hledanych kofent 5
y =3 yo = kﬂ + % ) xXr = xo.= (_—- 1)k+11/2_,

kde k je libovolné &islo celé.
Polozime-li '

P=etssoy o4 = gsiny + 1, p = geytasiny 9y = 1 4 xcos y,
obdrzime
2, = Pu, 2y = pv; Py = P(2, Yo) = e¥ot®sn¥ > 0; py = p(,, Yo) =
= eve+zesin s + 0 (jezto z, + 0); uz = sin y, u, = z cos y, Vy =
= cos Y, ¥y = — z 8in y;
. sin 1 COS
Hy = PypyJy = ewttzsinu g | S0 Yo ToC8 Yol
COS Yo — g SiN Yo |

_—Z 2ezy.,+21. sin Yo,

Odtud plyne, vzhledem k nerovnosti %o % 0, pro kazde resen{
T = Xy y =y soustavy (58) _
H ) zezy.+2:t. sin Vol Q.

Nemd tedy funkce (57) krajni hodnoty pro zidnou hodnotu
proménnych z, y.

*
Sur les conditions suffisantes dans la théorie des extrema -
des_fonetions. -
(Extralt de l’artlcle precedent)
Ces conditions sont expnmees par les thememes sulvants

I. Soient’
y = f(z) et

D1y Pos -+ o Pn—15 Uy U, - - o Un—q
2n—1 fonctions d’une variable z qui sont définies dans un mter-
valle donné et qui satisfont aux relations :
’
Y = Dy, Uy = Pathy, .« - oy Wi’ = Pig Yiky, -+ oy Wn—g = Pu— Un—y.

Les fonctions y, uy, u,, . . ., %a—, sont, par hypothese au moins une
fois, et les fonctions p; (+'=1, 2,. . ., n—1) respectivement (n—i)-
fois dérivables dans Iintervalle donné. Supposons que la dérivée
¥'() ait une racine ¢ & I'intérieur de I'intervalle donné, les fonctions
P1; Pas - oy Pa—yy Usy Us, - - o Un—i satlsfaxsant pour & =c¢ aux relations

p,(c) 4: 0, Pz(c) 4: 0, .~vy Pn-fl(c) 0, . , ..~(13__)

e -’-""2(0) =*»'"'3(c)-=.~'i- . = Up—y(c) =0, (14) N
u'n_l(c) +0. ‘ 'A (s
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Le nombre entier n est, par hypothése, égal au moins & 2, les trois
derniéres relations se réduisant pour » = 2 aux inégalités p,(c) 0,
u'y(c) == 0. Cela posé, si # est un nombre impair, la fonction y n’a
pas d’extremum pour  =c. Si n est un nombre pair et que le
produit p;(c) pa(c) . . . Pn—y(c) u'n—y(c) (différent de zéro en vertu
des megahtes (13) et (15)) satisfait a la condition

_ P1(c) pa(C) - - . Pa—s(c) u'n—(c) <O,
la fonction y atteint pour x = ¢ un extremum maximum intérieur
et propre. Si n est pair et que ’'on a

P1(C) Pa(C) « - . Pn—y(€) w'n—y(c) > 0,
la fonction y atteint pour # = ¢ un extremum minimum intérieur
et propre.
II. Soit
z=f(z,9)
une: fonction des variables indépendantes x et y qui a toutes les
dérivées partielles du premier et du second ordre continues dans
un domaine & deux dimensions D, ou elle est définie. Par hypothése,
le systéme d’équations
‘ ’ T2, =0,2,=0

a une solution & = =, ¥y = y,, le point ,, y, étant situé & 1'inté-
_ neur du domaine D. De plus, les dérivées partielles z, et z, peuvent
s’exprimer dans le domaine D au moyen des équations
2y = Pu, z, = pv,

P, u, p, v étant des fonctions des variables x, ¥ qui ont dans le
domaine D des dérivées finies du premier ordre. En particulier,
les fonctions P et p satisfont, par hypothése, aux inégalités P, & 0,
Po + 0. Toutes ces hypotheses étant 1emphes on a, en posant
D(u, v)
Dz, y)
la’ fonetion n’a pas d’extremum au point (xo, Yo)- Si 'on a, au
contraire, .

= J, les propositions smvantes Si'Pon a PypeJ, <0,

Pyp, 0> 0, : (40)

la, fonctlon z a au point (%), y¥,) un extremum intérieur et propre.
En ce cas, les nombres Pg(us), et py(v,), sont différents de zéro et
* on le méme signe. Si la relation'(40) est satisfaite et que l’'on a, de
plus Py(uz)y < 0 (ou, ce qui est une condition’ eqmvalente, p(,(v,,)0
<,0), la fonction z a au point (%, ¥,) un maximum intérieur et
propre. Si la relation (40) est satisfaite et que de plus on a-Po(u), > 0
(ou, ce qui est une condition équivalente, py(vy), > 0), la fonction
z a au point (x,, y,) un minimum intérieur et propre.

- Ces deux théorémes sont appliqués a plusieurs problémes
spemaux
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