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Podobné  pro polohu polir k libovolnému priméru 4
plati:

. N . A
@ sin d/f_ — sin Lf\l —
sin Al sin Al

A A N A
jelikoz velitiny (dl), di’, 4!’ resp. (dl'), dl, 41 jsou vyjadieny
kterymkoliv pirem paprskii svazku 4, jenZ stanovi soufadnice
(rd) a soulasné polohu paprskii komplexu, které kolmo protinaji
paprsek .

V poslednim vzorei zachovdvd x4 vidy totéZ znameni za
tychZ podminek, jak bylo ukdzdno; nezdvisi vSak, jak Sturm
uvddi, na tom, je-li involuce mimobézek (dd‘=, II') elliptické
nebo hyperbolickd.

Vztah mezi poétem prvocisel v danych mezich
a vétou Wilsonovou.
Napsal M. Kii;sler.

Pro urteni poétu prvotisel v danych mezich sestavena byla
fada vzorch bud jen empirickjch (Gauss, Legendre, atd.) nebo
s rliznou pfesnosti analyticky odvozenych. Tyto opiraji se vétsi-
nou o prici Riemannovu, spotivajicf na vlastnostech { funkce,
jiné op&t uzivaji vztah mezi soudtem pfirozenych logarithmi
vSech celfch éfsel = A a podobnym soultem viech prvolfsel
= 4% |

‘ Postup, jimZ se v téchto pracich k vysledku dospfvd, jest
jednim z nejsloZitgjsich a nejobtiZn&jiich v d&jindch védy.

Ulohu mo#no poklddati za zvlastni piipad problemu Poli-
gnacova**), ktery znf:

*) Viz prehledny referit v Enzyk. der Math. Wiss. Riemannova theo-
rie jest podrobné vyloZena ve dvou svazcich dila: Ed. Landau: Handbuch
der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Teubner. 1909.

*#) Compt. rend. 1859. IL
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»Pro danou funkeci f(x) nalézti analyticky vyraz pro soudet

SO =)+ @)+ 1)+ o0, @,

znalf-li p,, py, Psy - .. pi v8echna prvotisla = 4 a =< B“.*)
Polignac ud4dvd nijak neodtivodnénou formuli

S (@)

zf(p)—jlogx

Vzorec tento jest podle Riemannovy theorie pfiblizn& sprivnym
pro f(x) = 1, t. j. pro polet prvoiisel v danych mezich. Pro
jiné tvary funkce f(x) neni ani jeho pf¥ibliznd platnost nijak
prokdzina. Pokud jest mi zndmo, nebyl dosud problem Polignaciv
ve své vieobecnosti pfesné analyticky feSen.

Pojedndni toto obsahuje zddané fefenf v pfesném tvaru a
z theoretického hlediska zcela postadujicf. Jsou to vzorce (D)
a (6). K praktickému vypottu se formule ty ovSem nehodi,
aspoii ne v té6 formé&, kterou prozatim maji. Népadnou jest pii
tom jednoduchost vyslednych vzorcd, kterd prdvé skytd nadéji,
ze béhem doby bude moZno i prakticky vytéziti odvozené vy-
sledky. O vyhodnosti pouzité methody svédéi ta okolnost, Ze lze
Ji pouziti i na tlohy obecndjif, jako n. pf. k uréeni pottu prvo-
¢isel v urditém pottu Elent dané fady arithmetické a na podobné
sevieobecnény problem Polignactv (vzorec (7)).

1. Véta Wilsonova zni:

»Je-li p prvotislo, jest (p — 1)! 4 1 délitelno &fslem p.“

Véta ta splnéna jest jen pro prvodisla, nebof znalf-li p
slo slozené, jest (p — 1)! timto ¢islem délitelno a tedy ddva
(» — D! 4 1 déleno &fslem p zbytek 1.

Plati tedy vzorce:

»—1n!

1
—q— — rvotislo
» » (pp )

(p__;%)! = b, (p sloZené &islo)

*) 4, B jsou tisla celistva.
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kdeZ a, b jsou celistvd kladnd ¢&fsla, z nichZz prvé jest liché,
protoze (p — 1)! —=ap — 1 jest pro liché p &islem sudym.
Z toho plyne

(P;l)!zo

(»—1n!
P

sin n (p sloZené)

)

sin = sin % (p prvotislo)

.

V téchto vyrazech vyskytd se jen pro celistvé p definovany
¢len (p — 1)), ktery pro dal¥f polet nutno nahraditi spojitou
funkei. Takovou fukef jest I'(2), kterd pro celistvou a kladnou
hodnotu argumentn 2z méd préavé hodnotu (2 — 1)! Funkce tato
jest analytickou pro viechna z, jichZ redlnd €4st jest vétsi nez
nulla.

Utvotime funkei

Sin(ﬂ—%@)
Q(Z): ————'—'——n—-—, o« s .(2)
Sln’?‘

kterd jest analytickou pro vSechna z, jichZ redlnd &dst jest vétsf
nez 1, nebot titatel i jmenovatel vyrazu (2) jsou v uvedeném

oboru funkce analytické a mimo to jmenovatel sin % voboru tom

neméd nullovych bodd. Funkee ¢(z) nemd tam tedy ani péld
ani bodd singuldrnich, vylou¢ime-li oviem z tivahy bod nekoneény.
Takto definovand funkce ¢ (2) md znatny &iselné theoreticky vy-
znam. Podle vzorel (1) jest totiz pro celistvé a kladné p = 2
e(p) =o (p slozené) | . @)
o(p) =1 (pprvocislo)]

Opirajice se o tuto vlastnost o funkce, miZeme problem Poli-
gnaciv poklidati za feSeny formuli:

2 (p) = o(4) F(4) + oA + D f(A+1) +
e+ DAL+ + ...+ o(BB), ..

kdez levd strana rovnice ma symbolicky vyznam uréeny vzor-
cem (a).

(4)
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Pravé strané rovnice mizeme dati tvar sevienéjsf, uzijeme-li
bud souctového vzorce Euler-Maclaurinova nebo formule Plana-
Abel-Cauchyovy. Vzorce tak ziskané nehodi se vsak nijak
k ¢iselnému vypoltu, protoZe neznidme dosud Z&dného jedno-
duchého rozvoje pro ¢ funkci. Omezime se zde proto na pomérné
nejjednodus¥i a jen theoreticky vyznam majici setteni Fady na
pravé strané rovnice (4).

BudiZ C uzaviend integratni kiivka, lezfci celd v konetnu
a na pravo od pfimky x — 1 a objimajici body

A, A+1,4+2 ... B,

mimo né vSak Zddny bod, odpovidajici néjakému jinému celistvému
tslu.

O funkeci f(2) piedpoklddejme k vili jednoduchosti, Ze
jest uvnitf a na ktivee C analytickou. Funkce zcotgnz ma ve
vSech bodech, odpovidajicich celistvym Cfslim jednoduché poly
s residuem 1 a tedy md funkce

ncotgmz . 9(2)f(2)
v takovém bodu ¢ residuum
0(9).f(9),
protoZe o¢(2) f(2) jest tam funkei analytickou. Jest tedy

n=RB

%f(p) =D§Ae(n)f(n)=—21—” f mcotgnz.o(@)f(2)dz.. . (6)
C

B
Klademe-li na pf. f(2) = 1, piedstavuje 31 polet prvotisel

A
v mezich 4 az B. Jest pak

B 1
flzﬁf”Q(Z)COt‘qHZdz’ N (V]

c

kteryzto vzorec jest jisté ze viech vzorcd polet ten uddvajicich
formélng nejjednodusif.

2. Methoda ptedchdzejiciho odstavce di se uZfti k FeSeni
problemu jesté obecnéjifho, neZli jest Polignaciv.
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Necht znati nyni p,, Py, Psy - - - Px VSechna prvoéisla, ob-
sazena mezi Cleny arithmetické Fady

A, A4d, A+2d,A+3d, ... B—d, B,
kdez A4, d, B jsou &sla celistvd a kladnd.
_Hledejme soutet

A§a F@) = F@) + F(a) + F P+ - -+ Fp0), ..

kde f(z) zna&i danou funkei. Patrné jest opé&t jako pfi vzorci (4)
B
= f(@) = ¢S+ ed+d) f(d+d)+
+0(A +20) f(A+2d) + . . . + o(B) f(B),
kdez pravd strana miize byti nahraZena integrilem dle kiivky,
v némz viak vystupuje misto zcotgaz &len % z ; 4

Tento vyraz mé jednoduché poly v bodech A, 4 4 d, A + 2d
atd. s residui 1. Tak obdrzime rovnici analogickou formuli (5):

cotyg =

“’ f0) =g, j 7Q(2) 1(2) colgm ——d—é dz ... (7)

Klademe-li na pf. f(2) = 1, obdrzime vzorec pro polet prvotisel
obsazenych mezi &sly 4, 4 4+ d, 4 4 24, .

Vzorce odvozené nehodf se k vypottu praktickému z toho
jediného diivodu, Ze nezndme dosud takové vyjddieni funkce o (2),
které by piipoustélo provedeni naznafené integrace. Zdd se viak
pravd&podobnym, Ze funkce ¢(z) d4 se rozvinouti v Dirichletovu
fadu formy:

o —In?
o) =Zae

kdez 1, jsou redlné konstanty = o sefazené dle velikosti, takZe
od urtitého » potinaje jest l,4+1>>l,. Dikaz tohoto tvrzeni
prozatim podati nedovedeme, coZ Cini zbyte¢nym kazdé odvozo-
véni dalSich vzorci.
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