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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O minimalnich grafech, obsahujicich n danych
bodu.

Vojtéch Jarnik a Milos Kossler.
(Do&lo 10. tnora 1934.)

_ V tomto ¢lanku zabyvame se touto tlohou: je déno = bodu
. 0y, Oy, . .., Cp; hleddme souvislé mnozstvi, slo¥ené z koneéného
podtu Gisedek a obsahujici body O, Cy, . .., Cs tak, aby ,,celkovs
délka‘“ tohoto mnozstvi byla co nejmenéi (pro. n = 2 jest oviem
touto ,,nejkratdi spojnici‘‘ Gsetka, spojujici body C;, C;). V § 2 do- -
kazujeme existenci takového ,,minimalnfho grafu®, v § 3 zabyvame
se piipadem, kdy body Cj, C,, ..., Cs tvoif vrcholy pravidelného
n-thelnika. ' : -

. Charakter tohoto élanku je zcela elementérni; mimo to n&které
body ditkazu jsou zcela b&Zné Gvahy a proto je providime struéns.

§ 1.

BudiZ Ri (k = 1) k-rozmérny eukhdovsky prostor Neprazdne
bodové mnozstvi G ( Rinazveme grafem v Ry, m4-li tyto vlastnostl

1. @ je souvislé; 2. bud se @ skldd4 z jediného bodu nebo je G
-soudtem kone&ného podtu uzavienych tsedek.l) Je-li P ¢ @ a existu-
je-li pravé n (nikoliv v8ak n - 1) Gsedek, leZicich v grafu @, majicich
P za bod koncovy, z nichZ Z4dné dvé nemaji kroms bodu P Spo- -
le¢nych bodi, budeme Ffkati, Ze P je bodem n-tého i"adu grafu G.2) -

1) Oznalent: ACB znali: 4 je &ésti mno¥stvi B; A eB znali: 4 je

prvkem mno¥stvi B; 4 . B je prinik mno¥stvi 4, B. Znakem MN znadime
uza,vi'enou usecku (t i vcetné koncovych bodit) o koncovych bodech M, N;

MN znadf polopaprsek o koncovém bod¥ M, jen% obsahuje bod N (vdetnd
bodu M ) Znaky ;(MN ), (MN Jos o(MN )o znadi mno#stvi viech bodd .tsed-
ky MN s vylouéenim bodu M, resp. bodu N, resp. obou bodd M, N & pod.
Uhel & dvou tisetek PM, PN, majicich jediny spole¥ny bod P, béfeme vidy
v intervall 0 < & <, Znak MN bude nskdy znatiti t6%. otientovanou -

* tsetku (zad4tetni bod M, koncovy N); ndkdy bude’ MN znaéxtl tél' délku
o té!:o tsedky; nedorozumani- neni tfeba se_obAvati..

v R grafu q exmtuje bod nultého ﬁdu tehdy a Jen tehdy, ,]e-h G Jedno- -
bodovy graf. .

Guopll pto p&ﬁovht matematlky s 1ys!ky Bocnik 68




»B'o'dy prvniho ¥4du nazyvajf se koncovymi body, body vy$itho ne%
~ druhého ¥ddu mnazyvaji se rozvétvovacimi body grafu (obojich
“je v kakdém grafu nejvySe koneény podet). Je-h P bodem n-tého
- ¥4du grafu G, poloZme V(P) = n —.2 a kladme déle V(@) = ZV(P),
kdez vpravo se stitd pfes viechny body grafu, jejichZz ¥4d nenf
roven 2 (miZeme oviem do souStu pojmouti i s¢ftance, pisluiné
-k nékterym bodt"lm druhého Fadu). V(P) budeme nazyvatl vahou

bodu P.

Graf, jenZ je soudasnd uzavienou; ]ednoduchou spojitou
kfivkou, nazyvéme cyklem. Graf, ]ehoi iéd.na, dast nenf cyklem,
nazveme stromem. Plat{ pak znamé

vita 1. Je-li G stromem, jest V(G) = — 2.3)

Dikaz. Ony body grafu @, jeZ nejsou druhého Fédu a déle
ony body druhého ¥4du, v nich# se stykaji dvé tsetky grafu, ne- .

lefci v jedné p¥mce, nazveme vrcholy grafu G. Usetku MN C G

~ .nazveme stranou grafu, neni-li 24dny bod Gsetky ol MN), vrcholem
" -a jsou-li oba body M, N vrcholy grafu.?) Kaidy vicebodovy graf
je potom soudtem svych stran.5) UkéZeme napied: budiz G vice-
bodovy strom; potom mé G aspoii jeden koncovy bod. Nebot:
budiz M, M, strana grafu @; neni-li M, koncovym bodem, existuje
strana MM, (riznéd od MIM._,), nenf-li My koncovym bodem,
' 'ex1stu]e dalsf strana MM, atd.; body M,, M,, My, M,, ... jsou
. navzéjem rézné (jinak bychom ‘dostali cyklus) a proto se ‘tento
postup nutné zarazi u né]a.kého bodu M,, jenz je nutné koncovym
bodem. Dikaz vity 1 je jiz snadny: Budiz @ vicebodovy strom;
‘utedy mé G strany MIM, takovou, Ze M1 je koncovym bodem.
-Strom G = G—(M M,), mé ménd stran nez G a-zfejmé jest
~V(Gy) = V(G). Opakovanim tohoto postupu dosp&jeme k jedno-
~bodovému grafu G; takovému, Ze V(G;) = V(G). Ale pro ]edno-
: bodovy graf ]e V(G;) =2, tedy V(@) = —2.

: o 82,

o Budxi déno % (n = 2)bodt Cy; Oy, . . ., Oy prostoru Ry (Ic = l), _

o body ty ‘budeme nazyvati zdkladn{mi body ‘Budi? @ n&jaky graf

v Ry, obsahujfef body C), Cy; ..., Cn. Slovy ,,vrcholy grafu G -

" budeme oznadovati piednd véechny ‘body - zakladnl, za druhé

. vechuy body grafu @, jejichZ ¥ad nenf roven 2, za tfet{ ony body . -
* - druhého i‘a.du gmfu @, v nichZ se stykajf dv® ﬁseéky grafu, nelezfef -

4).Toto pojmencvéni je {)en provisorni a podriime je pouzé v dfikazu

5 thn a.ragratu udeme pojmenovén{ pondkud modifikovati.
:;M_nJi- dv riizné strany. grafu spoletny bod, je tento bod nutng
em obou téchto stran, stra,n ]0 ovﬁem,,]en koneﬁny po&et

.")_Z. toho je patmo~ vicebodovjr stron mé aspoii dva konoové body .
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v jedné pi¥imce.®) Usedku MN C @ _budeme nazyvati ,stranou
grafu G, jestlize Z4dny bod tsetky o(MN), nenf vrcholem a jsou-li
oba body M, N vrcholy grafu G. Graf @ jest pak soustem svych
stran. Vrcholi i stran je zfejmé& jen konedny podet; maji-li dvé
rizné strany grafu G spoleény bod, je tento bod nutné koncovym
bodem obou téchto stran. Soudet délek vSech stran grafu G nazveme
délkou grafu @, znadka /(Q).

Budiz M mnoZstvi viech graft v Ry, jeZ obsahujf body C,, Cy,...
..., Cn; budi v dal§im d dolnf hranice délek v¥ech grafa G ¢ M;
existuje-li @ ¢ M tak, Ze (@) = d, budeme graf G nazyvati ,,mini-
mélnim grafem v R vzhledem k bodém C, C,, . . ., Cy‘‘. DokaZeme
pak predevsim tuto vétu:

.V¥ta 2. Budte? Cl, Cy, . . ., Cp body prostoru By (k = 1, n 2> 2);

. potom existuje aspori jeden mmzmalnt graf v Ry vzhledem ' bodam

: 01,02,...,0

Zavedeme napted n¥kters oznadeni. Budit G eﬁm volnym
koncem grafu G nazveme kaZdy koncovy bod grafu G, ]eni nenf
zékladnim bodem; volnym rohem grafu G' nazveme kaidy vrchol
druhého Fidu, ktery nen{ zékladnim bodem.?) Budiz N mnoZstvi
onéch graft G e M, je jsou stromy a nemajf volnych konci; budiz P
mnoZstvi onéch grafu @ ¢ N, jez nemajf volnych roht. Dokézeme
napred tato tvrzeni:

Tvrzeni 1. Budiz G ¢ M— N; polom existuje (}1 eN tak, Ze
U@ <UG).

Tvrzeni 2. Budi k > 3, @ ¢ t — B; potom existuje Gy ¢ P talc
Ze I(Gy) < U@G).

Tvrzeni 3. Budi% d, dolni hranice délek v§ech grafa G & P; potom
 existuje aspors jeden graf Gy e M takovy, Ze I(Gy) < d,.

Tvrzeni 4. Je-li -Q minimdlnt graf v Rp vzhledem k bodim
C, 0y ..., Ch a je-li K nejmenst. konvexnt bodové. mnoistvi v Ry,
obsahujict body Cy, C,, . . ., Cn, platt G C K.

Z tvrzeni 1—4 plyne véta 2. Nebot:

- A) Je-li k > 3, je.podle tvrzenf 1 a 2 platna rovnice d, =d
a véta 2. plyne z tvrzend 3;

- B) Je-li k < 2, vnofme R; do prostoru Ry; podle pifpadu. 4)
emstu]e minimélni graf G v R, vzhledem k bodim C,, C,, .. ., Cp
Podle tvrzeni 4 jest véak G C .Rg

¢) Zde se uchylu]eme od po;menové.ni z §l méli byohom vlaetné
¥ikati ,,vrcholy grafu G vzhledem k bodém Cy, Cj, . - ., On''; je¥to viak nenf
tfeba se obédvati nedorozuménf, budeme dodatek .,vzhledem k boddm
Oy, 0,,é. o On vyneché.va.tl, totéi platf v néaledu,)icim pro po]em »Strana

. ‘%) Ve volném rohu stjka]i se tedy dvd stra.ny gra-fu, Jei neleli v jedné" .
. pi‘imoe ‘ . , ‘
: L g 16‘
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Staéi tedy dokizati tvrzeni 1—4.

Dukaz tvrzen{ 1. Budiz G ¢ M—N. Ma-li G volny konec M,,
jenz je koncovym bodem strany M,M,, potom graf G' = G —
— (M, M,), mé méné stran nez G a jest G ¢ M, (G’) < U(G). Tvoii-li
strany M M, M,M,, ... grafu G cyklus, ma graf @' =G —
— oM M,), méné stran nez @ a jest G' ¢ M, (F') < |(G).

Opétnym pouZitim téchto konstrukei na graf @’ atd. musime
prijiti konedné ke grafu @3, na néjz tyto konstrukce se jiz nedajf
aplikovati; tedy jest nutné @G, ¢ M a oviem [(G,) < I(G).

Dikaz tvrzeni2. Budizk >3, G ¢ N—P; t. j. graf GeM je
strom, nema volnych koncli, ma viak aspon jeden volny roh M,
v némz se tedy stykaji dvé strany M,M,, M, M,, neleiici v jedné
piimce; M, nen{ bodem zékladnim. DokéZeme: existuje graf @’ ¢ N,
jenZ ma méné volnych rohtt nez @ a pro né&jz (') < I(GF). (Tim
bude tvrzeni 2 dokazano, nebot opakovanim tohoto postupu do-
jdeme nutné ke grafu G, ¢ N bez volnych rohu, t. j. G, ¢ B a oviem
l(G) <U@).) Pri dikazurozeznivejme dva pripady 1. ptipad:
body M, M,, M, jsou body zakladnimi. MnoZstvi G — [o(M M,) +
+ (M,1,),] je souttem dvou stromt Gy, Gy, pro n&% plati G, . Gy = 0,
M, e Gz, M, & Gy. Useska M,M, obsahuje aspon jeden bod grafu @,
(na pr. Mg) a aspofi jeden bod grafu Gy (na pt. M,). Ziejms existuji
tedy dva body P,, P; na tsedce M,M, takové, Ze Py e Gy, P; ¢ G,
a Ze z4dny bod fiseSky o(P,P;), nepati{ ani ke G, ani ke G;. Graf
G = {G — [(MM,) + (M,M),]} + P,P, patii ziejmé k N a md
aspoii o jeden volny roh méné nez G (nebot M,, M, jsou zakladni
body, nejsou tedy ani volnymi konci ani volnymi rohy; v bodech P,,
Py pak graf @ nemél volnych konci a tedy graf G" nemd v bodech P,,
P ani volnych konct ani volnych rohu) Ziejmé jest 1(G') < @),
]ak bylo dokazati. 2. pfipad: aspoii jeden z bodt M,, M, — ti¥eba
bod M, — nenf bodem zakladnim. ProloZme bodem M, nadrovinu 8
[(k — 1)-rozmérnou], jez neobsahuje bod M,. Je-li M’y libovolny
bod nadroviny 8, ozna¢me znakem G(M’,) graf, ktery vznikne
z grafu G tim, Ze viechny strany MM, grafu G, vychézejic
"z bodu M,, nahradime tise¢kami MM iM’,. Poloime MzM 1+ M, M, My —
— M, My = a > 0. Je jasno, #e existuje &slo 8 > 0 tak, Ze kazdy
graf Q(M',), pro n&jz platf M,M’'y, < §, mé tyto vlastnosti:

L UG(M)) < UG) + $a, M' M, + M My— M’y M, > ja.

. 2. Graf G(M',) m4 tytéZ vrcholy (a téhok Fidu) a u) & tytéZ strany
’ ‘]ako G, aZz na to, Ze misto vrcholu M; a stran M,M; nastupu]e
5'v§ude vrchol M'pa strany M, M. :
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Sestrojme vSechny piimky, jeZ prochézeji bodem Mg & mimo to
jesté aspoil jednim bodem grafu G. Tyto pfimky protinaji nad-
rovinu S v bodovém mnoZstvi X, jez se skldd4 nejvyse z koneéného
pottu bodi, tiseek a polopaprski. Ex1stuJe tedy (jezto je k£ > 3,
je nadrovina 8 1 8 alespoti dvojrozmérna) aspoti jeden bod M’y e S — z

takovy, %e M,M 5 < 8; pro graf G(M',) plati pak vlastnosti 1., 2.
Nadto md graf G(M 5) jeété tuto vlastnost: Zadny bod grafu G(M ’s)
nelezi na tGsedce o(M'3M,),.8) Sestrojme nyni graf G’ = {G(M';) —
— [ M, + M M1} + M, Ms; je zfejmé @ ¢ N, dile ma graf ¢
aspoii o jeden volny roh méné ne% graf G' a konedné z vlastnosti 1.
plyne [(G') < U(@), jak bylo dokézati.
Dikaz tvrzeni 3 je béind limitni tvaha. Budiz Gl, G,, .

posloupnost grafd z P a budiZz lim I(Gy) = d,. Jeito C, ¢ Gy, lexd

=00

viechny grafy G, v uzaviené kouli o stfedu C,, jejiZ polomér je
roven horn{ hranici éisel [(Gy) (r = 1, 2, . . .). Jediné vrcholy gradfu G,
jsou body zakladni a rozvétvovaci. Podle véty 1 je V(G,) = — 2;
jezto body koncové (o vaze — 1) lezi vesmés v bodech zakladnich,
je jich nejvyse n; bodl rozvétvovacich (jejichZ vaha je tedy nejméné
rovna 1) je tedy nejvySe n — 2; tedy graf Gy ma nejvyse 2n — 2
vrcholii. Existuje tedy v posloupnosti G, G,, . . . 8isteéna posloup-
nost @'y, G'y, . . . takova, Ze viechny grafy G', maji stejny polet
vrcholu. Vrcholy grafu G'r oznadme v uréitém pofadku X7, X, ...

.., X, pii éemz budiz Xy =C; pro 1=<1i=<mn. Pritadme
grafu G', matici

0 ay a5 ...a"
A" 0 @y ... @
ayn” a5 0 ...ay” |
A" Az’ Q... O

kde aif se rovnd 1 nebo 0, podle toho, ]e -1i X7 X7 stranou grafu @',
nebo ne. JeZto takovych matic je jen koneény podet, existuje

¢asteénd posloupnost @'y, G's,, . . : takova, Ze viem jejim grafim
jest pfifazena t4Z matice :
) 0 a3 ty3...0y3
Gy O g ... 0y
@z Ay Gpg--- 0

"~ 8) Nebot ze vztahu M’ ¢ S — X plyne: pfednd nemt¥e %4dny bod
strany MiM; (i,1 + 2) — kroms 'sna,d bodu M, — leZeti na tsebce JI-HAZ,, :
za, druhé nemiiZe _%4dny bod strany M,M (¢ & 3) — krom® bodu M*,
le¥eti na tiselce M’yM,, nebot ebot jinak by body Mg, M;, M’y lefely v Jedné
ptimce. Kone¥ns tselka M,M’y neni vibec stranou grafu G(M?%), jeito
jinak by strany M‘yM,, M M,, M,M’, tvofily cyklus v G(M’), co¥ Je vy-
loudeno vzhledem k vlastnosti 2. & vzhledem k tomu, %o G ¢ M.
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V této posloupnostilze konedns— jezto posloupnosti X¢t, X2, X3, ...
(t=12,...2) jsou ohranitené — nalézti- Gastetnou posloup-
nost Gy, @'y, ... tak, Ze existujf hmlty hm Xin=X, (=1, .“2).

Oznatme znakem @, soudet on&ch useéek X.X; (1 i< ZS 2),
pro né% ag = 1.9) Ziejmd jest G, ¢ M'a platf :

U@ = ,X"X‘,
( ‘)1gi§§al i Xitp

l(GO) S Z angXl = ]jm Z(Gltp) = dl’
jak bylo dokézati.

Dikaz tvrzeni 4. Budiz G e M graf takovy, Ze neplati G C K.
Potom existuje nadrovina § [(k — 1)-rozmérni] takova, Ze vSechny
body zékladni lez{ po jedné strané nadroviny 8 a po druhé strand
této na,drovmy lezf jistd neprézdna éast G’ grafu Q. Sestrojme
graf G, tim, %e v grafu G nahradime &4st G’ pravothlou projekef
mnoZstvi G' na nadrovinu §; ziejmé je G, ¢ M a I(G,) < (@), jak
bylo dokézati.

Nynf snadno dokéZeme nasledujici vétu 3, kters podrobn&ji
popisuje strukturu minimalnich grafi.

Yéta 3. Budiz @ minimdint graf v R (k g 1) wvzhledem k bo-

dam Cy, C,, . .., Cy(n = 2). Potom md G tyto vlastnosti:

a) G je édsti nejmendiho konvexntho mnoZstvi, obsahujictho body

Cy, Cy, . . ., Ca. ‘ N
‘ b) @ je strom, nemajici ani volnych koncit ani volnych rohd.

c) Maji-ls dvé strany grafu Q 8polecny bod, jest thel téchto stran

nejméné roven $n.

d) KaZdy rozvétvovact bod
grafu Q je tietiho radu. T71i stra-
ny grafu, vychdzejict z. tohoto
bodu, leét v jedné roviné (dvoj-
rozmérné) a kaidé dvé z nich
svirajt vhel 3. .

Dukaz véty 3: Vlastnost
a) plyne z tvrzeni 4. K dikazu
vlastnosti b) miZeme predpo-
klidati (nasledkem vlastnosti
a), %e k = 3. (kdyby bylo k <3,
vnofili bychom Ry do prostoru
R;); potom vSak vlastnost b)
plyne z tvrzeni 1a 2. Vlastnost
. Obr. 1. ¢) dokéZeme takto: budiz @ e

I o . M abudte PM, PNdvé strany -
‘6které % t»échto ,,ﬂseéek“ oviem mohou degenerovatl v body
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grafu @, jeZ svirajf thel x <§n. Sestrojme bod M’ uvnitf strany PM

a bod N’ uvnitf strany PN tak, %e PM "= PN' = h. Potom jest
(viz obr. l)

MW=NW=MX. V_h81n1;oc,

V

IITW=‘P_X——WX=hcos§-a——-V_hsm-}a,

tedy '

MW + N'W + PW = h (/3 sin 4o + cos }a) <
< 2h = PM' + PN'.19)

Pro graf

— (¢ — (J[P + NP)] + TW + NW + PW

plati tedy ziejmé G, ¢ M, U(G,) < I(G), takZe graf G nen{ minim4lni,
jak bylo dokdzati. Vlastnost d) plyne okamZité z vlastnosti c),
uvaizime-li, Ze tfi Gsetky, vychéazejici z jednoho bodu a neleZici
v jedné roviné, sviraji ahly, jejichZz soudet je mensi neZ 2.
Poznidmka. Z véty 3 plyne pro minimalni graf G toto: je-li
P bod rozvétvovaci, je V(P) = 1, kdeZto pro bod koncovy je V(P) =

= — 1. Z rovnice V(G) = — 2 plyne tedy, Ze podet bodi roz-
vétvovacich je o dv®é menSf neZ pofet bodi koncovych.
§ 3.

Vezméme- jako prvni pifklad graf &, ktery je minimalnf
vzhledem k bodum C,, Cy, C;. Zde jsou tedy bud dva body koncové
— tieba C,, C; — a zddny bod rozvétvovaci nebo tfi body koncové
0y, 0y, Gy a jeden bod rozvétvovaci D. V prvnim pifpadé je G =
= C,C; + 0yC;, v druhém pipadd je @ = DC, + DC, + DC;.
Jsou-li viechny thly trojthelnfka C,0,C; men¥i ne# $x, musi
podle vlastnosti ¢) nastati druhy pripa.d je-li jeden z uhla troj-
thelnfka C,C,C; aspoli roven {m, nastane pifpad prvni (nebot
v tomto pi{padé zfejmé neexistuje Zadny bod D, z né&hoi by
viechny tfi strany trojihelnfka bylo vidéti pod. fihlem 4n); pri
nafem odfslovani (@ = C,C; + C;C;) je oviem C, onen vrchol
trojahelnfka, pfi némZ lezf Ghel > §n. Je vidéti, Ze pro n» = 3
existuje jediny minim4ln{ gra.f vzhledem k bodim Gy, Gy, Cs .

1") Jest toti¥ :
(V3smx+cosz) V—cosz—smx—eosx(v——tgz)>0

pro 0 <z < }:rz, tedy jest V—sm T + cos z rostouof fu.nkci pro 0 < a: S in '
a. tedy plati pro I<z<in .

s
V3smz+ooa:c<rsmin+cos}u=2., :

i
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Pro » > 3 jsou poméry piilis sloZité; omezime se proto na
obecnou diskusi ptfpadu, kdy zdkladni body tvoii vrcholy pravi-
delného n-Ghelnika. Budtez tedy v dalsim body C;, Cy, ..., Cys
(n = 3) vrcholy pravidelného n-thelnika P, o strané a. Znakem P,
budeme znaéditi nikoliv obvod, nybrz mnoZstvi viech bodd uvniti
a na obvod§ n-thelnika. P¥ipad n = 3 jsme jiZ vyfesili; pifslusny
minimaln{ graf (zobrazeny na obr. 2) ma délkua . ]/3 =a.l1,732....
Uvazujme nyni pfipady » = 4 a n = 5. BudiZ @ minimélni graf
vzhledem k bodim O, C,, .. ., Cn. Jeito viechny vnitini Ghly P,

C, C,
X
z T
x
s T
[ G

Obr. 2. Obr. 3.

jsou mensf neZ 2z, jsou vSechny body zakladni body koncovymi
[(podle vlastnosti a) ¢)]. Mame tedy pro » = 4 dva body rozvétvo-
vaci D, D,, pro n = 5 tii body rozvétvovaci D,, D,, D,. Jeito
ziejmé kazdd strana grafu @, jez vychdzi z nékterého zdkladnfho
bodu, mé4 za druhy koncovy bod bod rozvétvovaci a jeito body
rozvétvovaci jsou vesmés t¥ettho ¥ddu, je patrno, Ze (pn vhodném
otfslovani boda Ci, ,) pro » = 4 jest

-G = CD; + CyD, + DD, + DyC; + DyC,,
kdeZto pro n = 5 jest
@ = 01D, + CyD, + C3D, + Gy + CsD3 + DDy + DTDa-
- Jetto @ C P, (podle vlastnosti a); je patrno, %e v obou pH-
- padech musf Cy, C; a rovnéz Cs, C, byti dva sousedni vrcholy Py
~ V pifpad® n =4 se snadno dokéfe, e D,D, leif na symetrile

tsesky C,0,, ¢im? je graf G dvojznadné urden (jeden minim. graf
vznikne z druhého otodenim okolo stiedu Py o thel §x); graf @

je, ‘zakreslen na obr. 3, jeho délka jest a (1 + V3) =a.2,32.
- v pripadé n = 5 le{ (viz obr. 4) strana O,Da na symetréle useéky
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C,C; (pfi vhodném oéislovani bodu C;), jak snadno nahlédneme??);
tim je jiz graf G pétiznadné uréen (nebot kterykoliv zdkladni bod
muzZeme vziti za (), jak patrno z obr. 4, kde jsou vyznadeny
viechny thly, nutné k jeho konstrukei. Délka grafu G jest zde
rovna (J/3 . cos }x 4 2sin $z + sin in)a = a . 3,891... (¢initelu @
jest ovSem algebraické &islo).

Piipady n = 3, 4, 5 jsou tedy rozieSeny. Pro n = 6 vypadi
viak miniméln{ graf jiz docela jinak: d4 se dokdzati, Ze pro n = 6
dostaneme kterykoliv minimalni graf tak, Ze vezmeme obvod
daného pravidelného SestiGhelnika a vynechidme viechny vnitini
body jedné (kterékoliv) strany. Podobné se dostane minimdlni

(]

Obr. 4. _ Obr. 5.

graf pro kazdy pravidelny n- uhelnlk kde n > 13, jak ukdZeme
v nésledujici v&té 4. Zbyvaji tedy nerozreéeny pripady T<<n=X 12,
které se vymykap metod$ diukazu véty 4; zbyva tedy jen konecny
podet ptipadd, jeZ by se s jakousi némahou daly rozresit prlmym ‘
vypodtem.

Vita 4. Budii celé, m > 13. Budte C,, 02, .., Cn vrcholy
pravidelného n-tihelnika o strané a.}?) Budi? G mininmdlng graf
vzhledem k bodim C,, C,, ..., Cn. Potom je G rovno soultu n—1
stran dandho n-ihelnika (tedy (@) = (n— 1) a; existuje pravé

" 1) Kdyby tomu tak nebylo, byl by bud thel tsetek CyCy, C;3D, nebo
thel tselek CyC,, 03D, ostry; budi¥ t¥eba prvni z nich ostry. Potom by,

jak je patrno z obr. 5, bylo CyDy < CyDy; ale z trojuhelnikét C;C3 Dy, C3DyC¢
by plynulo

ClDl =

;“rn sin (37 — ), GTD‘, = smm S e — ),

z Seho? vzhledem k 0 < 8 < & < }n by plynulo C.D,_ < CyD; — spor.
13) Body C,, C, . . ., On budte¥ oéislovény tak, ¥e body C’s, 6'«:+1 (kdeZ

klademe Cp +1= C,) jsou dva sousedni vreholy n-thelnika, tak¥e CsCi+1 = a.
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n minimdlnich grafi navzéjem shodnych — podle toho, kterou
stranu n-Ghelnfka vynecham)

Dikaz v&ty 4. Bez Gjmy obecnosti budiz polomér kruznice
opsané danému 7n-Ghelniku roven 1. Potom je @ = 2sinz/n < .
< 27/n < % X 3,2 < }. Oznaéme znakem P, mnoZstvi vSech
bodd uvnitt & na obvodé daného n-Ghelnika; budiz S stied P,.
Graf G mé oviem vlastnosti a), b), ¢), d) vyslovené ve vété 3.13)
DokéZeme napied:

Tvrzeni 5. Budiz .MIM, strana grafu Q; potom je MM, < a.
Dikaz: kdyby bylo MM, > a, sestrojme mnoistvi G’ = G —
— oM M,),; toto mnoistvi je soudtem dvou stromi Gy, @, tak, Ze
M, e Gl, M, e@,, G, . G, = 0. Kaidy z obou stromu @,, G, obsahuje
aspon jeden bod zakladni — nebot ]1nak by jeden z nich musil
obsahovati viechny body zékladni, coZ nelze, nebot I(G;) < (@),
U(Gy) < U@). Existujf tedy dva sousedn{ vrcholy n-tGhelnika Cj, Citq
tak, Ze jedén z nich pati{ k G,, druhy k G,. Potom viak graf G¢'' =

= [G — (M M,),] + C‘C;ﬂ obsahuje vSechny body zakladni
a jest I(G"') < (@), coz dava spor.

Tvrzenl 6. Graf G nemd rozvétvovactho bodu. Dokézeme-h
tvrzeni 6, bude tim v&ta 4 jiz dokdzéna. Nebot predpoklade;me
%o tvrzen{ 6 je dokazéno; potom graf @ nemé jinych vrcholt nez
body zékladni. Kazd4 strana grafu @ je tedy spojnici dvou bodu
zakladnich; Z4dné strana grafu G nemiiZe v8ak byti thlopfi¢kou
n-thelnfka Py, jeito by pak byla delsf neZ a (viz tvrzeni 5). Tedy G

"je soudtem A stran n-Ghelnika Py; nemuizZe byti A = n, jeito pak
by se jedna strana mohla vynechati; neméze také byti b < n — 1,
nebot souvisly soudet A stran by potom nemohl obsahovati véechny
vrcholy Cy, Cy, . . ., Cs. Je tedy nutné kA = n — 1, jako bylo do-
kézati. :

Tvrzen{ 6 dokéZeme nepifmo. Napfed dokiZeme:

" Tvrzeni 7. Predpoklddejme, Ze graf G md aspori jeden rozvétvo-
vact bod; potom existuje aspori jeden rozvétvovact bod A grafu G, pro

ktery platt AS < a.

- Dikaz: BudiZ 4 onen rozvétvovac{ bod grafu @, jenZ m4 nej-
* mens{ vzdélenost od stiedu S (takovych rozvétvovacich bodd mﬁze

- byti nékohk) Predpoklédejme, e A8 > a; z toho odvodime spor.
: _Sestro]me (viz obr. 6) Gsetku AS a , Giselky AD,, AD,, jex sviraji

s AS thly }x tak, fe 4D, = AD, = AS. Sestrojme kruhovou vyses

-~ "AD,8D, (stted kruimce je v A). Z bodu 4 vychézejf tii strany

.. grafu G, svirajici dhly $; aspoil jedna z nich — oznadme ji AB— -
- padne bud dovnit¥ nebo na hranici Ghlu ‘}n, sevieného polopaprsky.

) Podle vlastnosti a) lox G v rovind, urbené body 0,, v On.

ve ;



233

ADI, AD Jeto 0 < AB < a < 48, padne bod B dovnit¥ nebo
na obvod vysete AD,SD,, nesplyne viak se Zadnym z bodu A4,

D,, D,. Je tedy ziejmé BS < AS a tedy nemiiZe byti B bodem
rozvétvovacim, musi tedy B byti bodem zékladnim a tedy BS = 1.
Ale podle vty 3, vlastnosti a) jest AS < 1 a tedy BS < 1 — spor.

Dukaz tvrzeni 6 provedeme nyni nepifmo. Budeme pfed-
poklidati, %e.graf G m4é aspoii jeden rozvétvovaci bod; pak ma G

také rozvétvovaci bod A4 takovy, Ze AS < a. Z toho odvodime
spor. Z bodu A vychdzeji tii strany grafu @; miZeme si zvoliti mezi

nimi dvé — ozname ]e AAI, AB, — tak, %e bod S le{ bud na ng-

@

Obr. 6. Obr. 7.

kterem z polopaprsku AAI, AB, nebo uvnit# tihlu $x jimi sevieného.
Sestrojme pravidelny éestluhelnik o strand @ a o vrcholech 4, 4’,

A", A", B", B', jeho¥ strany AA’, AB le# resp. v polopaprscich
A4, AB, (viz obr. 7). Budiz H mno#stvi viech bodu uvnitt a na
obvodé tohoto Sestitthelnika, budiZ O jeho stfed. Jeito A8 < a =.

= AA’, lezi 8 ve vyseti AA’OB’ a tedy 8 & H. Dva libovolné body
z H maJi z¥ejmé vzdilenost rovnou nejvyse 2a < 1 a tedy viechny
body z H maji od 8 vzdalenost mensi nez 1; tedy Zadny zédkladni

bod C; nele#f v H. Jeito A4, < a = AA’, 1o bod A, v H a tedy
nen{ bodem zékladnim, je tedy 4, rozvétvovacim bodem grafu Q.
Obdobné bod B, ¢ H je. rozvétvova,cfm bodem. Vychézeji tedy

z bodt 4,, B, dvd strany grafu G: 4,4, < a, B,B, < a, rovnob¥#né

s tsedkou A’A” a majicf s nf tys smysl Bod 4, padne do &tyf-
thelnfku 44'A4"”0, bod B, do &tytth. AB'B"0; jsou tedy body A4,,

. B, opét body rozvétvovaci. Z bodu A, vychézf tedy strana 4,4, < a

- grafu G, rovnobéina icodo smyslu 8 A7A", jejtx konoovy bod 4,
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lez{ v H a je tedy bodem rozvétvovacim. Rovn& z bodu B, vychdai

strana B,B; < a grafu G, jejiz koncovy bod B, lex{ v H a je tedy
bodem rozvétvovamm Graf

Iy = A4;4, + 4,4, + AA 4 AB, + BB, + B233

jest oviem stromem (jezto Iy C G) a plati I C H.

Zavedme nyni tento pojem: graf I' nazveme typickym
grafem, mé-li tyto vlastnosti:

1. r == ‘MlMﬂ + MzMs + M3M4 + M4M5 + MaMe + MGM-,.

2. Existuje pravidelny Sestitthelnik ‘

NN, + NoNy + NyN, + NN + NNg + NgNy

@{_(Ly, Ze tseSka M;M;, je rovnobéZné a téhoZ smyslu s tiseékou
NiNiy1 (1= 1,2,..., 6; klademe N, = N,).

3. Usetky M;M;;, jsou stranami grafu G a lezi v H (pro
i=1,2...6).19

Na pi. I je typicky graf, takZe existuje (za naSich pfedpokladii)
aspoll jeden typicky graf. Ziejmé existuje jen koneény podet ty-
pickych grafi, takie dojdeme k hledanému sporu, dokaZeme-li:

Tvrzeni 8. Existuje-li aspori jeden typicky graf, existuje po-
sloupmost typickych graft mavzdjem raznych.

Dukaz: je-li I typicky graf, budiZz A(I") nejmensi konvexni
bodové mnozstvi, obsahujici mnoZstvi I. DokéZzi napfed:

Tvrzeni 9. Je-li I' typzclcy graf, potom emstuye typicky graf I
takovy, Ze bodové mnoZstvi A(I") je pravou édsti bodového mnoZstvt A(T').

Dukaz: Budiz I'= M\ M, + M,M; + ...+ MM, typicky
graf. Jsou moZné tii prfpady

_4) Polopaprsek MzM mé, spolecny bod s grafem M, M; +
+ MMy + MM,

. B) Nenastava piipad A4), ale polopaprsek M, 6M 7 M spolecny
bod s grafem M,M, + MMy + Mo M,.
C) Nenastavda ani pfipad 4) ani p¥ipad B). V piipadé 4)
(viz obr. 8) a C) (viz obr. 9) vychdzi z bodu M, strana M, M,
stromu @, rovnob&Znd a téhoZ smyslu se stranou M,M, Ziejmé

jest MM, C A(I') C I-I tedy jest M, rozvetvovacfm bodem
_ grafu G a graf

;.MoMl.‘i‘ MM, + MM, + M3M4 + M4M5 + MM,
jest typickym grafem. Jezto M, M, C A(I'), jest A(I") C A(I'); jeZto

1‘) Tedy I" Je strom (tedy M, + M,) a body Mg jsou rozvétvovacimi °
. body grafu G.
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viak bod M, ziejmé neleii v A(I”), jest A(I") &= A(I"), jak bylo
dokéizati. Piipad B) je symetricky s pfipadem A4).

Obr. 8.

' Z tvrzeni 9 plyne ihned tvrzeni 8: Existuje-li typicky graf I7,
plyne .z tvrzeni 9 existence posloupnosti typickych grafa I3,
Ly, I, . .. takové, Ze pro 1 <! jest A(I7) pravou ¢éasti bodového
mnozstvi A(I3); tedy I & I3 pro © <, jak bylo dokazati.

* .
Sur les graphes minima, contenant n points donnés.
(Extrait de l'article précédent.)

Soient C, C,, . .., Cp n points d’'un espace euclidien. Consi-
dérons tous les ensembles connexes @, satisfaisant aux conditions
suivantes: 1. G contient les points C,, C,, . . ., Cn. 2. G est la somme
d’un nombre fini de segments tels que deux quelconques entre eux
n’aient qu’un point commun tout au plus. Soit /(@) la somme des
longueurs de ces segments. Dans -cet article, on démontre I'exi- -
stence d'un @), pour lequel l(G,) atteint la valeur minimum;
ensuite, on démontre quelques propriétés de l’ensemble G, et on
détermine G, complétement dans le cas particulier ol les points
C,, Cy, ..., Cp sont les sommets d’un polygone régulier (n => 13.)
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