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0 rozkladu lomenych funkei algebraickych
v castecné zlomky pomoci derivaénich determi-
nanti sfenoidalnich.

Sepsal

Dr. F. ). Studniéka.

Zavedeme-li oznadeni

(1) 9@ =a+azx+a,x*+ ...+ anz™,
) V(@) =8+ bz + b2 +... 4 baz",

piedstavuje, jakoZ zndmo, podil

3) %—; — @)

za soutasné platné podminky

m<n

ryze lomenou algebraickou funkci raciondlni, obsahuje-li jak ¢
tak v pouze celistvé a positivni mocnitele.

K riznym ucéelim, zejména integratnim, rozkldd4 se funkce f
v tak zvané Cdstecné zlomky tvaru

A,
T

kdez A, znaéi konstantu, a pak kofen rovnice
4) ) P (x) =0,
moZznd-li polynom (2) rozloZiti v soulin tvaru
(x—a)y@—0bfx—c)y...(#—m)*,

kdeZ celistvl a positivnf mocnitelové hovi podmince



at+pf+y+...+p=n,
natez rozkladny kol vede k stejniné

() S A, S B, B
® = AE—a= T Nt
pn~1

M.
T U
vyzadujicf stanoveni konstant

AoB,, .. M, (x=0,1,2,...)

pro jednotlivé hodnoty p¥ipony x, coZ dé&je se, jakoZz zndmo,
zplisoby rozmanitymi.

Nejdokonalejsf methoda jest arci ta, kteriZz vede pimo
k uréenf kteréhokoli z ¢itateld zde se vyskytujicich, a to inde-
pendentné.

Ponévadz jest postup tyZ, vyjdeme od kofenové hodnoty a,
.a poloZime-li, cht&jice stanoviti konstanty A.,

© e = 1(s)
obdrZ{fme misto vzorce (3).
— 9 (%) _ A,
@ =G ae = S —ar

z &ehoZ vyplyne napted

) %:AO+A1(z—a)+A2(x-—a)2+...
. +(m—a)“F(x),

kdeZ vyznam funkce F(x) jest patrny, a po k-krit opakované
derivaci pak

D~ (%):k!A; +@—a). D),

tak Ze dosadivie sem, kdez @ jest vyraz zndmy,

z = a,



zjedndme si napied relaci

'/“Dx(ﬁ):km,,
X

a uzijeme-li zndmého vzorce derivaénfho *)

¢1 Za O? O’
9, 1, X 0,
® (2= | T R KA
' 2 B

o OO

.
| 9%, 200,y 200,y 2D, hy
_ (=
x”+1 Ax+l ]

kone¢né hledany vyraz independentn{

—(___ l)x z adx+1
) A= R

K témuz vysledku bychom pFisli, kdybychom misto derivo-
véni relace (7) byli uzili pouCky Maclaurinovy ve tvaru

wo=ra oG e )

ez z/aD" (2)...
x
a provedli pak pi‘isluéné identifikovéni.
Ze vzorce (8) a (9) obdrzi se zdrovein, rozloZime-li p¥i-
sludny determinant sfenoidalni podle prvki posledniho Fddku,**¥)
vzorec rekurrentni

*) Viz: Studnitka ,O poétu differencialnfm“, II. vyd. Praha, 1878,
pag. 46.

**) Takového rekurrentnfho rozkladu determinantu sfenoidalnfho
poprvé uzito v mém pojedndni ,Ueber ein Analogon der Euler’schen Zahlen®,
Sitzb. d. kén. b. Ges. d. Wiss. 1900 IX. pag. 3.

1%



(10)  #foklyA, = g — A, 5 — kA, 1=
—k(k— 1A gD — . — kA,

z néhoz se postupné stanovi po sobé jdouct Eitatelové
Ay AL, Ayl A
Jest-li pak ve zvld§tnim ptipadé
1(x) =1,
obdrzf se jak ze vzorce (9) tak z (10) jednodu$sf vyraz

1 z/a
= (%)
jejz i p¥imo z relace (7) moZnd stanoviti.
Ponévadz tu hraje hlavni dlohu derivaénf determinant (8),
jehoZ vyéislenf snadno se provésti d4 sniZenfm stupné a reduko-
vénim jeho na stupen druhy podle schematu

al’ﬂ1107 0, 0 ,
aZ’ﬁzayzaO» 0 ﬂz:?’z;oa 0 Vs ("3’0

L] d\ O ‘ d" &
@y Byr ¥ 0,5 & VARNS ¥s's 05,85 5

B d,,¢
55257051
@, By V5y 055 & '

zavedeme-li sem krats{ oinaéeni
(@ B) =B, Brv)=7p, (750.) =0/,

a ponévadZ podle zndmého Harriotova mechanismu podetniho
snadno se provddéjf vytlené substituce do polynomd danych,
jest stanoveni Citateld zlomki ¢astetnych i pii vétsim jich podtu
zcela jednoduché a snadné, jakoZ poznati moZnd z piikladu*)
dosti slozitého

8z° — 9Tt + 4572° — 101522 + 1039z — 37@
@—&‘@~D’

Z (z— 3)4—x + E | (x— 1)‘2—n

»=0

*) Viz: Lobatto ,,Lessen over de Differentiaal- en Integraal- Rekemng“
1. Deel (Amsterdam, 1851), pag. 116.



Napted si tu zjednejme

¢'(x) = 40z*— 388x° -+ 1371x? — 20302 + 1039,
9" () = 1602 — 1164x* + 2742z — 2030, :
@"() = 4802 — 23282 |- 2742

a pak se zietelem ku prvnimu koienu
1) =@—1), y@)=2z—1), '@ =2
nacez si zjedndme zndmou substitucf{ napfed

@ |8, —97, 457, — 1015, 1039, — 376
3|8, —13, 238, — 301, 136, 32

a podobné didle pro prvni derivaci

¢’ |40, — 388, 1371, — 2030, 1039
3 140, —268, 567, —329, 52°

pak pro drubou derivaci

¢ | 160, — 1164, 2742, — 2030
3 160, 684, 690, 40

a konelné pro derivaci ttetf

@ | 480, — 2328, 2742
3 |480, —888, 78

a mimo to pro druhou funkei pifmo
13)=4 (B =4 1"31=2 2"3)=0,
tak Ze se pro piisluSny determinant derivacéni obdrzi vyraz

32, 4,0, 0
52, 4, 4, 0
40, 2, 8, 4"
78, 0, 6, 12

4,‘_*_1 ==

I bude tu podle vzorce (9) pro x =0

4, 32
A0:71:Z-:8,

ddle pak pro » =1



A=—14_—1/324
771 g2 4% 152, 4 ’
pro » =2 déle
32, 4,0 ,
1 4 1 T 1'—10, 1,
A2:—;—‘—f: 5192, 4, 4 == = —2,
20 ¥ 2.4 10, 2, 8 4 —12, 2,
a koneéné pro x =3
32, 4, 0, Ol
A _—la __—1152 4,4, 0/_—1/-81 —4
87T 31 4t T 6.4%40, 2, 4, 4|7 4 8 1|7 7
78, 0, 6,12

Abychom pak uréili ¢itatele B,, B,, zjednejme si piimo
p(1) =16, ¢'(1) =32,
a jelikoz tu plati pro druhy kofen
@) =(z—3),, 2@ =4r—3)
druhé dvé hodnoty substitucni
) =16, p()=—32,
natez nd8 determinant derivaéni bude

_ |16, 16
1= 39, —32°

a tedy podle vzorce (9) se obdrzf pro % =0
4, 16

Bo=T6=1%=1
a taktéz pro x =1
4y 1, 1
Bl— 162 - 2’___2 —-47

¢imZ ikol ndS ukoncen.
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Zévérecény vysledek naSeho rozkladu poskytuje tedy soulet
¢asteénych zlomki

8 5 2 4 1 4
(x-3y+ (x—3)3 (x—37’+x—3+ (x— 1)2+x-—-1'

v Pozndmka.

Jest-li néjaky kofen rovnice (4) soujemny, dejme tomu a,
musi téz hodnota konjugovand byti kofenem, jelikoz vyraz (2)
obsahuje koefficienty vesmés realné, tak ze, plati-li tu o kofenu
prvnim .
a=p + qi,
bude soucasné koien druhy
piislusni pak Citatelové zlomkd ¢&dstenych stanou se taktéz
soujemnymi, stanovenf jich pak provddi se dosti snadno zpid-
sobem dFivéjsim.

Chceme-li se vSak vyhnouti ¢lendm imaginarnim, spojime
dva linearni faktory z obou téchto kofeni plynouci v jeden,
tak Ze obdrzime

(12 @ —a)(x—0b) = x*—2px 4+ p* + ¢* =T,
natez rozklad hledany obdrzi tvar
-1

a(@) _ 9@) A+ Bla
13) V(@) T Toge) T & Te T

kdez nutno stanoviti pro ¢itatele hodnoty A,, B..

A tu nevede vzorec tak jednoduchy, jakym jest (9), k-cili
konetnému, nybrZz nejlépe methoda zndmd, uZivajici hodnot
kofenovych, arci v tpravé tomuto tvaru priméiené, jakouz tuto
pfipojujeme.

Polozime-li se zietelem ke vzorei (12) a (13)

¢o(x _ A, +B,x A +Baz

() = T e

obdrzime pfevedenim jmenovatele na stranu pravou



(@) = (A, + B,2) 1(2) + T .£(@),
kdez vyznam faktoru f jest patrny; dosadime-li sem pak za z
bud soujemnou hodnotu a nebo b, vznikne z nf relace
M+ENi=[A,+ B, (p £ q?)].|P -+ Qi],
zavedeme-li podle zndmého rozkladu funkef soujemnych ¢ a g
(15) o(p +qi) =M=+ N3,
(16) 2(p £ ¢) =P + Qi;
porovndme-li pak v piedchdzejici relaci stejnorodé Eleny, zjedndme
si linearn{ rovnice
17 A, P — B, (pP —qQ) =M,
(18) A,Q+B, (¢P +pQ =N,
z nichZ se obycejnym Feenim uréf jak A, tak B,.
Abychom pak urtili dalsf gitatele, prevedme prvni ¢len
rozkladu (14) na stranu levou, ¢imZ obdrzime

‘P(x)_(Ao+an)l(xl_A1+Blf A2+B2.l‘+ .
'l‘a . x(x) - Ta—l + ’Fa—Z R

a ponévadz tu na levé strané jak Citatel tak jmenovatel se
anulluje pro obé& dffvéjsf hodnoty kofenové, musi kvadraticky

vyraz T i v &itateli byti faktorem,*) tak Ze tu moznd jim kratiti,
nadez zbude k dal§fmu rozkladu

_9_7_1(16) — A1 + Bl z

i A £ B2
Te=iy@) ™ T

+Re

pfi ¢emZ se postupuje tymze zpisobem, a takto krok za krokem
pfichdz{ ku poznéni dvojic soutinitelovych A., B..

Jest-li pak ve zvlddtnim pifpadé
@) =1,
*) Tyz zavérek dovoluje i relace z posledniho vzorce pfimo plynouci,
odstranime-li jmenovatele strany levé,
#(@) — (Ao + By2) 2(x) =T. P(z),

kdeZ vyznam funkce @ jest patrny.
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stane se pocet naznaeny a v feSeni rovnic (17) a (18) vrcholict
mnohem jednodus$im, ponévadZ tu

P=1, Q=0

a tedy rovnice tyto nabudou tvaru
A, +B,p =M,
B,g =N,

z néhoz snadno se obdrif

N
19 Ay =M——= B, = —.
(19) q v =
Piipomenouti jesté slusi, Ze timto zpdsobem moZngd rozklad
provésti v pripadé nejjednodussim, kde rovnice (4) obsahuje
vice kofenl soujemnych, nestejnych, ale neopakovanych; aviak
rychleji se tu ptijde k cili pouhym krokem prvnim zde vytéenym
a pro kazdy kofeu zvldsté opakovanym.
Abychom pak ukdzali konkretné tento postup, pripojujeme
jesté rozklad ryze lomené funkce algebraické

x® + 22° 4o A<+ B.x

(@? —2x+2)3—2(w~ 2z - 21—
kdez jest, jakoz snadno se pozndvd,

a=1-44¢ b=1—i, xx)=1.
Jestit tu predevsim
P(L+14)=—T-+i=A,+B, (1 +9),
z ¢ehoz porovndnim plyne
Ay=—38, B,=1;

pievedeme-li pak prvnf takto uréeny zlomek na levou stranu
a zkratime-li pi‘lsluﬁn)"m trinomem, zbude k dal§fmu rozkladu

z® + 2x? +4x+4 A, + B
(@?—2x +2)F T (#%— Zx—f—z)‘_Jr

tak Ze vyttenym postupem si zjedndme relaci
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9, (1.+19=6+ 10 =A, +B,(1+19),

'z niz vyplyvd

A, =—4, B, =10;
a-prevedeme-li &dstetny zlomek tyto koefficienty obsahujici na
stranu levou a zkratfme-li opét tymze trinomem, zbude

r+4 _ A+ Bz
2 —2 + 2 x'—2x+2’

kdez netteba dalsich vypoétd. Jestit tedy vysledek naéého takto
provedeného rozkladu

x2°+22° 4
(x* — 2x 4 2)"
x—8 . 10x — 4 . x+4

T —2242) T (x*— 22+ 2)* 2 —2z +4°

coZz bychom i pomoci poutky o neurtitych souéinitelich obdrzeli,
av8ak feSenfm Sest¢ rovnic linearnich, arci valné ZJednoduéeuych
jakoz si laskavy ttendf sém doloZi.

Uvahy o grafickém integrovani differencialnich
rovnic hlavné linearnych prvého radu.
Napsal

Jan Sobotka,

professor Geské vysoké Skoly techmické v Brné.

1. Kde7to zplisoby grafického integrovdni doznaly zna¢ného
" zdokonaleni a rozsdhlého uziti jmenovité ve véddch inzenyrskych
pfi¢inénim odbornikd, mezi nimiz slusi p. professora Josefa
Solina v prvé ¥adé ‘jmenovati,*) bylo dosud o grafickém inte-
grovani differencialnich rovnic velmi mdlo psdno. Divod toho

*) Na doklad toho poukazuji k literarnim pozndmkdm déinénym ve
zndém dile ,Abdank-Abakanowicz: Die Integraphen®, deutsch von E.
Bitterli, Leipzig 1889 na str. 141. a 142.
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