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9, (1.+19=6+ 10 =A, +B,(1+19),

'z niz vyplyvd

A, =—4, B, =10;
a-prevedeme-li &dstetny zlomek tyto koefficienty obsahujici na
stranu levou a zkratfme-li opét tymze trinomem, zbude

r+4 _ A+ Bz
2P —2 + 2 x*—2x+2’

kdez netteba dalsich vypoétd. Jestit tedy vysledek naéého takto
provedeného rozkladu

x2°+22° 4
(x* — 2x 4 2)"
x—8 . 10x — 4 . x+4

T =242 (x*—2x -+ 2)* 2 —22x +4°

coZz bychom i pomoci poutky o neurtitych souéinitelich obdrzeli,
av8ak feSenfm Sest¢ rovnic linearnich, arci valné ZJednoduéeuych
jakoz si laskavy ttendf sém doloZi.

Uvahy o grafickém integrovani differencialnich
rovnic hlavné linearnych prvého radu.
Napsal

Jan Sobotka,

professor Geské vysoké Skoly techmické v Brné.

1. Kdezto zplisoby grafického integrovdni doznaly zna¢ného
" zdokonaleni a rozsdhlého uZiti jmenovité ve véddch inzenyrskych
pfi¢inénim odbornikl, mezi nimiz slusi p. professora Josefa
Solina v prvé ¥adé ‘jmenovati,*) bylo dosud o grafickém inte-
grovani differencialnich rovnic velmi mdlo psdno. Divod toho

*) Na doklad toho poukazuji k literarnim pozndmkdm déinénym ve
zndwém dile ,Abdank-Abakanowicz: Die Integraphen®, deutsch von E.
Bitterli, Leipzig 1889 na str. 141. a 142.
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lezi ¢dsteéné v podstaté véci samé; nebot lze rovnice differeu-
cialni jen v nejjednodussich ptipadech vibec graficky vystihnouti.

Ulohou nast bude, o nékterych takovych piipadech blize
pojednati.

Tu sludi utiniti nejprve zminku o dile ob&irném ,,Mémoire
sur |’ intégration graphique et ses applications*, jeZ v r. 1885 vydal
inZenyr J. Massau a v némz pojedndvd na str. 697. an. o grafické
integraci differencialnich rovnic prvého t4du, majicich tedy pf¥i
obvyklém oznaleni tvar

F,y,9)=0.

Regeni déje se tu zplisobem nomografickym tak, %e za y’
se kladou riizné hodnoty « v dostatetné blizkych intervallech,
¢imZ se obdrzi soustava kiivek tak zvanych stejnoklonnych

F(z,y,0) =0,
ode vSech kiivek integralnych rovnice dané v stejnych smérech
protnutych.

Vychdzime-li z nékterého bodu B, jedné takové kiivky

F(z,9,2)=0
a vedeme jim piimku, jejiz poloha k ose x ddna jest smérnici
«,, aZ sousedni kfivku :
F(z,y,e,) =0

dostihne v bodé B,; pokracujeme-li pak od bodu B, ve sméru
daném hodnotou e, k dalsi krivce

F(zy,a) =0,

jiz dostihneme v bodé¢ B, atd, obdrzime mnohothelnik
B, B, B, ..., ktery tim vice se blizi uréité kfivce, ¢im wens$fmi
se uvedené intervally stavaji.

Krivka takovd jest pak jednou kfivkou integrdln{ dané
rovnice
F(z,9,9)=0.

Primky (B, B,), (B, B,),... piejdou. pak v te¢ny ktivky



12

této; délky B B,, B,B,,... stivajl se nekonetnd malymi a sluji
pak proky primkové dané rovnice differencialni.*)

2. Pro linearné differencialni rovnice prvého fadu podal
pan professor E. Czuber jednodu$8f{ piiblizné feSenf grafické
vé 44. svazku (r. 1899) Schlomilchem zaloZeného ,Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik* na str. 41. a n. na zdkladé jedné
vlastuosti, ku které i zde blize hledéti budeme.

Znaii-li P a Q jednoznaéné funkce proménné x, pak lze
kazdou linearni rovnici differencialni fddu prvého psdti ve tvaru

1 Y+ PY=Q.

Zminénd vlastnost, kterou Czuber odvodil, pravi:

Proky primkové rovnice (1) pro body ledici na libovolné
primce rovnobéiné s osou y sméruji vesmés k jedinému bodu.

Diikaz proveden jest tfm zplisobem, Ze stanoveny rovnice
ptimek, na nichz dva takové prvky leif, a pak z téchto soufadnice
bodu priiseéného.

Kratteji moZno postupovati ndsledovné.

Rovnice pifmky prochdzejici prvkem prfmkovym bodu
(x,Y) znf

' n— Y=Y (§—x).

Dosadime-li do rovnice této za Y hodnotu z (1) plynouci,
obdrzime po kritké tdpravé '
Q ) 1
Jak z rovnice této patrno, prochdzi pfimka nae bodem XN,
jehoz soutadnice jsou

1
. fmet b=

Vidime, Ze poloha bodu N jest zdvisld toliko na soufadnici
z, a proto k nému sméfujf veSkeré prvky piimkové bodi na-
chdzejicich se na tée pifmce m stejnosmérné s osou y.

¥) Cf. téz na pr. E. Czuber: ,Vorlesungen iiber Differential- und
Integralrechnung“, Leipzig 1898, II. Bd. str. 269. aneb K. Heun: ,Neue
Methode zur approximativen Integration“ v 45. svazku ,Zeitschrift f.
Math. u. Physik von Schlémilch-Mehmke* 1900.
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Pohybuje-li se ptimka m zistdvajic stejnosmérnd ku -ose y,
vytvofuje bod N jistou kfivku n, jejiz rovnice plyne vyloutenim
proménné z z rovnic (2).

Bodid kiivky » pouzivd Czuber ku p¥fblizZnému sestrojeni
ktivek integralnfch rovnice (1).

3. Prdvé uvedenou vlastnost prvkd ptrimkovych rovnice

(D Y+ PY=Q
lze téz bezprostfedné z rovnice té vyéisti.

KaZdému prvku pifmkovému pifslusf nekone&né vzddleny
bod pifmky jim poloZené. Pro libovolnou uréitou hodnotu x
uddvd (1) vztah jednoznatny mezi Y a Y’, &imZ vznikaji
na piimce m majici vytknutou vzddlenost x od osy ¥ a na
nekoneéné vzdilené ptimce roviny soufadné dvé fady bodové
prométné. Ponévadz pro Y — oo jest té%Z 1" = oo, odpovidd
spoleény bod obou fad sim sob&; Fady ty jsou proto perspek-
tivnymi a ndsledkem toho protfnaji se pfimky plvku zm{nénych
v jediném bodé N.

Soufadnice tohoto bodu obdrzime i zde velmi snadno.
Z (1) plyne totiz pro Y =

Q
Y:n:?
a pro Y =
Q1
Y—-?'——P"
z tehoZ plyne
x—f:y-—n:-—-—P
a tedy
1

jako v piedchdzejfcim.
4. Dle uvedeného lze prvky pifmkové piehledné uspofidati
téz pro rovnici

1) Ly +M)y + Py=Q,
v nfz znalf L, M, P, Q jednoznalné funkce proménné x.
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Zde obdrzime téz dvé fady bodové prométné na piimce
m a na nekonetné vzdilené primce. Paprsky proloZené prvky
ptimkovymi boddi na m leZicich obaluji tudiz parabolu p do-
tykajicf se pfimky me.

Pro
y=0, oo _r Q
! L’ M
jest
Q M
Y=p» —T> o, 0.

Z téchto hodnot soudime, Ze bod A piimky m, v némz
tetna paraboly p je stejnosmérhé § osou z, md pofadnici %
a ndlezi pifmce Fidici paraboly této. Pifmka m dotykd se ji

v bodé B, jehoZ potfadnice jest —%4 , @ smérnice osy paraboly

jest rovna — £ .
J L

Vedeme-li proto bodem B pfimku o smérnici rovné + g ,
jejiz rovnice jest
‘M_ P
bude se na ni nalézati ohnisko N paraboly p, a sice v paté

kolmice z bodu A na ni spuSténé.
Rovnice této kolmice jest

q——%:—%@— x).

7 obou téchto rovnic obdrZime soufadnice & 7 ohniska
N, totiz

PM+1Q
@. §=x+—mr7_
_ QP—ML
@) =Ty

PonévadZz m jest té% teCnou paraboly p, proto jest dhel,
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jehoZ jedno rameno splyvd s libovolnou tetnou jejf, jehoz vrchol
lezi na m a jehoZ druhé rameno prochdzi ohniskem N ne-
proménny a rovng se ihlu ABN.

Pohybuje-li se ptimka m zlstdvajic stejnosmérnd s y, opisuje
bod N kiivku #, pomoci které lze libovolnou kiivku integralni
F rovnice (1) prfbliZné vystihnouti zplisobem obdobnym, jaky
udal Czuber pro linearné rovnice 1. Fadu.

K tomu cili zvolme v dostatetné blizkych vzddlenostech
(obr. 1.) po sobé jdouci piimky m, m,, m,, ... rovnobéZné s osou

Obr. 1.

y a uréme dle (2) a (3) korrespondujfci body N, N,, N,,..
kiivky » a body B, B, B,,... kiivky majfc{ rovnici
M

y=—1
Spojme ddle libovolny bod M piimky m s bodem N,
uéinme i co do smyslu thel NM, rovny dhlu NBM a pro-
dluzme jeho rameno M, az protne m, v bodé M ; takto nabyty
bod M, spojme s N,, ustanovme rovnéZ i co do smyslu
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9: N1M2 = §: NIBIMI’
na to protnéme pifmku (242) piimkou m, v bodé 3, atd.

Mnohothelnik MM, M, ... uddvd tim ptesnéji pribéh ktivky
_F, ¢im blize jsou po sobé jdoucf piimky v Fadé m, m,, m,,...
5. Vratme se zase k rovnici

(1) Y+ PY=Q
zpét, a ustanovme nyni tetnu piislusné kfivky » v bodé N,
coz se stane, kdyZ urtime hodnotu g—g pro tento bod.

Mezi kiivkami integralnimi rovmice (1) bude se patrné
nalézati téz jedna, prochdzejici bodem 3, na m, jehoZ prvek
ptimkovy bude leZeti na pifmce tetné ku n v bodé N sestrojené;
pak bude miti tato kfivka v bodé M, patrné bod obratu, a proto
bude pro bod ten

Differencujeme-li (1) dle z a klademe pak ¥ —= 0, obdiZime
PY 4+ PY = Q.

Vylouélme-li z této rovnice a z rovnice (1) poprvé 1,
podruhé Y”, obdrzfme

iy _ PQ — QP

2) - PpP—p
PQ—Q
®3) ‘ Y=p—p"

Rovnice (3) znaéi kfivku spojujfcf body obratu viech
kiivek integralnich rovmice (1), kdeZto kfivka n jest kiivkou
obalen{ tecen inflekénich pro veSkeré kiivky integralni rovnice této.

6. O krivosti krivek
(1) ' Y +PY=Q.
, Vylouéime-li z rovnice
. Y4 PY 4+ PY=(Q
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vzniklé differencovdnim rovnice (1) dle x a z rovnice (1) samé
proménnou Y, obdrzime rovnici ‘

PY” + P2IY; — PY = PQ; — P’Q,
které muzeme diti tvar

P ,’_PQ"—P’Q 7r
p—p ==y

z néhoZ vychazf se ztetelem na rovnici (2) odstavce piedchdzejiciho

P . .
) o Y= — Y
¢ili
L dé
3) E—n) Y =0/ —¥) -

Pata kolmice z bodu N na pifmku s vedené budiz N,;
M budiz zase bod libovolné kiivky integralnf na m a M, prisek
tetny v N ku »n s piimkou m; pak jest
N mj_i_ I’r _— ,JV;M .

N = N -

NN, ~ NN,

dosazenim hodnot téch do (2) obdrifme
P'— P MM,
P NN,
Pro polomér kiivosti ¢ kiivky integralnf F v bodé M
obdrzime ze vzorce

Y =

3
(41?7
=y
klademe-li do ného priavé vypotitanou hodnotu pro Y7, déle
J— t2
NM = ¢, 14+Y=—=—:
, : NN,?
vzorec ndsledujici:
t3
0= .
— PP—P —
NN,? P MM,
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JelikoZ déle, jak vime, NN, = — —113, bude koneéné
P33

(P*—P). 0N,

4) 0=

Pro nékterou jinou kiivku integralaf ¥, prochdzejici bodem
M, na m plati v tomto bodé pro polomér kiivesti ¢, a pro

NM, =¢, hodnota obdobn4. Srovndnim obou hodnot plyne relace
i o MM,
© A )

Vysledek ten bylo ocekdvati, jelikoz kiivky F, F, Ize
v soumeznostech bodd M, M, povaZovati za ptibuzné poloZené
pro y co smér a (NM;) co osu pribuznosti. *)

Pro kiivku integralni F, prochdzejfc{ bodem N, jest

Y =0 a tedy 0 = )},,, proto plyne vzhledem k rovnici (3)

®) 0 =255

Mysleme si nynf kiivku f, jejiz rovnice zni

o Q
V=45
pak jest
E—zx
90 - El)/
anebo
1
@ 0= Py

Vzorec (6) ddvd nasledujicf konstrukci pro stred kfivosti
S, kfivky F,, v bodé N:

*) Cf. na pf. Rohn-Papperitz: Lehrbuch der Darstellenden Geometrie
I Bd. str. 304. a n.
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Sestrojme tecnu kuw krivee f v bodé N, a spustme k ni
kolmici z bodu N, kterd jiZ protind primku m v Zddaném bodé.
Ze vzorcl (4) a (6) plyne koneéné
__@— _ tSP'Zn./
% m

7. Analytické TeSenf rovnice
1) Y+ PY=20Q

jest ovSem zndmo; provddi se bud pouZzitim ndsobitele inte-
graéniho aneb tim zpiisobem, Ze se klade ¥ —wuw, kdeZ u a v
znaéi funkce proménné x.

Zptsoby ty daji se geometricky lehce objasniti a tim
i oprdvnénost jejich odtvodniti. K tomu budou ndsledujicf
tivahy sméfovati.

Méjme na zieteli nejprve rovnici
@ v +ay=0,

kde a znati hodnotu stdlou. Z rovnice této plyne

y 1

y — a
Ktivky integralni rovnice (2) majf tedy tu vlastnost, ze
subtangenta jejich md pro viechny body hodnotu stilou ———%.

Vlastnost ta piislusfi jediné kiivkdm exponencialnim, jak lze
snadno téZ elementarnd odvoditi.*) Jest tudiZ, znati-li C
konstantu,

y = Ce—=,
Médme-li obecnéji rovnici
y = Ce/@®,
pak jest :
Y 1

e

*) Cf. Fr. Machovec: ,Zobrazovini teéen a stredd krivosti“ str. 45. a n.
¥



20

Z toho ndsleduje naopak, Ze kiivky, jejichZ subtangenty
jsou funkci proménné x, tedy

%zﬂm

vyjddieny jsou rovnici
1
— dz
y= Ce/ Fw)

Ktivku takovou lze povaZovati za obdlku kiivek expo-
nencialnfch, jichz velikost ménf se v piimém poméru funkee F(z).
Podle toho zni feSen{ rovnice homogenni

®3) Yy + Py =0,
kde P znaif funkei proménné x, jelikoZ tu jest —;/—, =— Tlo ,
@) y = Ce—/ iz,
Libovolné dvé kiivky integralni rovmice (3) jsou v poloze
affinni pro x jakoZto osu a y jakoZto smér affinity.
Nebof z rovnic
Y = Cle—,/'sz, Y — Cze—'fpdz
plyne, Ze s :

Y. - Cz '
M4 tudiz pomér y, : y, hodnotu stdlou.

¥ _ G

To plyne ostatné z uvdzeni, kdyz y vyhovuje rovnici (3),
Ze pro totéz x ji vyhovuje téZ hodnota y, = Ky, znaci-li K
. konstantu.
PrihliZzejme ddle k rovnici pivodné v tvahu vzaté

() Y L PY=0Q

a srovndvejme ji s rovnici (3). Pro subtangentu kazdé kiivky
integralnf rovnice () obdriime z rovnice této nejprve hodnotu
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Nidsledkem toho bude obdobné ptipadu ptredeSlému

Y= C'e’_‘f IP—%]‘“ = Ce—‘f Paz e‘f g @

Q
Za e/ Y™ kladme zkritka f, tak ze f jest urtitd funkce
proménnych x a Y.

Déle vztahujme kiivky rovnicemi (3) a (5) vyznacené tak
k sob&, Ze si odpovidaji vidy potadnice y, Y piislusnych bodi
majfcich tutéz dsetku wx.
Porovnédme-li pak posledni rovnici s rovnici (4), dojdeme
vysledku
(6) Y =yf.
Derivujeme-li nyni tuto rovnici (6) dle z, vyjde rovnice
Y=yf+yD..f,
do které dosadfme za Y’ a y' hodnoty z (5) a (3) plynouci
bude pak
Q—PY=—Pyf+yD..f
¢ili se zietelem na (6)
Q
—=D,.f.
v g

Jelikoz Q jest funkef = a y se dd dle (4) vyjddiiti jakozto
funkce z, proto lze f povaZovati za funkci toliko jediné pro-
ménné « ; jest dle toho

, - Q
f—y

f:/—g—dmﬁ—D,

znatf-li D integraéni stdlou.

Dosadime-li tuto hodnotu pro f do rovnice (6), kla-
douce zdroveii za y hodnotu (4) a za soutin CD kvitce E,
obdrzime konecné znimy vzorec

(7) Y = ¢/ Pax (E+ f‘Qe/.Pd.z)'
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Libovolnd ki¥ivka integralni rovnice (5) souvisf tu s libo-
volnou ktivkou integralnf rovnice ptislusné (3) relaci

Q
8 Y= — dx -+ Dy.
®) yfy + Dy
8. Sledujme dale vztah kiivek
1) Y 4 PY = Q,
2 y+Py —0.

Ptedev3im jest patrno, vyhovuie-li hodnota Y, rovniei (1),
7e ji vyhovuje téZ hodnota Y dand relact

3 Y=Y, +ky,
kde % zna¢f hodnotu stdlou. Jest pak také
4) _ Y=Y, +ky.

Takovy jest tedy vztah mezi potadnicemi kfivek vyzna-
tenych piisluSnymi téZe usecce.

Pro jinou piimku rovnobéZnou s y oznaiime ptislu$né
poiadnice ¥, 9,, v, tak Ze jest téz

D=, +k
a ndsledkem toho
, Y—Y Y
5 2 =4H Y.
©) J=9,

Z toho vyplyva véta:
Krivky integralni rovnice (1) protinaji primky stejnosmérné
s osou y v ‘podobnych Faddch bodovich.

Spojnice piisludnych bodd téchto Fad na dvou takovych
ptimkéch protinajf se tudfZ v jediném bodé U.

Mysleme si, Zze tyto dvé fady bodové jsou soumeznymi,
tu obdrzime vétu dffvéjsf, prof. Czuberem odvozenou a téz
rovnicf (4) vyjéddrenou.

Rovnice (3) poddvd ptesnou konstrukei libovolné z kiivek
F rovnice (1), zndme-li jednu znich ] a mimo to jednu kiivku
integralnf F* rovnice (2).
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Kiivka F jest totiz konchoidalni kiivkou kiivky F™*
vzhledem ku kfivee F, jakoZto kfivce zdkladni.*) ‘

Vyznam hodnoty % jest patrny z néasledujiciho.

Integral rovnice (2) obsahuje konstantu C, integral rovnice
(1) konstantu £ dle oznaleni v Clinku piedchdzejicim. Pro
rizné hodnoty konstant téchto obdrZime rizné ktivky. Méjme
na zreteli zvId§té kiivku F|, pro niz £ =0 a oznalme pifslu§nou
pofadnici a hodnotu % znaky Y, k,, tak Ze rovnice (3) tu zni

Y=Y, +hy

aneb, kdyZ za y dosadime hodnotu (4) v odstavci predchdzejicim
odvozenou, ‘
Y=Y, + k,Ce—/Piz,

Z rovnice této vyplyvd, srovndme-li s rovnicf (7) odst. 7.,
Ze integratni konstanta E kfivek /' md hodnotu

E = kOC'.
Klademe-li obdobné
Y, =Y, +ky,

pak jest
E =kC,
a déle
po Y=Y Y—¥, Y%,
Y Y Y
tedy
k=1ky—Fk,.
Z toho vychdzi oz
g R 1
(6) k= —

Nésledkem toho rovnd se £ poméru rozdflu konstant inte-
gragnich kiivky F a kfivky zdkladni ku konstanté kiivky F*.

(Pokracovéni.)

*) Cf. Zprdvy zasedaci kr. Ceské spoleinosti nauk v Praze r. 1898
math.-pfirod. -tfida XXVI.
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