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Uréovéni nekonecné vzdé,lén)’mh prvki dtvari
geometrickych.
" (Podavi prof. dr. Emil Weyr.)

1. Soutadnice Hesse-ovy.

Nejjednodussi spiisob, kterym lze uéiniti rovnici libovolné
ktivky neb plochy stcjnomérnou (homogen), zdlezi v tom, Ze do
ni zavedeme za obyéejné souiadnice rovnobéZné z, y, z podily
x 1 K- Y . oye
> %,—v-, povazujice pak bezejmenné veli¢iny z, y, 2, v za
stejnomérné soufadnice bodu, jehoZ soutfadnice rovnobéiné jsou

pomeéry %,%,——z—. Spiisob tento zavedl O. Hesse do analy-

tické geometrie, profeZ se nazyvaji stejnomérné souradnice z,
¥, 4, v mnohdy i souradnice Hesse-ovy. -

Chceme-li tedy naopak rovnici stejnomérnou vyjddiiti sou-
fadnicemi rovnobéznymi, tieba jen v nf poloZiti

v=1 »
Rovnice roviny pro souiadnice rovnobéiné
ax 4 by+cs+d=0

stane se na p¥. stejnomérnou, zavedeme-li. do ni za =z, y, #
podily —:—,%,—g—, nacez obdrzime

, ' ax by + cz 4 dv = 0; '
a naopak plyne z této stejnomérné rovnice pro v==1 bezpro-
sttedné opét :
ar +by+ce+a=0
“co rovnice téZ roviny pro soutadnice rovnobéziné.
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2. Uréovani bod.

Miéme-li na zieteli pevnou soustavu soufadnic rovnobéinYch,
pifsludi kaZdému bodu v prostoru tii Gplné urcité hodnoty =z,
¥, # a naopak tii takovéto hodnoty urcuji tplné bod v prostoru.

Jsou-li viak z, ¥, ¢, v souradnice Hesse-ovy jistého bodu M,

A Xy Y Ao z 2
jehoZto rovnobézné soutradnice pak budou _’%’T’ tut pa-

_trno, 7e i soutadnice ©%, @Y, 02, ov urcuji tentyZ bod, ponevadz
" pro libovolné ¢ plati _
oz —i oy _Yy ez _=%

ov v T v, v’ .

Z cehoz patrno, Ze kaidy bod v prostoru ma nekoneéné

mnozsm souradnic Hesseovych, a Ze dvéma soustavami
z,Y,2,0 a xyy’, & v
jest urcen tentyZ bod, je-li
ziyziv=x'iy e,

t. j. je-li jedna soustava multiplum druhé.

Bod na pf., jehoZ soutradnice jsou

s . 2,— 3,571,
jest totozny S bodem, jehoZ soufadnice jsou
4,—6,10, 14
neb 1, — %, %, 7, atd.;
rovnobéZné soufadnice tohoto bodu maji pak hodnoty .
. 2/'n_ /"1 /7
Pondvadz —:-¥ =2 o % Y jsou rovnobéiné sdutad-
v e Ty vl -

nice bodu, jehoZ stejnomérné jsou z; y, v, patrno, Ze pomér
dvou rovnobéZnych soufadnic z, y jest tyz jako pomér sou-

v . . « ., x
fadnic stejnomérnych —v—,—vy—.

3. Nekonec¢né vzddlend pfimka roviny.

Co jsme pravili o Hesse-ovych soufadnicfch v prostoru,
plati, jak snadno lze nahlédnouti, touZe mérou i pro rovinu:
jedind zména zdlef jen v tom, Ze se neobjevuje soufadnice ¢
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takZe, jsou-li Hesseovy souradnice néjakého bodu 2, y, », budou
soufadnice rovnobé¢zné téhoZ bodu —j—,%
Rovnice libgvolné kifivky pro soufadnice rovnobéZné
flz,9) =0 1)
- stane se stejnomérnou, zavedeme-li do ni stejnomérné sourad-
nice, ¢imZ obdrZime
f(—— ~J=0 neb g(z, y,v) =0. @
Je-li kiivka (1) prlmkou, jest
fz,9) =az by 4+c=0
a tudiz stejnomérnd rovnice jeji
o(z,y,v) =ax+by—4cv = 0. 3)
Rovnice tato piislu$i co rovnice stejnomérnd zcela vie-
obecné ptimce.
Co zvlastnf pifpady, které zahrnuty jsou ve vSeobecném
vzorci (3), budtez uvedeny tyto:
@) z=0.
Veskere body, které vyhovuji této rovnici, maji za sourad-

nice rovnobezne hodnoty — %L t. j. za tsetku maji vesmés

hodnotu 0, z tehoz soudlme, Ze jsou body osy Y, z CehoZ jde,
Ze i zde jest x = O rovnic{ této osy.
b) y=0.
Této pifmce piindleZeji body, jichz soutadnice rovnobéiné
jsou —:—,%, z tehoZ vysvitd, Ze pro vSecky body této pi{mky

se poradnice rovnd O, a tudiZz pifmka y =0 jest osa X.

c) »=0.
Této pifmce piislusi body, jejiZz rovnobézné soutadnice majf
hodnoty g % t. j. oo, oo. Veskeré body jejf nalézaji se

tudiz v nekonecné vzdalenostl a naopak, kaZdy nekonecné vzda-
leny bod v tivahu vzaté roviny m4 hodnoty oo, oo za soufad-
nice rovnobéZné a vyhovuje tudiZz rovnici pfimky v=0, které
prindleZ{ a kterd tudiZ v celé své rozsdblosti jest nekoneéné -
dalekd — nalezd se v nekoneénu.

Témito tvahami pfichdzime k ndsledujicfmu pojmu o sou-
hrnu nekoneéné vzdilenych bodd libovolné roviny:

11*
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Vedkeré nekonedné veddlené body libovolné roviny wvyplitugi
nekoneéné veddlenow primku, jejis rovnice jest v=0.%)

” Pi{mku tu nazyvime kratce ,,nekonecne vaddlenou primku®

piisluéné roviny.

Vyskytne-1i s¢ pro soufadnice rovnobéZné co rovnice
pirimky

¢ =0, :

kde ¢ jest hodnota stdld, dluzno tuto rovnici téZ povaZovati za
rovnici nekonetné vzdilené piimky.

Jak zndmo, uting pi¥mka

ax—+by—4c=0
na osdch &asti, jichz délka jest
c ¢
- 7 ) “5‘7

kterézto tseky stanou se nekoneénymi, je-li e =0, 5 =0; pro
tento pffpad -jest celd pffmka v nekoneénu a rovnice jeji jest
¢c=0.
Stald ¢ miZe téz byti 0.

4. P¥imky rovnobézné.
Libovolnd pifmka
. ar—+by—4cv=20
protind nekone¢né vzddlenou pifmku v bodé, jehoz soufadnice
vyhovuj{ souéasne podminkdm
' ax ==by 4 cv =
. v=0,
aneb tedy: _
' ax-by=0, v =0.
Bod ten -nazyvime nekonecné’ veddleny bod piimky v dvahu
vzaté. S pifmkou
ax == by 4 cv =
bude miti pospolny bod nekoneéné vzdaleny kaZd4 piimka, jejiz
rovnice jest -
kax == kby 4+ ¢'v =
: ponévadz pro v =0 obdrZime
- kaz ~4kby =0

*) Porovnej ,,T_i'etl zpréva jednoty Seskjch mathematikd“ pag. 12.



165

aneb axz+by=0
jako difve. Rovnice takovychto pifmek se spoletnym bodem ne-
konefné vzdalenym zné&ji pro soufadnice rovnobézné:
ar +by—4c=0,
R kax 4 kby +¢' =0, .
kterézto rovnice, jak zndmo, prisluSf dvéma pFimkdm rovno-
béZnym, ponévadZ tu plati
a:b="Fa:kb.

. Vidime tudiZ, Ze pfimky rovnobéiné povaZovati musime za
pifmky, které protinajf nekoneéné vzdalenou ptimku v témze bodé.

Pifmky rovnobéiné maji tudiZ speleény nekoneéné vzddleny
bod, v némZ se vzijemné protinaji. JelikoZ o rovnobéZnjch
piimkéch pravime, Ze majf tjZz smér, miZeme, poznavie, Ze maji
tyZ spoleény bod v nekoneénu, bod tento nazvati smérem rovno-
béznych piimek. »

Kazdy bod nekoneéné vzdilené pimky uréuje nekoneiné
mnoZstvi jim prochdzejicich piimek téhoZ sméru. Takovéto
~ rovnobézné prmky tvoif to, co nazjvdme osnovou pifmek.

Osnova p¥{mek jest tedy souhrn p¥{mek, probfhajicich tyms
nekoneéné vzdalenym bodem. Takto se ndm jevi osnova co zvla§tnf
piipad svazku, ktery jest souhrnem pifmek téZe roviny probiha-
jicfch tymZ bodem, jenZ sluje vrcholem svazku. KaZdy svazek,
jehoZ vrchol jest bod nekoneéné vzdéleny, jest osnovou p¥imek

PoloZime-li do rovnice

kax - kby +c'v =0
aneb do rovnice

ax ~+ by -+ % v=0
za k a ¢’ zcela libovolné hodnoty, obdriime px"(mky téhoZ sméru,

piimky pifslu§né jisté osnové. PfSeme-li %’ za —k—, miZe i & .

obdrZeti veSkeré moZné 'hodnoty a rovnice libovolné pifmky

osnovy znf pak

az -+ by +-k'v =
pii- cemi k' jest proménlivy parametr, Jehoi hodnota uréuje vidy
jednu z p¥fmek osnovy. Pravime tu, Ze rovnice tato jest #ownici
08novy. ~ .
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B, Nekoneéné vzddlené body kiivek rovinnych;
- asymptoty.

Rovnice, obsahujfci rovnobéiné soufadnice z, ¥ co pro-
ménné, zna¢f ndm jakousi ktivku, kteri jest algebraickou neb
transcendentni dle toho, je-li rovnice algebraickd neb transcen-
dentni. Rovnice algebraickd rozméru ntého piislusi kiivce ntého
stupné. Rovnice linedrnd p¥fsludi tudiz piimce, rovnice quadra-
tickd kuZelosecce, rovnice kubickd kiivce stupné tretiho atd.

Je-li flay) =0 -
rovnice algebraické k¥ivky stupné -ntého, pak obdrifme, jak
jsme se jiz zminili, rovnici stejnomérnou, t. j. pro soutadnice

Hesseovy, vlozime-li do nf T,%— za z a y, ¢imZ piejde v rovnici

f(—j—,%)zo aneb ¢ (z, y, v) =0.

Tato rovnice, pifslusnd algebraické kiivce stupné =tého,
jest stejnomérnd a sice stupné neb rozméru ntého; funkce
o(z, y, v) jest totiZz stejnomérnou téhoz rozméru . '

S libovolnou pifmkou

. ' ax—+by+cv=0
méi kiivka
9z, y,v) =0
n bodf pospolu, ponévadz fyto dvé rovnice maji » spolecnych
feSenf, ana jedna z nich jest stupné prvnfho a druhd stupné
ntého. . ‘
" Nekoneéné vzdélens prfmka
v=0
protne tudiZ kiivku ¢ = O téZ v = bodech, jejichZ soutadnice
plynou z rovnic ¥ =0, ¢ = 0 aneb tedy z rovnic
9(2,,0) =0
v=0. s

Vidime tudfZ, Ze kaédd krivka n-tého stupné md n neko-
‘neéné vaddlenych bodi. '

V kaZdém z téchto » bodi miZeme si predstaviti sestro-
jenou tednu; kterd se pak nazjvé asymptotou, ponévadZ je dle
prévé Feleného .skuteéné pomeznf. polohou teény kiivky ¢ =0
‘pro pifpad, Ze bod styku se vzdaluje do nekonecna.
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6. Urtovani asymptot.
V odstavei prede$lém zahrnut jest spisob, dle kteréhoz
pro libovolnou. kiivku f(z, ¥) =0 lze urtiti asymptoty.

. x v .
Zavedeme-li —v—,—Z— za z a y, obdrifme z rovnice f=0

novou stejnorodou rovnici qn(x ¥,v)=0 a poloZime-li v této
v =0, obdriime

9(z,%,0) =0
kterdzto rovnice nim urduje soucasné s rovnici » = 0 nekonecné
vzdilené body v tvahu vzaté kiivky.

Z rovnice posledni plyne pro pomér % jisty pocet hodnot

@, @, @, ..., vicobecnd @, z nichi kaZdé pislusf jedno;ilu ne-
konecné vzddlenému bodu ktivky, uddvajic nim pomér nekoneéné
velkych rovnobéznych soufadnic tohoto bodu (viz odst. 2.).

NapiSeme-li nyni pro soufadnice rovnobéZné znamou rovnici
teény, totii:
dy '
—_—y = —— (==
n—y=—g— (E—2),
kdeZz z a y jsou rovnobézné soufadnice bodu styku, tu obdrifme

rovnici asymptoty jednoduchym vymezenfm posledn{ rovnice pro
ten pifpad, Ze = a y stivajf se nekonecné velkymi, pFi CemZ
viak pomér % blizi se jedné z hodnot «, vieobecné tedy jest
lim L = a,
z

7. P¥{klady.
Rovnice hyperboly zni, jak zndmo:

f(xy)z%—-%—z—mo,.
tak Ze bude . .
(5 ) i — e — 150
a tudff zdroven : ' '
2 y2

z
qa(:c,y,v) = — __37_”2 =0
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PoloZfme-li v =0, obdrifme

22 y?

s
z CehoZz jde .
l: i— _b_.
z a

Rovnice teény znf jak zndmo

x&
%;7— —1=0,
aneb délime-li useckou z,

y

pr;)_ nekoneéné velké z a y a pro h‘m—; = i%dﬁdriime rov-

nici teény, jejiz bod styku jest nekoneéné vzddlen, totiZ

L )homo

aneb:
£ Y
2 - 1
a —b’
‘coZ se miZe i takto psiti:
M40
E T —a’

Rovnice tato pisludi pimkdm prochizejfcfm pocitkem
soufadnic, které po obou stranich uzavirajf s osou usecek tyz

thel, jehoZ goniometrickd tangenta m4 hodnotu %.

Tyto dvé pimky jsou., asymptoty hyperboly, t. j. tecny,
Jejxchi body styku 8e nalézaji v nekonecnu, jsouce body pruseku
hyperholy a nekoneéné vzdilené pi{mky.

Rovmce elhpsy

2 2
a7 + Xl 1=0
stane se stejnomérnou - -
o 2

2
?--i-g—,——v’:O,
£ nff pro v =0 obdrime:
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xz 2
a?+y_2=01

_+V___+_

Vidime tu, Ze ellipsa nemd redlnych bodi v nekonednu,
nybrz jen dva body pomysiné, imagindrné. TaktéZ asymptoty
stanou se tu pomyslnymi, majice rovnici:

z ¢ehoZ jde pak

N __ b
TEET
Priisek téchto pomyslngch asymptot jest bod reilny, totiZ stfed
-ellipsy.
Rovnice paraboly zni:
y?— 202 =0
a pro soutadnice stejnomérné
2
zz 2p —=0
aneb
y” — 2pvz =0,
z ¢ehoz pro » = 0 obdrZime
. yzzo

Tato quadratickd rovnice mé dva stejné kofeny na dikaz,
Ze parabola protind nekoneéné vzddlenou piimku ve dvou sply-
vajicich bodech, aneb jinjmi slovy, Ze nekone¢né vzdilend pi{mka
jest teénou paraboly. PonévadZ z poslednf rovnice i pro pomér

?/

plynou dvé stejné hodnoty, totiz =~ =40, poznivime, Ze

bod styku paraboly a nekonecné vz@alené pifmky nalézd se na
ose tseCek, t. j. Ze bod ten jest nekone¢né vzdédleny bod osy
paraboly.

-8. Body kruhové v nekoneénu.

‘Rovnice kruhu pro soutadnice pravodhlé zni:
_ z® + y* — 2az — 2By 4+ o® 4 f* — r* = 0,
kdeZto @, B jsou soufadnice stredobodu a # jest polomér kruhu.
U¢infme-li rovnici tu stejnomérnou, obdrzfme snadné:
24 y? — 2avz — 2Bvy + (@* 4= B2 — rv? =0
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a poloZfme-li v =0, povstane pro soufaldnice (stejnomérné) ne-
koneéné vzdalenych bodd, rovnice
. a4y =0,

v kteréz nizddni z velitin «, B, » se nevyskytuje a kterdZ zi-
stane tudiZ platnd pro ve$keré kruhy roviny. Z vysledku toho
soudfme, Ze ,veSkeré Fkruhy té5 roviny protinaji nekoneéné
veddlenou primku v tychs, (arcit pomyslnijch) bodech, v kterjchs
se 1 na vzdjem protinaji.® »

Pro pomér nekonecné velkych revnobéinych (pravouhlych)
soufadnic téchto dvou v$em kruhidm spoleénych bodd (pomysl-
nych) obdriime z posledni rovnice hodnoty: '

Y=kv—1=xj

proceZz pifmky prochédzejici témito nekonecné vzddlenymi viem
kruhfim roviny spolenymi body tvoii s osou X thel, jeho
trigonometrickd tangenta jest bud —-¢ aneb — <. '

KaZdym bodem v roviné prochizeji dvé takovéto pifmky
(pomyslné), které jej spojuji s onémi body v nekonecnu. Ponévadz,
jak snadno lze se presvédciti,

-, 1 .
i (F ),

vidfme, Ze kaZd4 z takovych onémi body prochézejicfch piimek
m4d tu zvldstnf vlastnost, Ze sama k sobé kolmo stoji a Ze i
kazdé dvé takové prfmky, které tymz z onéch dvou bodd pro-
"chizejl (a tedy, jelikoZ body ty nekone¢né vzdilené, k sobé
- rovnobéZné jsou) kolmo na sobé stoji. Jest to zvlistni pii-
pad, v kterémZ (pomyslné) rovnobéiné pifmky soucasné i kolmo
k sobé stojf. .

* Ony dileZité dva pomyslné body, v kterjch¥-veskeré kruhy
roviny se na vzéjem a soudasné nekonetnd vzdilenou pimku
protinajf, nazjvime v geometrii ,nekonedné veddlené body. kru-
_ hové® aneb zkritka ,body kruhové® (Die imaginidren Kreispunkte,
points circulaires, punti circolari all’infinito). ¥)

wBody kruhové® ¢inf zadost rovnici
23 y?'=0

*) Porovnej ,TFet{ zprdva jednoty Ceskjch mathematikd str.: 14,
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a jsou to vlastné priéiseky dvou touto rovmici{ vyznalenjch po-
mysinych p¥fmek s pfimkou nekonecné vzdédlenou.

9. Nekoneéné vzdilené body a asymptoty
kuZelosecek.

Vseobecnd rovnice kuZeloselky jest
Ax*+2Bxy + Cy*+2Dx+4-2Ey 4+ F =0
neb ucinfme-li ji stejnomérnou,
Az® 4 2Bzy + Cy* + 2Dvx + 2Evy - Iv* =
z niz pro v =0 plyne
Ax® 4 2Bzxy + Cy* = 0,
‘na kteréito rovnici zdviseji nekoneénd vzddlené body kuZelo-
“secky v dvahu vzaté. Délime-li velicinou 22 obdriime pro pomér

(%) quadratickou rovnici

v)* Yy —
%, (-x—) +2B (;) +A=0,
z kteréz plyne
Y — B+ VY B*—AC
? _—— 0 =«

Obdriime tudiZ, jak jsme jiz a priori souditi mohli, dva
nekonecné vzdilené body (jelikoZ kuZelosetka jest kiivka druhého
stupné a protind proto kaZdou, a tedy i nekoneéné vzdilenou
pifmku ve dvou bodech). Jsou-li body ty redlné, pomysiné neb
splyvaji-li, pifslus{ ptedloZend rovnice hyperbole, ellipse neb
parabole. Tyto tii pifpady se vyskytnou patmé pii ndsledujfcfch

podminkéch: N
1y B*— 4C>0..... hyperbola
2) B*— AC<<O0.....ellipsa

3) B2— AC=0....parabola.

Rovnice teény zni:"
Ax§+B(xn+y§)+C’yn+D(z+£)+E(y+n)+F—
aneb, délime-li dseckou z,
at B+ L. 8ol 014§+ 2+ D)4 E o
Utinfme-li nynf # a y nekoneéné velkymi a poloZfme-li za

! .
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% hotejsf hodnotu -, tu obdrifme rovnici asymptot nasf kuZelo-

sefce pifslusnych, totiz
. A&+ B(n - af) 4= Can + D - Ee =0,
aneb urovname-li
(4 + Be) 4 9(B + Cx) + (D + Ee) = 0,
do kteréZto rovnice bychom za & bud hodnotu
— B+ B =40
(9]

“aneb hodnotu
—B—Y B*—AC
C
vloZiti méli, abychom obdrZeli takto rovnici bud jedné aneb
druhé asymptoty.

10. KuZeloseéky podobné a podobné poloZené,

Rovnice, kterd ndm nekoneéné vzdilené body kuZeloseCky
Az?+ 2Buy 4 Cy* 4 2Dz 4+ 2Ey 4+ F =0
urovala, znéla
Az 4= 2Bxy + Cy* =
"z &ehoZ patrno, Ze tato rovnice jest Cdstf quadratlckou rovnice
piivodunf.

Nekoneéné vzddlené body kuZelosecky zdviseji tudfZ pouze
na této ¢4sti t. j. na hodnotdch souciniteli 4, B, C, a miZeme
tvrdlti Ze velkeré kuZeloseCky, jejichZ rovnice majf spole¢nou
tast quadratickou, prochdzejf tymiZz body nekoneéné& vzddle-
nymi. Jest' v3ak zndmo, Ze vfhradné koefficienty 4, B, C uréujf
smér a pomér délek hlavnfch os kuZelosetky, tak Ze veskeré
kuZelosetky, prochézejfci tjmiZ nekonetn& vzdélenymi body,
majf spoletné sméry os a délky jejich os maji pro vSechny
tyz pomér. O takovychto kuZelosetkdch pravime viak, Ze
jsou ,podobné a podobné polotené kueloseky“ (ihnliche und
~ dhnlich liegende Kegelschnitte, coniques semblables et sembla-

blement placées, coniques homothétiques). *)

*) Viz: Chasles ,Traité des sections coniques® pag. 246.
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MizZeme tudiZ vysloviti ndsledujici poucku:

» Veskeré si podobné e podobné poloiené kuielosetky roviny
Jedné prochdzeji tymié dvéma nekoneiné veddlengmi body.“

Kruhy roviny jsou jen zvlastnim pi¥fpadem takovyjchto po-
. dobnych a podobné poloZenych kuZelosecek, pro které totiZ ony
dva spolecné nekonetné vzddlené body jsou body kruhové.

Posledni poucka dd sc i obrdtiti v tento smysl:

»Kusclosecky téZ roviny prochdzejici tymiz dvéma body
nekonecné vzddlengmi jsou st podobné a podobné poloZend.“ *)

11. Rovnob@&inost a stdly pomér os.

I bezprostredné dd se odiivodniti rovnobéZnost a stdly
pomér os kuZeloseCek prochdzejicich tymiZz nekonecné vzdale-
nymi body. . ’

PonévadZ asymptoty jsou teCny kuZeloseCek v jich neko-
neéné vzdélenych bodech, tut patrno, Ze, prochizeji-li tymiz
body v nekoneénu leZféfmi, jich asymptoty budou rovnobéiné;
a jelikoz osy rozpoluji thel asymptotami uzavieny, tuf dile
vysvitd, Ze i osy kuZeloseCek rovnobézné byti musi. Déle pak
vime, Ze pomér délek os urCuje thel sklonu asymptot s osami,
ktery jest dle privé feteného stily pro veskeré kuZelosetky
spoleénych bodd nekonecnych, z ¢ehoz plyne, Ze i pomér délek
os takovychto kuZeloseiek bude hodnota stdld.

12. Podobné a podobné poloZené kuiéloseéky kon-
centrické. (Kruhy koncentrické.)

Stfed kuZelosetky jest priseélk asymptot. Maji-li tudiZ
dvé kuZelosetky podobné a podobné poloZené spoleény stied,
- pak budou miti i spoleéné asymptoty, ponévadz tyto jsou ptfmky
‘spojujfci stiéd s nekoneénd vzdilenymi, obéma kuZelosetkim
spoleénymi body. Majf-li vSak kuZelosecky spole¢nou asymptotu
(které se obé v nekoneénu dotykaji), tuf patrné majf spoleny
styk v nekonefnu. Z toho vychézi nisledujici poucka:

*) K danému rovinému utvara obdrifme ttvar podobny a podabné polo-
Zeny, spojime-li veskeré body onoho utvaru s libovolné vytknutym
pevnym bodem roviny (stted obou ttvard) a zvétsime-li (zmeniime-li)
veskeré takto obdrZené priivodice dle stdlého poméru.
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» Koncentrické podobné a podobné poloZené Kuselosecky
dotykaji se na vadjem v nekonecnych jim spolecnych bodech.

PonévadZ koncentrické kruhy jsou téZ podobné a podobné
poloZené koncentrické kuZelosedky, mdme poucku:

wKoncertrické kruhy dotykaji se na vzdjem v bodech kru-
hovych v nekonecnu.“ *) :

13. Nekonecéné vzddlené body kiivek libovolného
Fadu
Rovnice vSeobecné kiivky n-tého stupné pro souiadnice
rovnobéZné znf: o
Un == U1 = Un—o -} .« . Uy =) 4= uy =0,
pfi éemZ vSeobecné wu; jest stejnomérnd funkce soufadnic z, ¥,
stupné k-tého. Jest tudiz
Uy = A,
U, = 0,2 -} a,y
Uy = ) 2% + 0,7y + Gy, y*
Ty = 0y, 2° = ay1,2% - a2y + a,,,y° atd. atd.

, VloZime-li za z a y poméry - objevi se v” co nejvyssi

jmenovatel, kterymi ndsobivSe, obdriime stejnomérnou rovnici
U = VU1 V2 Upg . A=V Uy 0Ly 0" Uy =0,
v kteréZz opét u; jest stejnomérnd funkce prvnich dvou stejno-
mérnych soufadnic 2, y stupné %-tého. Abychom obdrZeli neko-
neéné vzddlené body predlozené kiivky, polozme v =0, &mz
v poslednf rovnici patrné odpadnou veikeré éleny, vyjmouc
¢leny nejvysstho t. j. #-tého rozméru (vzhledem k souradmclm
z, ¥), a obdrifme rovnici
u, =0,
ktera ném uréuje nekoneéné vzdilené body nasi krlvky Dé-

lime-li tuto rovmici velitinou z", obdriime pro pomér (%)

" rovnici n-tého stupné a tudiZ » kofenl na dikaz, Ze kiivka
ntého stupné méd » nekoneéné vzddlenjch bodd, coZ jinak ani
byti nemizZe, ponévadZ ji protind nekonefné vzddlend primka

Porovnej: ,Tieti zpriva jednoty ¢. math.“ str. 18.
" Prava je
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~ pravé tak v » bodech jako kazdd jind pfimka jeji roviny. Tecny
kfivky v téchto nekoneéné vzdalenych bodech JSOll asymptoty
kiivky, kterych se tudiZ poéita téi n.
Chceme-li si sestrojiti rovnici asymptot, napiSme nejdiive
. kratsim sptisobem rovnici kiivky:
Zu, =0,
z kteréz differencovdnim obdrZime

Z(Quk dux dy) 0

w Ty y dx
a déle:
e
dy hY?
PP
3
tak Ze rovnice teény bodu x, y zni
Zauk
Y
y—n=—-——- (@@=
P bduid
]

_aneb spoi'édéme-li ¢leny jinak,
Du,c + Zauk _ auk + Zbuk
coZ milZeme psatl i takto:

gzauk . : Duk (auk Duh).

JelikoZ u; jest ste,)nomema. funkce promennych z, y stupné
ktého, plati o nf Eulerova znima poucka
QU QU

| e Y 5y =k,
¢imz ptedchdzejici rovnice teény obdrii tvar
auk QU

§ 2 — + = —7 =Xk Uk
aneb 1ozv1neme-h pr'wou stranu,
£ Zbuk tgx az:; _
Ny, 4+ (1—1) Up—y + (n—2) Un—g == oo F 2uy -, ;

odecteme-li pak od rovnice této stupnem n ndsobenou rovmcl.
knvky, totiz
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0 = nuy - 2ty == ..  nu, 4= nu,,
obdrzime konecné co rovnici teény

Duk auk

EES 4 E5r +27ku,,_k =0.

Abychom obdrzch rovici asymptoty, musime predpoklddati,
Ze soufadnice z, y bodu styku stanou se nckonecéné velikymi,

kdeZto soucasné jich pomér % blizi se jedné z x hodnot ply-

noucich pro tento pomér z rovnice
1, = 0.
Délime-li rovnici teény mocninou z"-! (ponévadz funkce
v ni se vyskytujici jsou vzhledem k z, y nanejvys rozméru
_(n—1ho), obdrzime

auk du
g2t 4 Loy Bl =0
Uvézime-li, Ze aai; % jsou stejnomérné funkce soufadnic
‘x y stupné (k—1)ho, bude kazdd z hodnot
, ‘bu;, - Duk b1
% "y

funkce stupné (k—1)ho, v .které co proménni se vyskytuje

pouze pomér _% a -kterd tudfz i pro x=o, y= o ziistane

funkef hodnoty koneéné, md-li jen % hodnotu hodnota kone-

énou. Z toho viak bezprostiedné plyne, %e pro k << n

I o —1lin P % |

" an-1 = .mx 1 v e
i iy

] %y 1 _

lim pry =l =y Tim v —0.

Z tychi dﬂvodﬁ bude, 1ehkoz et Jest stejnomérnd funkce
stupné (n—-k)tého, T

C.oar T
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Z toho vSak plyne, 7e pro k> 1

s Y
omeér —.
P 4

un_ 70

’—%’:—k lzm =0.

lim

PreJdeme li tedy v posledm rovnici tecny k mezim, obdr-
Zime co rovn1c1 asymptoty
au,. au,,

P
/ (e +1 -2 ’;:::) 0,

pii éemZ o; (t =1, 2, 3,...n) jest jeden z n kofend rovnice

u,.:Oneb“—::O.
X

=lim

Pro sestrojeni rovnice asymptot algebraické ktivky
Un 4+ Un—1 ... 4 % +u, =0
méame tudiZ ndsledujici pravidlo vSeobecné:
«  Resime-li rovnici ntého stupné
—“—:- =0
z
*
dle nezndmé % a je-li vSeobeené o; jeden z kofenii, pak jest

rovmice asymptoty 'tomuto korenu prislusnd
=

R

Poznimka. Schézi-li v rovnici ntého stupné
U+ On1 2" ... =0 .
prvai ¢len, jest a,— O_‘j/’udii jeden z kofeni o, ponévadz

au,. au,,

, un_l) 0.

4

. 1
rovnice pro —- znf .
4 L~

a +?3f1'(%)+...:0;

je-li tedy @ =0, bude’miti tato rovnice za kofen O aneb bude
%:0, tedy 2 = . -
Z tychz dvodd soudime, Ze r kofend rovnice ntého stupné’
jest o, schdzf-li v rovnici » nejvyssich ¢lend.
Pr. PredloZena-li' kiivka, jejiZz rovnice jest
(Bz3—z% + 3zy* +y¥) 4 (62 + 12xy+y2)+ (5z4Ty) +4=9 =0,
12



178
tu jest » = 3, kiivka tedy. stupne ttetho,
Uy = thy = 32°—2z% -+ 3zy* + y?

Un—y = Uy = 627 -} 122y + 9,
rovnice u, :2* =0 zni tudiZ

. _Y g8 Y
Bt =0
a mé koteny
- » '_":+1s_'11+3:.
tedy =+1l,0,=—1,0, = 3;
rovnice asymptoty jest pak
--_da 1 a'“ au'
/ xz(§ ; 3+u2)= )

Ponévadz tu

33“3 = 9222y 4 3y*
o 2
—a‘—; = — 2> —6xy + 3y*,

bude rovnice asymptoty v tomto pripadé
—_a. 2 ' 2
(§[9 2L —3 Z—,] +q [—1—6%+3 %7]
. 2
+6+12—y—+i2-):0_,

an\eb dosadime-1li za e; hodnoty svrchu ustanovené,
1. pro~._+1 4E—4n+419=0

2.pro L= .85 487—5=0

]|

3. pro%:3...—24§+81]+51=0

. /
, 14. K¥ivky majicf spoleiné asymptoty.

Rozpolozgni nekoneéné vzdailenjch bodd ktivky ntého stupné
P Up = 0
zavxsf, jak jsme vuiélx na rovnici
. v, =0,
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pii CemZ w, jest souhrn ¢lendt nejvyssiho (lotiZ ntého) rozméru
VYSkthJlCI se v rovnici kifvky. Dvé kiivky ntého stupng,
chhz rovnice se shoduji co do ¢lend mtého rozméru, maji tudfz
i spoletné nekonecné vzddlené body. Tak na pr. kfivky
U=+ f (zy) =
U <+ @ (7 _/)_
'kde f a @ jsou funkce libovolné stupné (n——l)mho, maji spolecné
nekoneéné vzddlené body, ponévadi pro obé nidm body ty
plynou z rovnice:
Uy, = 0.
V rovnicich asymptot se mimo funkei w. vyskytuje téz
funkce w,—;, aviak Zddnd z dalgich funkei #,—» %.—3 atd." Z toho
. soudime, Ze dvé kfivky, jejichZ rovnice se ‘shoduji co do ¢lenu
nejvysSiho a nejblize priStiho rozméru, maji spolené asymptoty,
t. j. Ze se vzdjemnd dotykajl v spolecnych nekonecne vzdalenych
bodech. Tak na pf. maji kiivky

Un + Un—1 + f(xy)) - 0

Un = Un—1} @ (2y) =0
spoleéné asymptoty, jsou-li f ar ¢ dvé libovolné funkce stupné
(n—2)ho. *)

15. Zvl4astnf ptipady.-

Co se tkne rovnice ©

u, =0,
rozhoduﬁcx o nekonetné vzdalenych bodech algebraické kiivky
P U = 0

tu mohou mimo vseobecny i zvlastni prfpady se vyskytnoutl a
-sice tyto:

a) Rovmce %, =0 m4 (vzhledem k poméru -1’- co nezndmé)

s stejnych kofend. Paksoudfme bezprostiedns, Ze predlozena kiivka,
protind nekonecné vzddlenou kiivku v s nekoneénd blizkych bodech.
Mimo to arci v dalsich (x—s) bodech. Onéch s p¥i sobé nekonecéné
* blizkych bod& tvoif pak bud bod sndsobnj, jest-liZe totiZ p¥isluiné

*) Porovnej, co feceno bylo o podobnjch a podobné pdloieny"ch kuZelo-
seckéch rozliénych stredobodfi a spoleéného sticdobodu. -

12*
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asymptoty jsou vesmés pifmky riizné, anet jest nekonecné vzddlend
pimka takovd, ktersd na dotjéném mifstd vchdzi s kiivkou do
styku stupné (s—1)nfho t. j., kterd md na dotyéném misté
s kiivkou s bezprostiedné po sobé jdoucich bodd pospolu a
kterd nam pak predstavuje teénu dwvratnou (Inflexionstangente)
stupné (s—2)ho. Jest-li bod v nekonecnu, ktery zahrnuje s
nekoneéné vzdilenjch bodd kiivky, bodem s nisobnym, tu se
miife . stati, Ze z s piisludnych teden (asymptot) jisty pocet
splyva v jedinou; pak bod ten stivd se zdroveir i bodem dvratu
(Riickkehrpunkt) a sice stupné (r—1,ho, splyne-li r teCen bodu
s nasobného. Vypoétené piipady se vsak i spoletnd pii témze
bodu v nekoneénu mohou vyskytnouti a musi se vidy ptihliZeti
k tomu, jak se tvoii rovmice asymptot pro takovjto p¥ipad,
abychom souditi mohli, jak se md nekonecné vzdilend p¥imka
ku kfivce v dvahu vzaté.
b) Vyskytne-li se v rovnici
4, =0
¢ jistd mocnost usecky x na pf. 2Pco spoleny soucinitel, pak pro

pomér l obdrZime p kofen@ rovnajicich se oo na dikaz, Ze ne-

koneéné vzdaleny bod osy y zahrnuje p nekoneéné vzdalenych
bodt kiivky.
Zcela obdobné lze souditi, Ze k¥ivka 'v nekonetném bods
osy z mé ¢ bodd, vyskytne-li se v rovnici’
U, =0

soucinitel 4*=0, ponévadZ z » hodnot poméru A q hodnot ro-

vnati se bude nule.
¢) Vyskytne-li se v rovnici
' Un =0 ;
souémxtel @*+ y’), pak rozpadne se rovmice ta na dvé, totlz
#'+y*=0

T (e )=o

Prvnf pravi, e kfivka prochdz{ kruhovymi body v neko-

. neénu. (K¥ivky takové nazyvame -kfivkami kruhovymi.)
Vyskytne-li se v rovnici u,=0 soutinitel (z® +y*m, slouzf
nim to za dﬂkaz, Ze ,kaidy z bodé kruhovych v.nekoneénu za-
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stupuje m nekoneéné vzddlenych bodd kfivky. V tomto pii-
padu jest pak kazdy z téchto dvou bodii bodem m-nisobnym
aneb se kiivka v bodech kruhovjch dotykés nekoneind vzddlené
piimky, vchazejic s ni ve styk stupné vyssiho.

16. Asymptoty kuzelosedek.

Vracime-li se zde jeSté jednou ke kuZeloseCkdm, toi se
to stivd jediné proto, abychom vtomto vSeobecné znémém pii-
padu ukdzali, jak lze upotiebiti vysledkd, jichZ jsme se v pred-
chazejicich odstavcich dodélali.

Pro kuZelosecky jakoz krlvky druhého stupné Jest n=2
a rovnice vieobecné znf:

Az®+ 2Bry 4 Cy* - 2Dz +4-2Ey ¥ =
tak Ze :
4, = Az?® 4 2Bzy + Cy?,
Un— = 2Dz - 2Ey.
Rovnice % =0 znf pak
'y v\ —
ateB(L)+o(f) =0
z &ehoZ jde :
'y _—B+VB—AC

«e=—2==

z C

a jelikoZ:
%f‘—'i_ 92z 2By, °'Z‘ =28z - 20y
znf rovnice asymptoty (porovneJ odstavec 13.)

%7«e<24x+23y)+n (2Bz--20y)+ @D+ 2Ey) _

z

aneb
(g(A +Bl) +9 (B+0—)+(D+E £))=o,
a‘konecné tudfz
—_ B+VB —AC (B§+0n+E’)+(AE+B'I+D)

Kuieloseéka m4 dvé redlné asymptoty, je-li B2>AC (Hyperbola) .
‘& dvé pomyslné, je-li B"<A0 (Ellipsa).
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Jest-li B*= AC (Parabola), Pak stivi dvou splfvajfcich
asymptot, jejichZ rovnice znf
- —B(Bé+Cnp+ E)+ C(4é+Bn+ D)=0

¢(A0—B* -1 (BC—BC)+-CD—BE=0,
ts j. tudfz Jednoduse

aneb

CD—BE =
co%, jak zndmo, nim znaéf nekoneéng vzdélenou piimku (porovnej
odstavec 3.); a vskutku se parabola nekone&né vzdilené pHmky
dotykd, kterd jest pro parabolu asymptotu.

17. Cissoida.

Jest-li OB primér kruhu, T teéna kruhu v bodu B a prolo-
Zfme-li bodem libovolnou ptimku P, tu budteZ m, n priseky této
pHmky s kruhem a s teCnou 7. Naneseme-li od bodu % v sméru
kbodu O na ptfmku P délku Om, obdrzime tim na P bod p a misto
takovychto bodd p jest tak zvand Cissoida.

Rovnice Cissoidy, znf vezmeme-li 4 za politek a AB za
osu X soufadnic pravothljch a jest-li @ polomér kruhu upo-
trebeneho

o 23t z2y*—2ay* = 0.
Jest tudiz n = 3, u, = 23 4-2y? U1 =— 2ay>.

JelikoZ w, jest tvaru z(z*--y?), tu vidime, Ze jeden z ne-
_konetné vzdilenjch bodd vyjidien jest rovmicf z=0 t. j, Ze
se nalézd v nekoneéné vzdédlenosti na ose y, kdezto ostatni dva
plynou z rovnice 2%+ y* =0 z &ehoZ vysvitd, Ze jsou to kru-
hové body v nekoneénu. Cissoida protind tudiZ nekonecné
vzddlenou pimku v reilném bodu na ose y a v bodech kru-
hovych.

Rovnice %}:O stupné ntého (zde tietiho) znf
g A
1+(4) =0

z ¢eho# soudfme (porovnej odstavec 13.), Ze 3 kofeny této ku-
bické ‘rovnice, které viak nejvySsi ¢len schdzf, jsou:

a*—j\(%)=°9,+\f—1,-—\f—l-
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Rovnice asymptoty jest (ponévadz % = 322492, a% = 2xy) :

=g 4+ y7) 2y —20y°
72

aneb

Y —u 2 2
s Y IV (Y)Y | = :
/ [§(3+(x)+2ﬂ(x) 2a(x)]_..0t.3.
£(3+a?) 4 2na—2aa® =0.
Pro prvni ph’pad Ze totiZ @ = oo, piSme rovnici takto:

( +1)+ . — 94 =0,
nacez obdrifme pro ¢ —
E—2a=0
t. j. . E=2a
co rovnici prvni asymptoty. Patrné jest to rovnice tecné T.
Pro ¢ = 4y —1 obdrzime
EB—1)+2pV —1+422a=0
aneb E4in4-a=0.
Proo=—V—1=—1
obdrzime rovnici tfet{ a posledni asymptoty, totiZ
£(8—1)—2pyV —1+422=0

t. j. E—inta=0.
Cissoida méd tudiZ ndsledujici tfi asymptoty: -
1) £ = 2a,
2 Et+in+ta=0,
) §—in+a=0,

z nichZ jen prvnf jest pifmka redlnd. Druhd a tfet{ jsou pifmky
pomysiné sdruZené, majfc{ redlny prisek na ose z, ponévadz
pro =0 pro obé -plyne
E=—a.
Obé tyto pomysiné asymptoty se tedy protfnaji na ose
(—X) ve vzddlenosti @ od bodu pocatetného, ktery jest, jak
zndmo, bodem tvratu (point de rebroussement) pro Cissoidu.

18. Kardioida.

V témze kruhu prodluZme tetivu Om a nanesme na pro-
dlouZenf primér kruhu 2a; obdrifme tak bod p, Jehoz m[sto
jest khvka zvéna Icardwzdu
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Rovnice této kfivky znf:
(@* +y* — 2a2)* = 4a%(2® + y7),
tak Ze tu jest patrné » = 4,
tUn = (2% 4 4?2 Up; = — daz(z® 4 y?).
.Z tvaru clenu u, soudime (viz odst. 15.), Ze kruhové body
v nekoneénu jsou priseky kardioidy s nekonecné vzddlenou
pifmkou, tak totiz, Ze kazdy z téchto dvou bodd zastupuje dva
priiseky kiivky s pifmkou nekonecné vzddlenou.

Rovnice % =0 znf
[t +(L) ] =0

- (_Z_): { —+¢ dvakrite

a mi kofeny:

— ¢ dvakrite
Dile méme:
dy, - 2 9 by
tak Ze rovnice asymptoty zni:
T+ ) + 9@+ Yy — dax(@’+y?) _
, z?
aneb, vylouéfme-li wdem clendim spolecného soucinitele

]

=4@* +y*)y,

E4-nae—a=0.
Pro ¢ = + ¢ (dvakrét) obdrifme dvé splyvajici asymptoty
E+im=u;
pro o= —1¢ (dvakrat) téZ dvé splyvajici asymptoty
E—in=—a.

) Pomyslné tyto asymptoty protfnaji se v redlném bodu na
ose z, neb pro 4 = 0 obdriime v obou pifpadech
E=a.
Redlny prések obou asymptot jest tudf stfed upottebe-
" ného kruhu. . .
Kardioida protind co kiivka 4. stupné nekonecné vzdélenou
- pifmku ve étyrech bodech, z nichz vidy dva splyvaji s jednfm
kruhovym bodem v nekoneénu. KaZdy z téchto bodd mi dvé
splyvajicf v konetnu se nalezajfci (pomysiné) tecny, z ceho?
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soudfme, Ze kaidy z obou bodd kruhovych pro kardioidu jest
bodem tvratu a Ze tecny tvratu (t. j. asymptoty) maj{ rovnice:
' Et+in—a.
Jak zndmo jest tfet{ bod tvratu bod politeénf O a osa «
ptislu$nou tecnou.
' Vsecky tfi teény tvratu se tudiZ protinaj{ v témZ bodé,
totiz v stfedu upotiebeného kruhu. '

19. Konchoida.

Na ose y se nalézd ve vzddlenosti — b od bodu pocéteé-
ného bod 4; bodem tfm proklidime pi¥imky P, které osu X
v bodech p protinaji a od bodu toho nandsfme po obou stranich
na piimky P stédlou délku a. ObdrZené body vyplijou kfivku,
jenz mé rovnici

- 2P —(+9)'@*—y)=0
a kterouZ nazyvime konchoidu (Nicomedovu).
Pro konchoidu jest tudiz » = 4,
e = 2% 4 ¢4, Up_1 = 2Dy>.
Z rovnice
Uy = Y249 =0
soudime, %e dva nekoneéné vzddlené body konchoidy vyhovujf
" podmince

. ¥ =0
t. j., Ze se nalézajf na ose X a ostatnf dva podmince
: 2?4 y?2=0

t. j., %e body kruhové v nekonelnu p¥indleZeji konchoidé.

Rovnice %:0 zni zde

(Gp+E]=

@ mi kofeny
' 0...... dvakrite
a={-41
—1
Déle méime ‘
33“; =21y, a:y,, - = 2x’y+4y’



186

a znf tudfZ rovnice asymptot

70 E(2ay?) + n(22% +49®) + 2by® _
x3 -

0
aneb

Y '
T (P +2 () ]+ L) ] =0
Vylouc¢ime-li v$em clentim spoleéného cCinitele (-‘Z—), pak »

rovnice znf, piSeme-li « misto (%),

o - (1 4= 22%) - B> =0.
Pro @ =0 (dvakrite) obdri{me

. n =0,
z ¢ehoZ soudime, Ze osa z zastupuje dvé asymptoty a Ze tudiZ
nekonecné vzdileny bod na ose z povazovati dluzno za bod
. tvratu na$f konchoidy.

Pro ¢ = + ¢ mame pro zbyvajici dvé (pomysiné) asymptoty

rovnici
Fif+y(1—2)—b=0
anéb e
, FiE~4n4+b=0. ‘

Tyto dvé pomyslné asymptoty protinajf se v rediném bodé
08y y, neb obdriime pro obé 5 ——b, polozime-li £ =0. Re-
dlny prisek jest tudiZz bod A4, kterymZ prochdzeji piimky P.
Jak znimo jest bod ten dvojnym bodem kfivky. Tecny jeho
jsou redlné, je-li a>>b, splyvaji, je-li @ = b, a stanou se po-
myslnymi, je-li @ <<b.

Dioptrika se stanoviska vyssi geometrie.

(Podava Josef Hervert.)
(Dokonéent.).

\

Dle tohoto pravidla i ku kaZdému obrazei, jak p¥{mo-
tak i kiivoCarému, nechf jej za pfedmét aneb za obraz poji-
méme, p¥itadény obrazec sestrojiti miiZzeme a zdroveir presvéd-
citi se o dvojatém prifadénf pfedmétu a obrazu, al-li paprsky
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