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Uvod do vektorové analyse.
Napsal fed. Ant. Libicky.
(Pokratovini.)

Pale vektorové.

Cdst prostoru, v niz jakysi vektor se meéni nepietrzits,
méni-li se spojité poloha bodu, z néhoZz vektor vychdzi, nazy-
vidme polem vektorovym.

Priklady takovych poli jsou: souhrn rychlosti p¥i nejvse-
obecnéjdim pohybu hmotného ttvaru (proménného), pole gravi-
tatni, magnetické, elektrické atd. Ve stati o poli skaldrnim po-
znali jsme jiz jedno zvld$tni pole vektorové, totiz pole gradienti.

V poli vektorovém kazdému bodu M ptisludi jediny vektor
v; vektor ten jest tedy funkei prtvodile r, jimZ poloha bodu
M v prostoru jest stanovena. Mizeme tedy psdti

v = f(r).
Budiz opétné piipomenuto, Ze zména vektoru v poli dé&je
se nepfetrzité (s vyjmutim jednotlivych bodd, ar a ploch).
Nédzorného obrazu geometrického o poli vektorovém naby-
védme touto vvahou: Zvolme libovolny bod M (obr. 12.) v pro-
storu; jemu piisluSejici vektor bud v. Na tomto vektoru postupme
od M k neskonale blizkému bodu /7, kterému ptisludi vektor
v’. Podobné bud M bod tohoto vektoru, polozeny velmi blizko
ku M, a vektor vedeny bodem M” budiz v”. Neskonale kritké
setky MM', M’ M" atd. jsou prvky prostorové kiivky %, jejiz
tetny maji v kazdém bodé béh vektoru vychdzejictho z bodu
dotyéného. K¥ivky ty nazyvejme ki#ivkami vektorovymi. Sekou-li
se dvé takové kiivky, musi velikost vektoru v priisetfku rovnati
se nulle, nebot Zddnym bodem pole neprochdzeji dva riizné
vektory. '
9
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.. Mysleme si nyni v poli vektorovém uzavienou Ctdru I;
véemi body jejimi prochdzeji vektorové k¥ivky. Témito kiivkami
utvofen jest rourovity tGtvar (solenoid), ktery zoveme ¢rubici vek-
torovou. Casto predpoklidéme, Ze trubice ty jsou nekonetns
tenké.

Obr. 12.

Soustavou kiivek vektorovych urteny jsou uplné béhy viech
vektordi pole; abychom zndzornili také jejich velikost, vedeme
v bodé B vektorové kfivky % elementdrni plosku dp kolmo ku
% a volime na ni tolik bodi, kolik jednotek délkovych mé vektor
v pifslusejici bodu M.. KaZzdym bhodem této plosky sestrojime
pak kfivku vektorovou; poltem téchto kiivek jest tudiz velikost
vektoru v stanovena.

Ponévadz v bodé M’ vektor v/ m4 jinou velikost, vychdzi
7 pHslusiné plosky dp’ jiny potet vektorovych kiivek; musime
si tedy mysliti, ze kfivky vektorové mohou zanikati a vznikati.

‘ y s . zanikd | . ..
Prechodem od ‘bodu M k M" jisty pocet kiivek { vznikd ], jestlize
vektor vV md men§1 | velikost nez v.
vetsi |

Takovym zpsobem piedstaveno jest pole vektorové kfiv-
kami, jez svym tvarem a hustSim nebo Fid&im seskupenim sta-
novi bsh a velikost vektoru v kazdém bodé pole.

Casto zndzoriiujeme pole vektorové jests jinak, uzijeme-li
totiz obdoby hydrodynamické, Mysleme si pole vyplnéné jakousi
fiktivni tekutinou, jeZ nemusi miti nutné vlastnosti kapalin
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a plynd, jak je zndme z mechaniky. Tato tekutina pohybuje se
tak, Ze rychlost kazdé Cdstice jeji urtena jést vektorem bodu
pole, v némZ se Cdstice prdvé nalézd.

Rychlostl proudici kapaliny jest vSak stanoveno mnozstvi
Lapalmy, jez protékd v jednotce ¢asu jednotkou priifezu. Abychom
tedy mohli zndzorniti obecné pole vektorové, musi toto mnozstvi
pro jednotkovy prifez v kazdém bodé byti rizné. Toho lze do-
ciliti dvojim zpisobem. Bud ptedpokliddme, Ze fiktivni tekutina
jest libovolns stlatitelnd nebo roztazitelnd, ¢imz miZeme do-
ciliti, Ze hustota jeji jest od bodu k bodu (neptetrzits) promén-
livd. I Ize si predstaviti, Ze stupeii tohoto zhusténi nebo ziedéni
jest takovy, aby jednotkou prifezu v kaZdém bodé pole pro-
tékalo mnozstvi tekutiny, jez jest ddno velikosti p¥islusného
vektoru.

Anebo miizeme miti za to, Ze zavedend fiktivni tekutina
jest nestlacitelnd; pak si predstavujeme, Ze jsou v poli vekto-
rovém mista, v nichZz my$lend tekutina vznikd, a opét jind mista,
v nichz zanikd. Ona mista jmenujeme zdroji, tato zdniky. Ve
zdrojich se tekutina jaksi stdle znova tvofi, v zdnicich se usta-
viéné znituje.

Pro proud kapaliny jest vyznaénou veli¢inon intensita prou-
déni ; obdobné definujeme fok vektorovy jakoukoli nekoneéné malou
plochou jako skaldrni soutin z vektoru dp, ktery piedstavuje
tuto plochu, a z vektoru v, ktery stfedem jejim prochdzi. Je-li
ddna libovolnd omezend plocha P (konelné velikosti), nazyvime
vektorovym tokem touto plochou skalirni integril

/v.dp.

P

Plocha P miiZe ve zvldstnim ptipadé twplné uzavirati édst
prostoru (jednoduSe souvisiciho); pak tento skaldrni integrdl
stanovi vyfok vektorovy povrchem P.

Déme-li zavedené myslené tekuting prouditi velmi tenkou
trubici vektorovou, jejiz neskonale kritkou &dst miZeme miti
za vélec, mluvime o vektorovém toku libovolnym g&ikmym pri-
fezem dp trubice; dle definice skalérntho souinu (vzorec (2))
jest tento tok ddn algebraickym soutinem z plochy dg kolmého

g*
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prifezu trubice, utinéného stfedem prirezu dp, a z velikosti
-vektoru v, tymz stiedem prochdzejiciho.

Vektorovy tok trubici jest obecné velitina, kterd se méni
od priifezu k prifezu, ve zvldstnim piipadé mize vSak velitina
-ta byti stdlou v celé trubici. Pak pravime, Ze proud tekutiny
jest ustdleny; takovy proud nastane, jestlize velikost v vektoru
v jest nepiimo timérna plose piislusného kolmého priifezu trubice.

Vektorovd trubice stivd se v pkipadé tom vldknem prou-
dovym, pro néz soutin v . dp jest ¢fslem stdlym, necht jest dp
kterykoli Sikmy priifez trubice.

Pole vektorové, v némz probihaji vesmés vldkna proudovd.
zove se polem solenoiddlnim, nékdy také polem beze zdrojii.
Miize také jen &dst pole byti solenoiddlnf; ostatni Cdst jeho
mohou pak vypliiovati obecné trubice vektorové.

V poli, jez jest zcela solenoiddlni, vlikna proudovd ne-
mohou byti ukonCena; nebof md-li tok vektorovy v takové tru-
bici miti hodnotu stilou (od nully rozdilnou), nemiize byti dp
rovno nulle. Tudiz vldkna ta musi byti bud uzaviené trubice
tvaru prstencovitého anebo musi probihatl ve v8ech smérech
do nekonetna.

Jesté jiny zvldstni druh poli vektorovych budiZz na tomto
misté uveden; jest to pole linedrni.

POJednava.]lce o skaldrnim soucinu dyadického trojélenu
il 4 jm + kn a vektoru r, vytkh jsme, ze dle vzorce (212,
“totiz

(I+jm—+kn).r=iI.r)+jm.r)+k@.r),

dyadicky trojtlen proménuje libovolny vektor r v jiny vektor v
v prostoru, pro ktery nalezneme snadno analyticky vyraz. Kla-
douce totiz
r =ai+ yj + 2k,

ddle

I=a,i+ a,j+ a;k,

m = a, i+ ax,j + a,;k,
o _ n = ayi + a5j + a5,k
obdrzfme dle rovnice (6)

I, r= = 4, % + a”y + @32, M. T = ayx + a0y + ay,2
: e L= a5, % - GypY + Gg,2
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prodez
V=(a,,% + 19y + @132) i + (@212 + 0y + a3%) §
4+ (@3,% + a30y + a352) k.
PiSeme-li kratteji _
v=2i+ yi+ 7k G
jest
¥ = a,,% + a,y + 0,32
Y = ay,% + a5y + ag32, (56")
¢ = a,% + a3y + ags2.

Souvisi-li skaldrni &dsti o', ¢, 2/ tif sloZzek vektoru v se
skaldrnimi édstmi z, y, 2 slozek vektoru r linedrnimi rovnicemi
(H6P), pravime, ze vektor v jest linedrni funkci vektoru r.
V geometrii jest tato souvislost zndma pode jménem linedrni
homogenni transformace; v mechanice urtuji rovnice ty stejno-
rodow deformaci atvaru hmotného. I.ze totiz snadno dokdzati,
Ze po zméné naznacené rovnicemi (H6°) piimky udtvaru pivod-
niho zistivaji pfimkami, roviny rovinami, kazdy rovnobéznik
zistane rovnobéZnikem, coz jsou zndmky deformace stejnorodé.

Souhrn vektort v, odvozenych z proménného vektoru r
rovnicemi (H56), v nichZz a,,, a,,, a,; atd. jsou stdlé velitiny,
tvofi pak linedrni pole vektorové.

V ptipadé uvedéném uzito bylo dyadického trojélenu jako
praefaktoru ; klademe-li dyadicky trojélen jako postfaktor, obdr-
zime z kazdého vektoru r jiny vektor v, = «"i 4+ y"j + <k,
kde

& = ap @ + g,y + a5%,
Y’ = a19% + G990y + 302,
7' = ay3% + ag5Y + g3

Souhrn viech téchto vektord tvoii linedrni pole, jez jest
sdrudenym s polem uvedenych vektori v,

Mezi linedrnimi poli vektorovymi md zvldstni ddlezitost .
pole homogenni; v ném rozdil hodnot v a v, vektorii v konco-
vém a v potitetnim bodu libovolné uselky r nezdvisi na poloze
jejiho potdtku, nybrz jenom na jeji délce a na jejim béhu.

Prechdzejice nyni k pobtu differencialnimu, vztahujicimu
se k poli vektorovému, vysvétlime nejprve zdkladni pojmy diffe«
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rencidlnfho poméru vektoru dle skaldru a differencidlniho poméru
vektoru dle vektoru.
Prvni z téchto pojmé zndzornime takto: Budiz vektor v
funkei skaliru ¢; méni-li se nepfetrzité nezdvisle proménnd f,
.meéni se také neptetrzité vektor v. Abychom méli ndlezity
pfehled téchto zmén, umistime vSechny polohy vektorl v tak,
aby mély spoletny potdtek O (obr. 13.); pak bude mistem kon-

Obr. 13.

covych bodd jejich M, M’ ... jakdsi kiivka prostorovd /.
Zméni-li se £ o velmi malé A ¢ zméni se piislusny vektor v
o velmi maly vektor MM’, ktery mizeme nazvati /\ v; vektor

ten jest tétivou kfivkyrk. Pomér ~%—:— jest pak vektor téhoz
1 - .
Ekrate vELSe.

Prejdeme-li nyni k mezim, ulinime-li totiz lim A\ ¢ = 0,
ptiblizi se bod M’ neskonale k bodu M; setna MM’ stane se

béhu jako A v, ale

tecnou k¥ivky %, jiz uren jest béh differencidlniho poméru v

at’
, VAN 4
ktery jest mezi poméru ANt

Differencidlni pomér vektoru v dle skaldru t jest tedy
vektor, jenz md béh teény ku kfivee £ v bodé M a jehoz ve-

likost rovnd se Z—:, znati-li ¢ velikost vektoru v. Smér tetny

. souhlasi se smérem, jimZ se pohybuje koncovy bod vektoru, vy-
- pvofuje-li kfivku Z. :
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Pigeme-li
V=uvi+ojt+ek=v.+v,+v,
obdrzime ' '
dv dvz dvy d’l)z dve , dvy , dv.
at + It ghk=gtatg ©0

Ponévadz v jest funkef soufadnic z, y, z bodu M v sou-
stavé, jejimz poldtkem jest O, plati téz vzorec

dv __ovdz 3vdy+'()vdz
dt — dzx dt dy dt ' 2z dt’

Differencujice vyrazy vektorové dle skaldru uzivdme tych
pravidel jako pro differenciaci skaldrnich vyrazi dle skaldru;
jenom pFi differenciaci vektoridlnich souéini jest tfeba dbéti
ndlezitého pofddku ¢initeld. Tedy na pravé strané rovnice

d __da db
W(axb)—d—txb+a><7t

- (88)

nelze psdti v druhém soutinu (fi_b? X a, leda bychom proménili

znaménko tohoto soutinu v protivné.

Obr. 14.

Slozitéjsi jest pojem differencidlniho pomeéru vektoru dle
Jiného vektoru. Ptejdeme-li v poli vektorovém od bodu M (obr. 14.),
daného privodi¢em OM —r, ve sméru vektoru s k bodu A7,
vzddleném od M o /\ rs, zménise vektor v v jiny vv—=v4+ A V.
A v-; piejdeme-li k mezim kladouce

Utvofme dyadicky podil AT



128

lim A\ s =0, lim /\ v =0, bude lim poméru g differen-

ctdlnim pomérem vektoru v dle vektoru v ve sméru s. Oznatu-
jeme jej podobné jako differencidlni pomér skaliru dle vektoru
- ¥ ve sméru s znaménkem Cdstetnych differencidlnich poméru,
pisice

o DY OV
lim ATe = s

Je-li /\ s skaldrni ¢dstf velmi malého vektoru /\ rs, mi-
zeme psiti A rs = (A 9) 8,, tudiz

AY _Av1 __Avg
, /_\ s A s S, A S S
vzhledem k (23"); ptejdeme-li k limitdm, obdrZime

_al-—-cﬁs
31'3_ ds v

obdebnou to rovnici ku (27%) v poli skaldrnim.

Pozndvime tudiz, Ze differencidlni pomér vektoru v dlo
jiného vektoru r ve sméru s jest dyadou, jejim prvnim &Einitelem
jest differencidlni pomeér vektoru v dle skaldrni édsti s daného
vektoru s a drubym c¢initelem jednotkovy vektor s,.

Postupujeme-li od bodu M vektorového pole ve sméru pri-
vodite r, oznalime piislusny differencidlni pomér vektoru v

(59%)

kratéeji ?,) ; pro tento pomér obdrZzime
v __dv
o ar '™ ©97)

Konetné differencidlni poméry vektoru v ve smérech os
soufadnych maji hodnoty

vV __ 9V, oV _ oV, oV _ dv .
Xl y—ayd w69
Polozme

v =ud + v,j + v.k;
ponévadz dle (57)

dv d’l/'az . dvy

dv,
: %z—d?l_*_ I+ ds
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obdrzime ze vzorce (H9*)

ov ' [dv. . dv,, . dv, '
=i+ T+ oK) @)

Rozndsobice na pravé strané obdrzime trojélen, jehoZ prvni

tlen jest ‘Z is,, misto tehoZ lze psiti i —- dvs ~ 8, ; aviak dle (27*)

ds
dve  __ v, '
—t-i? 5, = _a—lTs’
prodez
dve is, =i fa)
ds 1T T org

a podobné vyjédiime oba ostatni tleny pravé strany rovnice (%).
I obdrzime pro differencidlni pomér vektoru v dle vektoru r  ve
sméru § vyraz

ov s 3& a’by a’Uz .
3—1'5 =1 al's + k (60)

Poznamenati slusi, Ze ani v této formé neni oviem ;—;—r

8

trojélenem dyadickym, nybrz jednoduchou dyadou: majit stitanci
na pravé strané této rovnice stejny jmenovatel.

Vzorec (60) lze jedté takto pretvofiti: Dle (33) jest

0, __ 0 0% | 00z 9 v, 02
. 9w brs+ '()y’()rg+ 2z o1,

a podobné rovnice lze psdti pro ‘()_v,,_’ Y Vlozice tyto hodnoty
ors’ org

do (60) obdrzime
ﬂ —j v, O bvx by +bvm 0z
s (Bx o '()y rs ' 9z ors
vy 3z, Jvy 3y | vy 0z
+i ('()x ar. T oy or, T 22 9.

v 9z | Jv; 9y | Ov; Oz
+k(3x ors ' dyors T3 9z brs)'

Setteme-li na pravé strané tleny v sloupcich stojici, do-
Staneme
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oV __(Wa, , vy, \ Qs \ 0
3_1';—(‘()1:1 2z Y + 3 k)bra
Way ) 00y sy )0y
+(3y1+ yd T Byk)bl‘.
(v, . '31),, ., 00\ 0z
+(5r i+ 52+ Sk o

Vyrazy v zdvorkdch jsou viak

W, . . A4 j+ ek _ov
LT d K= % =%
atd.; procez

o0V __9v oz |, 0vdy , OV 3z

3 — 2z 9re T 2y 3re T 37 910 (61)

obdobny vzorec v poli skaldrnim jest vzorec (33).
Jelikoz dle (27%) a (4)

0r __ dx

. 0 . 0z .
_3_1';_71;5' =(@{.s)s, SI%_—_ G -s)s, Tez(k . 81)8;,

?
jest déle
oV ov .. ov . \ oV .
= (32 080+ 5y ) 5 k),

..—:( %‘;1) .8 + (g;,]) .S, + (%}k) . sl) S
:((gu-;—;’ﬁ-%‘lk) sx>sl; (62)

vyraz ve vétSich zdvorkdch jest dle (21°) vektorem, tudiz pravd
strana opét dyadou.

Jako jsme ve stati o poli skalirnim zavedli za soucet tii

. 0V, ., s i
vektord 2 + T, j+ > k Hamiltoniv symbol \/ #, tak
i nynf v poli vektorovém za trojclen dyadicky (dplnou dyadu,
dyadic), vyskytujici se v mensich zdvorkdch posledni rovnice, mi-
zeme psdti \/ v. Klademe tedy

__dv, ov. , 9V v
VV—SE1+d—yJ+azk' - (63
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Lze viak tento trojclen miti také (dle Fischera) za iplng
differencidlni pomér yektoru v dle r, tudiz uzivime téz oznacteni

v,  Ov., V. dv b
E”‘a‘ﬂ"“a‘;k—}ﬁ-’ (63°)

v jest differencidlnim
dr
ktery jsme zavedli v poli

k tomu jsme oprdvnéni tim spiSe, Ze

pomérem analogickyni k ﬁoméru ﬂ,

dr
skaldrnim. Jest tedy
dv 1 )
—J;_dvd—r_Vv. (64)
Kladouce r =X 4y + z, kde X = «i atd., piseme téz
av __ .
dr — + + ‘()z (65%
obdobnd rovnice v poli skaldrnim Jest
dv_ :
ar— + + . (36)

Tim jest jednak formdlné oduvodnéno oznateni Cdsteénych
differencidlnich pomérd ve smyslu vylozeném, jednak zfejmé vy-
téena jest shoda mezi dplnym differencidlnim pomérem pro
pole skaldrni a tymZ pomérem pro pele vektorové.

K differencidlnimu poméru g; ndlezi hodnota sdruZend

av 1 . ) ’
(d_r P dar dv, pro niZz obdrzime vyraz

av v . 0V oV
V. V= 4ij—+k— 3
(dl‘) ¢ i oz ' J Ay k (23 ") (65)

*) Ve mnohych spisech jednajicich o vektorové analysi, jako jsou
Wilson-Gibbs: »Vector Analysis«, Foppl: »Einfuhrung in die Maxwell’sche
Theorie der Elektricitat«, I i II. vyd., Bucherer: sElemente der Vektor-
Analysis< definovano jest </ v vyrazem

Bv ov av

i~ +j Y + k
protez autorim téchto spisi jest </ v totéz, co nam V/,v. Odtud pochodi,
ze nekteré formule u nich nesrovnavaji se uplné s piislusnymi vzdrcx
tohoto pojednéni, coz tuto vyslovné budiz pfipomenuto.
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Nfisobfce druhou a tfeti stranu rovnice (64) skaldrné dr,
nabudene

'(dv %) dr = V vV . dr;

ale dle (20%).

| dvl dr = dvldr—d

dr) - dr )— v
1 .

ponévadz e dr = 1. Tudiz

dv=\/v.dr; (66)
obdobnd rovnice v poli skaldrnim byla

dv=\/ v .dr. (35)
ZavedSe takto nové vyrazy \” v anebo Z , IiiZeme rov-
nici (62*) psdti bud
v .
a—l_—S:(Vv.s,)sl | (62%)
anebo .
v av o
, ars_(ﬁf ' s.)sl (629

Uplny differencidlni pomér vektoru v dle r, ktery jest jak
praveno trojélenem dyadickym, lze jesté jinak vyjadfiti; vlozime-li
. . oV 9V v
7 b
totiz do rovnice (63°) za % 3y 9

(57), totiz

hodnoty plynouci ze vzorce

OV _ v, , Or, . 3@
W—%l+ﬁj+7&;katd,
obdrzime
dV 3;,. 3 Bz .az. a’ az
=31 +””+"k) i CAREARE )

05 vy v,
A+(a—zl+az.]+ k)k ®
Urovndme-li jinak ¢leny na pravé strané této rovnice,
. vyjde
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av __ . (v, i . 0 v, . 'Mzu vy
ar (ax +3J It k)+ ( T3 +5’z'k)
aUz . avz .
+k(3x + 3/ Bz k)’
jelikoz dle rovnice (36)
317:

Bv, dv,

. 4 0.
Bx + aJ + k= —f' atd.,
jest
av s % de d’Uz a
s b (67)
Rovnici tu lze také psdti ve tvaru
Vv=iVe+jVo + kVe. (67")

Pro sdruzenou hodnotu tuplného differencidlniho poméru
vektoru v dle r dostaneme podobhé

av dv, i dv/ dv, .
(@)=@i+ %+ % (679

Oznatime-li jako vySe slozky vektoru v ve smérech os
soufadnych po fadé v, vy, V, bude v.=vdl, v,==v,j, V. =v.k;

o (s 1 _ 1 _ dv,
tudiz i = = d(v.d) == 9r = av, ar = dr atd. .Z toho plyne
dle (67?)

dv __dv, , dv,
T —ar T d

s (68%)
kdezto dle (67°)
av v v, v\ . b
(dr) (dr)-*_(dr)c+ (dr); (68°)
Rozndsobice na pravé strané.rovnice (¢) nabudeme pro Gplny
differencidlni pomér vektoru nonion (viz vz. (13%) a (13%)

dv av.’c . 0z . MWy .
= w1t g U+ 5k
'2&, . '()vy '()vy a
23+ S+ (69
0. a : a .
+ 5K+ K+ 5
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anebo kratéeji

av _du o .
dr ~ 2z’ 3y 9z

v, v, v,
oy —3—;, ey (69)
dz’ 3y 2z’

v podobném tvaru napiSeme také snadno sdruzenou hodnotu tohoto
Giplného differencidlnitho poméru. (Pokrat.)

Pozndmka ku sestrojovani racionalnich éar.
Dr. Ant. Pleskot, professor v Plzni.

BudiZ ddna raciondlni ¢dra n-tého stupné

Sz, y) =0, 0y

8 (n — 1) ndsobnym bodem o; kazdd. piimka ! bodem timto ve-
dena protne &dru tu jen v ddl$im jediném bodé a, jehoz od-
lehlost od bodu o budiz .

Oznaéime-li soufadnice bodu o, z,, 7, kosinusy smérné
primky 7 s osami X a ¥, « a 8, pak k urfeni vzddlenosti » mdme
rovnici:

0= f(xo+arryo+ﬂr)—f(xoy?/o)+r(f“+ f )

(e Bl - e Yo
+nl('()£ + i ),o vo

. Ponévadz bod x,, y, jest bodem (» — 1) ndsobnym, plati
podminky :

renW=(ak e+ Lo)=. . =(Le+LoJZ0

Y " Jeo, vo %9, ¥o
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