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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 raznobézniku opsaném kruznici.®)
Pojedndvd

Vavi¥. Jelinek,
prof. v Novém Mé&std u Vidnd.

Nisledujfcf tvahy budtez doplikem pojednani ,O licho-

béznfku opsaném kruZnici“, zapocatém na str. 132., roén. XXIIL
tohoto Easopisu.

Upozornivie na vztahy mezi stranami protilehlymi:
a-+b=c-+d,
a stranami protinajicimi se:
a—c=d—b, a—d=c¢-—0b,

pak na vztahy mezi thly e« -+ g 4 ¢ + 0 = 360° tedy:
1 1 1 . 1 .
5 (@ ) =180° — 5 (r + 0, 5 (e +7) = 180° — (3 +9),

pojedndme mnapted o vztazich mezi prfmkami a tdhly a pak
o ploSe tohoto Etytihelnfka.

Obr. 1.

A. I.'Z trojihelnfka AOD (obr. 1.) vychdzi:

*) Srovnej: Wilh. Binder, Zur Theorie des ebenen Tangentenvier-
eckes. Zeitschrift fir mathem. und naturw. Unterricht. XXIV.,, 1893.
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sin—- (& 4 9)
=r (coti+coté—):r——2———— ;
2 2 sin = sin—; ,
2772
tedy

. .0
) asm—g-sm?_rsm g (¢ +9) =rsin --~(ﬁ+7)

a podobné z druhych stfedovych trojuhelnikd :

bsmgsn g rsm—-([i«l—y)_r s1n——(oc+d),
wm%mmg ¢ﬂm§w+ﬁy_mm—@+w%

N I N §
dsm2sm2__rsm2(y+d)_rsm2(a+ﬂ).

Z rovnic téchto ndsledujf vztahy mezi protilehlymi stra-
nami a k nim ptilehlymi thly:

a sin - “ smi_bsm—ﬂ—ﬂ —7}—

2 2 2 2’

(2 « 8 3
¢ 8in — sin -+ = d sin - sin —

2 2 2 2’

pak vztahy mezi dvéma protinajicimi se stranami a tfemi k nim
ptilehlymi thly:

.0 .1 g
asm§sm§(a—|-ﬁ)__csm—g—sm——(a+d),
Lo y
asm2 (y+d)_ds1n—2—sm (a4 9),

3
b sin—;—sin§(a+ﬁ) =c sin%sin?(ﬁ + ),

b sm—ﬂ—sm——(y—}—d‘)_dsm g n%(ﬂ—l—y).

2

a) Jeito opsany riaznob8inik jest urCen Ctyfmi svymi
prvky a tfemi obvodovymi thly i &tvrty jest dén, uZijeme rovnic
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(2), (3) ku vypodftdvini stran tohoto Gtytihelnfka, zndme-li ¢
Jeho dhly a jednu stranw.

Soudinem rovnic (2) obdrzfme vztahy mezi protilehlymi
ubly a souéiny je svirajicich stran:

. o
ac sin? — = bd sin? £

2 2

“4) P B
ind — :

ad sin 5 = bc sin 5

Souéin pak dvou a dvou zrovnic (3) di vztah mezi souéiny
protilehlych stran a thly ptilehlymi k témto strandm:

©) ab sin? -——(a ~+ B) = ¢d sin® -—(a—}—d).—:cdsm?—(ﬁ-}—y),

ab sin? = 5 (y-{—d‘)—-cdsm —(ﬂ+y)_cds1n —(a + 9).

b) Rovnic (4) a (5) uZijeme, vypoiitdvajice whly rézno-
béznika, jehoZ jeden thel a t¥i strany zndme, jezto pak i étvrtou
stranu . mZeme povaZovati jakoZto zndmou. Je-li na p¥. ddn
thel «, obdrzfme z prvnf rovnice (4) thel y; oba tyto thly pak
dosadime do prvni z rovnic () a vypotitdme (3, neb do druhé
z rovnic (D) a najdeme d.

Tytéz rovnice slouzi také k FeSeni ¢tyfdhelnfka, jehoZ dva
protilehlé uhly (, y) a dvé strany jsou ddny.

. ¢) Le#i-li tyto dvé stramy (a, b) proti sobé, najdeme dle
rovnic (4) obé druhé strany takto:

Jeito d = a -+ b—¢, zni prvn{ z rovnice (4)

ac sin? — _b(a+b—c)s1n‘ 7,

z nfZ vychaz{ tfet{ strana

b(a—+b) sin’-g—

c= .
7
2

7 téze rovnice (4) nabudeme, dosadivie ¢ = a -+ b —d,
¢tvrtou stranu

Y .
asm‘—2~ -+ bsin?

4*
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a(a-+4b) sin”%i
d=

g 0 .22/_'
asin® 5 + b sin ]

d) Sviraji-li dané strany (a, d) néktery z obou nezndmiyjch
ki, dosadime zase do prvn{ z rovnice (4) poprvé ¢ —a + b — d,
podrubhé b =c¢ + d — a a obdrifme

a(a - dsin® o d (a— d)sin®2-
b= 2 c= 2 .
in? 2 ggin? & in? 7 gsin* &

d sin g —asin® 5 d sin g —asin’5

Jiny vztah mezi stranami a wGhly opsaného ¢&tyfdhelnika
vyjde z véty: ,Kterdkoli strana libovolného ctyirdhelnfka se
rovnd souttu z primeétd ostatnich stran na stranu prvnf.”

Je-li totiz v obr. 2. BM_| AD, CN | AD a BQ|| AD,
shleddme, 7e AD = MN + AM 4 ND, aneb, jezto thel

x=a' = 180° — (y +0),
(6) a=—">bcos(y +9)+ccose -+ dcosd.
Ve ¢tytdhelnfku opsaném jest viak také
a=—b+c td;

tedy .
—beos(y + 0)fccose f-dcosd =—b +c+d,

neb
b[1—cos(y 4 d)] =¢ (1 —cos &)+ d (1 — cosd)

a konetné
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., 1 \ . g O . g0
bsm‘—Q—(y—{—O):c51n”7+d51n“§.

Také z druhé rovnice (5) nabudeme
b sin® —(y +0) = —a— n’%(a-{—d‘)

a spojime-li obé tyto hodnoty rovnicf, obdrZime vztah mezi
ttemi stranami a dvéma udhly k jedné této strané ptilehlymi:

9 =cd siu’% (e + 0)

g & 2
(7 ac sin* -+ ad sin 5

a podobné

be sin?-£- ﬂ + bd sin® £~ 7/ = cd sin —(ﬁ+7’),
2 ﬁ

ac sin"’g -+ be sin

= ab sin® —2 (e - B),
ad sin"% -+ bd sin? ¥ — b sin? ;Q‘ (y 0.

Rovnic téchto uZijeme, FeSfce Ctyfdhelnfk opsany, jsou-li
 ddny dva sousedni uhly («, 0) a dvé strany.

e) Lezf-li tyto strany (c, d) proti sobé, obdrifme z prvnf
téchto rovnic

cd sin® é— (a +0)
b= ¥

¢ sin? o + dsin*?
a pak b = (¢ 4 d)—a.

f) Sviraji-li dané strany (a, ¢) jeden dany whel («), na-
jdeme zase z prvaf rovnic (7)

ac sin? %
d= —

.o 1 0
2 4 .
csm~ 9 (“+d‘)——asm“§

a Ctvrtou stranu z rovnice @ + 6 = ¢ 4.
V ptfpadech ¢), d), €) @ f) najdeme nezndmé thly dle
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rovnic (5), dosadivie do nich dané uhly a dané i vypoilitané
strany.

(Maji-li dané strany k danym thlim jiné polohy nez v pro-
jednanych ptipadech, rovnice (4) a (7) ptechdzeji v rovnice
drubého stupné a vzorce pro nezndmé strany jsou pak nepo-
" hodlné).

II. Vzorce k vypoclitavdni poloméru r» z jedné strany
a obou k nf pfilehlych @hld najdeme dle rovnic (1), na pi.:
d\

Lo
@ Sin - Sin —-
2 2

sin —;—(a —+9)
Jsou-li ddny dvé protilehlé strany (a, b) a thly (e, )

ptilehlé k jedné nezndmé strané (c), vyjadiime polomér # napied
touto nezndmou stranou dle tfet{ z rovnic (1),

®) r=

. . B
¢ sin - sin -
U T
sin—2—(a+ﬁ)

a dosadivie pak
ab sin® —é— (e p)

c=

in? & 4 bsin? P
asin® ~+ b sin 5
ze tfet! z rovnic (7), najdeme

. a . B
sin - sin -

9) r:absin%(a—{—ﬂ) - ik
asinag—{—b sin2-2——

Jak vypodlitati jest », jsou-li ddny dvé protilehlé strany
(a, b) a dva protilehlé thly («, y), ukazuje nfZe uvedeny
vzorec (20).

ITI. Znamend-li %, Ghlop¥i¢nu, leZfef proti dhlu e, a w,
tihlopfiénu proti dhlu B, platf pro kazdy &tyfihelnik



i)
u! = a® + ¢ — 2ac cos «,
wy = ¢4 b? — 2bc cos 3;
tedy souttem
u; +uy = a® -+ b* -+ 2¢— 2¢ (a cos &« 4 b cos f).
Jeito dle véty vyjddfené rovnici (6) jest
a cos & + b cos g = ¢+ d cos (¢« 4 9),
vychdzi, Ze :
u; +u; = a® 4%+ 2¢* — 2¢ [c 4 d cos (¢ + 0)];
tudiz \
u; ~u; = a*+-b* — 2cd cos (« + 0) = a® + b* = 2c¢d cos (8 ).
Ponévadz v opsaném Ctyfihelniku jest & —=c¢+4-d — q,
obdrzime postupné
w; +u; = a*+ (c+ d — a)® — 2¢d cos (« + 9),
=a?+ c*+ d*+ a* -+ 2cd — 2ac — 2ad
— 2¢d cos (e - 9),
= (a® — 2a¢ + ¢?) 4 (a*® — 2ad -+ d?
+ 2¢d [1 — cos (e - 0)],

amﬁ+ﬁ=m_w+@—w+@mwéw+®
= (6~} (a—d?) +dedsin* 3 (5 ).

Podobnym zpfisobem vyvineme z rovnic

u? = a® + ¢ — 2ac cos ¢,
u, = a’® 4 d*— 2ad cos 0

napted pro obecny Ctyfuhelntk:
u! - u; = ¢  d* — 2ab cos (y 4 0) =¢*-{-d* — 2ab cos (« + )
a pak pro &tyfihelnfk opsany:

(10) ﬁ+@:@—w+@—m+mmw%m+@

= (@— 0"+ (¢ — 0+ dabsin* = (p 4 9),
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Je-li opsany ¢tyFuhelnfk deltoidem, jest ¢ =d, b—=c¢,
a tedy
u? +ul = (e — c)® + 4ac sin? é (e + 0),
u! 4w, = (d — b)*+ 4bd sin”% (y +9).
V opsaném lichobéZniku o pldicich a||d jest
o4 f =y 0=180° pro tento tedy platf
u! 4 ul = (a—c)?+ b — c)?® -+ 4ad.

Déme-li zde (d — b) misto (a-—¢), obdrifime, zmocnfce
oba dvojcleny,

w! + u; = d? — 2bd + 2b* — 2b¢ + ¢* | 4ab,
u; +u; =c¢*+d? +2b(b—c—d) + 4abd;
a ponévadZ b — c—d = — a, setkdme se s rovnicf
u! + w; = c¢*+ d? 4 2ab,
~ kterou jsme jinym zpsobem vyvinuli na str. 182, roénfku 23.

B. Obecné zndmé vzorce pro plochu P étyfuhelnfka opsa-
ného kruZnici jsou

(11) P=r(a+ b) =r(¢c + d),
(12) P= (cot + oot £ 5 ot L 2 4+ cot - )
I. Rovnice tyto prizpisobfme rozliénym p¥fpadim takto:

7 rovnice (11) obdrzfme, nahradime-li v ni po kazdé jednu
stranu polomérem, idice se dle rovnic (1):

sin (8 +7) sin - (¢ - 9)
— ] P o
(13) P=ar + — 5 7 = br }r? e C
SIII——2—SII1 9 2 S 9
sm—~(y—|—d‘) (06 +8)
:cr+1 ——;——_-_d——_dr—{_r a——B—"’
sin < sin —- sin — sin

2792 2702
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nebo zaménime-li dle téchZe rovnic v (1) polomér stranami:

sin = sin sin £ sin ©
2 2 2 2
sin-(@+9)  sing (B+9)
sin % sin g sin % sin g
= c(c+d)————_d(c+d)hlh.. :
(a+ﬂ) sing(y-{—o)
aneb dosadfme-li hodnotu pro » z rovnice (9):
. a . fB
sin 'Q— sin—

(15) P = ab(a +b) sin - (a+ﬂ>

7
a sin? = —}— b sin?— ﬁ

¢ili podobné

.y .0

SIDE‘SID?
P_—_ab(a—{-b)s1n——(y+d) ) - )
aSln-+bSI 27
2

in = sin —

S5 St

— cd(c + d) sin L i« 4+ 9) - ———2— ,

2 . g O ., 0
¢sin ?—f-dsm 5
1 sin%sin—;i
=cd(c+ d) Sin'2*(ﬂ+7) 3 .
csin“?—}-dsinh’?'—

Pro logarithmické vyéfslen{ vzorce (12) secteme Ctyiclen
cotangent takto :

cot £} —|-— cot = b + cot & + cot -
Sin—(a—l—ﬂ) SinT(7+3)

. 2 ! + 2
sin — sin B sin 2~ sin 9

2 2 2 2



Lo .p
sin —- sin B ~+ sin ¥ sin -
. | 2 2 2 2
=sin— (a4 f) .
2 e By
sin —- sin - sin 5-sin +-

272727 2
V soudtu

d\
= sm - sin & + sin 5- sul?

jest sin g = sin % (e + B +7y). Vyjadiime-li tedy tuto funkei

funkcemi jednotlivych dhlé, nabudeme

S_sm—sm——{—sm gsn—g—cos—g—
_-i-f_-w “in P sin? cos L
sin - sin 5 sin —2——}—c0s 5 Sl 5 sin 5- co0s 5
& oos B oginr ? ‘
+cos2cos2sm R

a seCteme-li zde napfed jen prvnf a tietf ¢len, kladouce pti

tom 1—s1n”g—cos”g,najdeme
= B oo ? B ogin? cos -
S = sin o 5 sin 5 €08 -]—smgcos ) sin g 085
& inBon 2 , B
—l-—cos 5 Sin 2~sm?cos—2—+cos 5 €08 o-sin® 5,
pak
— sin % cos 2 (sin 2 cos 2. Bn?
S —sin 2 €08 5 (sm cos +cos 0] sin 2)
“ gin ¥ (sin £ cos 2 B _?_)
+cos 5 Sin 5 (sm 5 C08 5 -+ cos g sing
a konecné

S——sm—(a—{—y)sm 5 (ﬂ—}-y)_sm 5 (a+y)s1n (x4 9).

Jest tedy
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ot - cot B4 cot L+ cot O
cot2+cot2+cot2+cot2

_m%%w+¢nm%w+wnm%4m+m
- @ B 7 oo O

sin — sin — sin % sin —
2 2 2 2

a dle rovnice v (12)

sin-;— (¢ B) sin—;— (e 4 p) sin —%— (e 0)

(16) P=q*

e By O
Sin 2 Sin 2 Sin 9 Sin 9

II. " Soutet ploch obou trojihelnikd, ve které tento Cty¥-
tihelnik rozdélen jest hlopticnou w,, lze vyjadiiti:

v

1 o
2_-

P = - (ac sin & + bd sin y) = ac sin )

* in-2
5 c08 4 ~ bd sin g cos

Jeito pak z rovnice (4) vychdzi, Ze

ac sin? %
bd —_— _7}_ 9
.
sin 5
jest
L g O Y
sin? —- cos %
P—=uac sinicosi—}—-—z————i
2 2 Ly
sin =
2
sin — o o
= ac—— (sin 5 €08 % 4 cos -2»sin %)
sSin ‘2—
a
1 sin 0l
(17 P:acsin—2—(a+y) )
‘ sin -Z;

&

nebo podobné



in 2
P:bdsin—l—(lx-{-y)sm 2
2 .o«

Sln'—2—

TimZ zpisobem obdrifme z

P— % (be sin B - ad sin 9)

vzorce pro plochu

1 sin % ) sin%
P::bcsin-—2—(ﬂ 6)-();:adsin§—(ﬂ+d)——3—.
Sin —2— Sin-2—

Souéin prvnich dvou nebo poslednich dvou rovnic v (17) d4
(18) P = Yabed . sin % (@),
a jestli tento Ctyidhelnik zdroven jiné kruZnici vepsén
P = Vabcd.
Najdeme-li z prvnf rovnic (4) strany
b(a --b) sin*-2- e(c + d) sin? =
c= 2 b= 2
. g @ a2 ¥ ’ i & s2 ¥
a sin 2+bsm 5 ¢ sin 2—{~dsm )

a dosadime-li prvn{ hodnotu do prvntho ze vzorcd (17), druhou
do druhého vzorce, najdeme

1 sin % sin —g—
(19) P = ab(a -} b)sin 5 (e + )

inz % in? 2
asin’ 5 —+ b sin 5

Loy
1 sin -2- sin '§'
= ¢d(c + d) sin - (« 4 p) .
2 csin®— + dsin?-Z
2 2
Kdybychom pro zménu obou poslednich vzorcl (17) po-
dobné uzili druhé z rovnic (4), nasli bychom
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B .9
sm2sm2

., 0 . . B
2 2
a sin’5- + b sin >
w b n
sin - sin 5

= ¢d(c + d) sin—%({)‘—}—d‘) ﬂ2 5
csin’—2——}—dsin“—2—

P = ab(a +B) sin o (8 +9)

Srovndnim téchto vyrazl pro plochu se vzorci (11) vyjde

vzorec
' sin —g— sin —’2’—
(20) r = ab sin = (a +9) p
asm’ -+ b sin? g

atd.
Vyjadifme-li ddle dle prvn{ z rovmnic (4) stranu c stranami

« a d, neb stranu d stranami b a ¢, a dosadime-li nabyté
hodnoty do prvnfch dvou z rovnic (17), shleddme, Ze

sin-% sin—;L
21) P =ad(a— d)sin (a + ) 7 p
2 N Nl
d sin ) — @ 8in 5

1 sin %- sin%
=bc(c—b)sin> (e +y)
2 e g @
b sin 5 —- ¢ sin 5

Podobnym zplsobem obdrifme z druhé rovnic (4) a z obou
poslednich vzorct (17):

. B .0
SIH?SIHE‘
P*ac(a—c)sm (B+9) 3

9B a0
¢ sin 5 asin 5

' 1 sin-g—sing

= bd(b — d) sin 5 B +9) 3 .

dsin? — — bsm’/

2 2
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Kdybychom dle rovnic (3) vyjddtili v kazdé z rovnic (17)
jednu stranu stranou druhou, obdrzeli bychom tyto vzorce pro
plochu:

3

.o d
sm~2-s 5 s1n—(a+ﬂ)

’ 1
(22) P=a? 3 " n§(a+y)
sm—2— sin 5 sin ——-(a -+ 9)
sin g sm-(y-{-d)
=0 a . d\ . sin?(aﬁ—y),
Sin - SIN - Sin —2-- B+
sing—sin g s1n—(a—|—d) 1
=c? y 3 n 5 (e+79)
sin 9 sin 5 sin - 2 (a+ﬂ)
sm%sm-g—sm 2 B+ 1
=d? — sin — (oz + ).

« . B
sin 9 sm§s1n 2 (y +9)

Vzorec pro plochu c¢tytihelnika, daného polomérem ve-
psané kruznice a obvodovymi uhly, ktery jsme jiz v (16) pffmo
stanovili, vyvineme kritce bud z rovnice (17) nebo ze které-
koli rovnice (22), zaménime-li v nf dle rovnic (1) strany polo-
mérem.

Touto zdménou piejde na pf. prvni z rovnic (22) ve tvar

sin? —;— (e 4+ 9)

P=rf—
sinﬁisin’—a—
2 2
sin % sin 3 g (a )
2 2
: ﬂ ; 7" sm——(a—{-y),
Sin 5 8In 5 Sin (a—[—d)

¢ili



63

sin - (- B) sin - (4 7) sin - (e - 0)

—_— a2 .
r= sin ad in B in 2~ sin J .
g St g S5 Sl

III. Srovnejme jesté tuto plochu P s plochou p &tytihel-
nika do téZe kruZnice vepsaného, jehoZ strany spojuji body,
v nichZ strany opsaného se dotykaji kruznice.

Znamenaji-li ', @', ', 0’ stfedové ihly &tytdhelnika ve-
psaného EFGH (obr. 3.), leZfcf proti jeho strandm a proti stej-
nojmennym obvodovym dhlim &, B, p, 0 étyfihelnfka opsaného,
najdeme postupné

p= %2 (sin &’ + sin f* 4 sin ’ -+ sin d”)
= g [sin & +sin #" + sinp’ —sin (¢ 4 " + 3)]
= 7 [sin 5 (& ) 0055 (¢ —B) —cos 3 (& + B +27)
. sin —%— (@ + 4]
=r? gin —;— (o 4 B) [cos —;— (e — ') — cos —;— (48421

2
— 9 sin L (@ + B) sin + @+ 7) sin (¢ + ).
- 7 @+ 2 2

= 2r?sin -%— (e 4 ) sin L (@ + ') sin -%— @ +7)

PonévadZ pak



1 1
5 (@ + ) =180°— 5 («+B), a t. d,
jest
S| 1 1
p=2r smg(a—}—ﬂ) sin —2—(a -+ 9) sin ?(a%—d\)
a se zietelem k rovnici (16)

_ e .y .0
(23) p» = 2P sin g Sin -8in -5 sin -

0 nékterych vzorcich goniometrickych.
Napsal
Dr. Antonin Pleskot,

s. professor v Praze.

Mnohé tlohy, zejmena geometrické, mohou rliznymi spi-
soby byti feSeny. Jest-li Ze ulohy takové pFipousti feSeni jedno-
znané, pak ovSem vysledky, jichz se dodélame, musf byti iden-
tické. V tom spoéivd pak dilezity spiisob, jakym mozZno zjednati
si mnozstvi vztahl identickych.

V nésledujicim chceme ukézati, jak mozno vyvinouti riz-
nym feSenfm trojihelnfkd nékteré vztahy goniometrické tykajici
se 1hld, jichz soudet rovnd se 180°

Vztahy ty lze snadno nalézti ze zndmé tlohy jak YeSiti
trojihelnik, dény-li jsou jeho thly a polomér kruZnice opsané
aneb vepsané.

Oznaéme vrcholy trojihelnika pfsmenami A, B, C; strany
necht jsou a, b, ¢, thly e, 8, p, polomér kruZnice opsané R,
vepsané r, obvod s a plocha p.

I. Stanovme plochu p, je-li dino R, e, f, ».

Plochu trojihelnfka milZeme stanoviti dvojim spiisobem;
bud dle relace

__absiny

aneb tak, Zze ji vyjadtfme jakozto soucet t¥{ trojihelniké rovno-,
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