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základními obyčejně slují; neb užíváním jeho přicházíme k dů­
ležitým výsledkům i v theorii i v praksi. 

Jak dříve bylo již ukázáno, odvozeny při zvláštních pří­
padech vzorce (3) a (5) a stejným postupem jest možná vyvésti 
i vzorec všeobecný, jejž symbolicky vyjadřujeme rovninou 

jf = A"-1, 
značí-li z/' determinant přidružený a A determinant původní 
stupně w-tého. 

Co do stránky praktické možná vzorce transformačního 
prospěšně užiti k vyčíslení hodnoty determinantu, zejména je-li 
stupně vyššího. Již při determinantu stupně pátého jeví se tato 
výhodnost jeho; neb obyčejným rozkladem v součet součinů, 
kdež první činitel jest determinantem stupně druhého, druhý 
pak stupně třetího, obdrželi bychom deset determinantů druhého 
a taktéž deset determinantů třetího stupně, kdežto užitím vzorce 
(4) jen jeden determinant stupně druhého a devět determinantů 
stupně třetího třeba vyčísliti. Při determinantu stupně šestého 
vyžaduje se podle téhož vzorce (4) jen šestnácte determinantů 
stupně třetího, kdežto obyčejný vzorec rozkladný jich před­
pokládá čtyřicet*) 

Poznámka k číslům Bernoulliho. 
Podal 

V. Jung v Pardubicích. 

1. Při rozvinování nižších funkcí transcendentních tgx a 
cotx v nekonečné řady dle stoupajících mocností oblouku x 
přicházíme na tak zvaná čísla Bernoulliho,*) jež podléhají za­
jímavým rovnicím rekurrentním. 

Ze známých vzorců: 

Sm a ; = a ; ( l - ^ ) ( l - ^ ) ( l - 3 ^ ) . . . . - M m / . . . ( l ) 

*) Toto odvození vzorce (7) uveřejnil jsem poprvé v „Sitzungsber. 
d. kon. b. Ges. d. Wiss." 28. Nov. 1879. 

*) Viz „Herr": Hóhere Mathematik. II. Band. pag. 168-170. (1864) 
aneb „Schlómilch": Handbuch der hoheren Analysis. pag. 211. (1862). 
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4#2 л rл 4x 
cosx: 

plyne logarithmovánřm a nápotomnou derivací podlé oblouku 
1 2x o™ 

a?:cOto__ *x 

* o-so- 0 - Ä ) ^ -
• ( 3 ) 

0—sí--)3'*' '" 
23æ 2 3 # 

, ( 4 ) 

4 

Podlé vzorců: 
1 = _J_ , _^!_ , *- , 

fl - ^ ) r2 tt2 ^^ 2 ~ r ^^+7šr^ + --
V r 2 j r*J 

_ ! — 1 , g2-*2 . 2 4^ 4 , 
(l 22x*)r*7t* *"*** ^'r*n* + 'PlF+-'-
V. ?-2 3r2 j 

možno (3) a (4) takto napsati: 
1 2a r 1 . i i i >_ 

cote = _ I T T + ^ 4 - — 4 ~ - — 4 - I 
x j r 2 Vl 2 T 2* ' 3 2 ' 42 ' " V 

— ^ 4 - J L _ L 2 i * . ^ 
t4 l i * T- 24 "T 3T+44- + ...J 

2ж* 
sт 

2æ 
я» \V^26 +"F+4 т + -,-J 

2 3 # /" 1 1 1 1 

*и=-_?-lTr + ғ- + г̂ + ^ + ...) 
J . Ü І Ľ f 1 4- ^ -4_ ^ _ A , ì 

+ -§__(__. _L 4. * 4. X _J_ ì + *• ll« +36 + 5 f+т^ + ---J 
+ •••••. V . . . 

(б) 

(6) 
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Uvážíme-li však, že 
I 4 Í 4 I 4 _ 2 2 n - l / l i l ^ 
p n ~ £}2n I f,2n \ ' ' ' 2 2 n V l'2n ' 2 2 n 3 2 n ' ' ' • ' 

možno psáti (6) formou: 
. _ (22—1) 2 - r l _ l _ l _ l _ ^ 
tgx~ _-" l i 2 +'2*2Í_"35Í" 4-" + -"J 

( 8 M ) 2 , r l 1 1 1 x 
"i" jr4 V l < T 2 4 T 3 , T 4 4 r ' " ' (7) 

+ _______.,fi- + _L + i. + i_+' ) 
^ JÍ6 V l 6 ^ 26 ^ 36 ^ 4 6 ^ " ' 

+ 
Položíme-li v (5) a (7) obecně 
2 f 1 , 1 , 1 , . . .\_ 22n 

-^sr- \rw~ i- -__- -r —s- -1- • • -tnm/J - ^JT^ 2 "- 1 

. . 1 . 1 , 1 , • • , 2 2 n - 1 ? t 2 n _ 

t- J.-T_-- + ^ _ - + - 3 i^ + .--^^/ = -^yr i?2''-1' 
obdržíme 

1 22 24 26 

C 0 t e - l ^ " " 2 4 5 i a ' " ~ " _ I ^ a ? 3 - -6!B^5--. («) 
pro se 

í > - « 
\ < + яr 

pro 03 j 

ty* = | | (2--1) J5. „ + | | ( 2 4 - l ) fř3 „» + . . . (9) 

"2" 
l< + ___ ' 

2 
Čísla JBJ, J53, _35, _37í . . . _S2n-i, . . . jsou čísly konečnými 

a určitými, jelikož obecně řada ------ -f — - - + — — -f . . . 

konverguje,*) a nazývají se čísly Bernoulli-ho. 
Patrno, že 

____r.___»-.__:_-* 2 cos x r r • 
a? to jest 

f -. ar2 , se4 A I' „ 2 . ÍC 4 *T 2 2 „ ->_ 

( 1 " 2 T + 4 T - - - - ) = = ( 1 - ^ T + 5 ! - - - - X 1 - 2 T 5 ^ - ) 
*) Viz Studnička „Algebraické tvarosloví" pag. 116. 
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z čehož porovnáním vyplývá: 

22
 B 1 , 1 _ n 

2 T S 1 - 2 T + 3 T - O 

_ - R _ _ . 2 * R _ 1 - i - - O 
41 3 " 31-21 1 _ h 4 f 5! 

6! 5 3! TT , _ t " 5! 2! l 6 1 ^ 7 ! 

9 2 n 1 02n—2 1 02n—4 

.tf2я_l — — ^ - ~ ~ ^ 7 J*2n-3 •+" 7-7 7K-—7 Ï ^zn-
(2n)! 2"_1 3! (2n—2)1 ' ft! (2»-4) 1 

"+1 1 22 M+1 1 M+1 1 
• • + W (2Í_2)7 27 ^ ~" ^ "2ň" "^ ( ~ 1 ' ) (2ň+l)T : :0 

2. Chci nyní ukázati na jistá čísla Ox, ř?3, C5, . . O2M_i . . 
jež souvisí _ čísly Bernoulli-ho (jsouť jich určitými násobky) 
a vyhovují taktéž rovnicím rekurrentním rázu však mnohem 
pravidelnějšího a pro pamět výhodnějšího než zmíněná čísla 
•**!? # $ ? Bf>* • • • ^ 2 n - l , • - • 

Položíme-li totiž v (5) a (7) 

2 (22w - 1) f 1 , 1 , 1 , ^ _ 22w 

r l _ , J L . i . l - 22n r 
-,2n l pr. T 22» I 3?n T" • • • • J — ^ W ) 1 °2w~1 

. A . J _ J L _ L JL _r — 2**~x%2n r 
*" i' J2n I 22n ~T g2n l • • • — ffin 1 ) 2 ? ? ! 2n"~"1 

pak bude 

tgx~^Clx+^x*+^-Clx>+... (8)' 

pro x { l 
< + 2 

a c o í „ = ±__^_ C l „_^ T ! c 3 a ; 3_^l_o 5 ^ 
-.•(9) ' 

pГO £C 
í > — « 
\< + n 
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Z (8)' p l y n e : 
/ 2 2 2 4 2 H "\ 

sin x=cos x \ — C_ ír + --y C3 ^
3 + -ěT Q * 5 + • • •) 

to jest 
i í. a?3 se5 av v̂ /" x 2 , a?4 cc6 . ^ 
vTi~iír+"5T~Tr+ ,-)- l1-2T+4T_¥r+--)x 

Í O_ ť>4 96 -\ 

-|rci_ + 4 r(. f l !-4-- |T-B s «-• + ...) 
Následkem identity obou stran obdržíme: 

J___2_r _ __ 
O! 2 ! 1 — " l ! 
_______ _, _ _ _ _ _ j _ _ _ r _ __ 
2! 2! l O! 4! 3 - _ 3 ! 

T í T T * — "21 T T 3 "• ol 6 T 5 ~~ 5! 
1 " ri 1 "-< ^ v i 1 " * ^ y _ _ _•*_ /nr _^ 

Tjl "2T " l 4! 4! 3 "^ "21 6T S O! 8! '' ~ ~7 1 

_____ __" r 1 2 r , ___• r 

"Í2T0T 2!" ' (2»-T>)T 4! "3i~"(2re—4)! 6! 5 

_ _ _ _ _ _ _ 2 _ _ r , , m „ 1 22"+2
 r 1___ 

(2n—6)! 8! 7 + ' ' ' +( j O! (2«+2)! 2 n + 1"~ (2n+l) \ 
Tofi velmi souměrné formule. 
Dále patrno, že (_„_i _= (22n — I) -_?_»_.. 
Čísla c jsou určitá a konečná, jelikož obecně řada 

_L . Ji _L i _. _L 1 
_2n I 2 2 , i ' 3 2 n ' 4 2 n I ' ' ' • 

konverguje, pro 2n> 1. 
Každý si snadno sestaví následující dosti důležité vzorce: 

r co ^ 1 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ T ? ______ 2 2 " - 1 s r 2 n 

^ "&*• - (2n)l ^ 2 n - x ^ ~ ( 2 ^ ) ! (22»-l) 2 n" x 

(10)' 
CO j[ ^;2n ^ n 

___ (2&)2n ~ 2 . (2«) ! B2n-X = YW-WM^ C'2B"1 

co _ _ ( 2 _ _ i ) _2« _ _ „^- n 

1-5 (2fc-l) 2 n "~ 2.(2»)l Z , a- 1 _T7(2_T1 C2n~1 

3. Dodatek. 

Ze vzorců (3) a (4) plyne pro x — -^-. 
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i—L__T - + _JL_ + - + _ _ _ + ) 
si 5tV- 4 4 —1 ^ 82—1 ^ I 2 2 — 1 M 6 2 — 1 i "•') 
i _ Aí___ _i_ _ I • - i - i 1 
1 — .rV22—l^G2— l"1^ 102—1 ^ 142— i " r - - v 

t. j . 
« _ i r l . l _ j L - 4 _ _ _ u ^ n n 
8 ~ " 2 . V. 3 . 5 "^ 7.9 "*" 11.13 "^ 13.15 ~T"' V' U j 

-__-__A-J I-— I- — -f—- 1- ) (12) 
8 V 1.3 ^ 5 .7 ^ 9 . 1 1 ^ 1 3 . 1 5 r---^ ^ 

Tyto řady konvergují, jak se snadno na základě Raabeho 
nebo Gaussova kriteria*) přesvědčíme, a to z počátku dosti rychle, 
v pozdějších však členech pranepatrně; za tou příčinou nelze 
jich užiti ku praktickému vypočtení čísla Ludolfského.**) 

Jsou tedy pouze theoreticky zajímavý, jako na př. vzorec 
7t 

Walisflv pro ----, jsouce s ním, co se týká odvození, poněkud 

spříbuzněny. 
Poněvadž možno čísla -B, jakož i C pomocí stávajících 

rekurrentních formulí vyčísliti, jest nám tím podána příležitost 
pomocí formulí (10) vyjádřiti sudé mocnosti Ludolfského čísla 
pomocí nekonečných řad. 

Tak ku př., jelikož Bx~—, CL = -r>-, plyne z (10) pro 
n=l 

<*> 1 -T2 

2?" *=-
0 0 

fc2 — 6 ' 

S
x (2fc)2~ 24' 

oo 1 
SЛ2k— iy fczzi^ 

Známost těchto vzorců bývá mnohdy prospěšná, na př. 
při integrování omezeném,***) jakož i v algebraické analysi. 

*) ibid. pag. 122. 
**) Ze vzorců (11) a (12) plyne spojením co vedlejší výsledek, že řada 

í¥ + ^ + .5:7" + 7:9" + ••• k o n y e r g u J e > m a J í c z a s o u č e t - j f . i b i d ' Pa^« 93* 
***) Viz: Dr. „Studničky" Základové vyšší mathematiky II . díl p . 115. 
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