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Zum Interpolationsprobleme im Einheitskreise 
regulärer Funktionen1). 

Ernst Lammel, Prag. 

(Eingegangen am 29. September 1936.) 

An abzählbar unendlich vielen z-Stellen aus dem Innern des 
Einheitskreises | z | < 1, welche auf dessen Peripherie keinen 
Häufungspunkt besitzen sollen, denken wir uns Z-Werte in ein­
deutiger Weise vorgeschrieben. Wir fragen nach den notwendigen 
und zugleich hinreichenden Bedingungen, unter welchen es eine 
für | z | < 1 reguläre Funktion f(z) gibt, welche an den z-Stellen 
die vorgegebenen Z-Werte annimmt. Da die z-Stellen aus | z | < 1 
mindestens einen Häufungspunkt in | z | <L 1 besitzen müssen 
und dieser nach Vorraussetzung nicht auf | z | = 1 liegen kann, 
so existiert höchstens eine Funktion /(z), die die verlangten Eigen­
schaften besitzt. 

Die eben formulierte Interpolationsaufgabe wurde unter 
allgemeineren Voraussetzungen bereits gelöst,2) doch scheinen 
die folgenden Ausführungen wegen der verwendeten Hilfsmittel 
bemerkenswert zu sein. 

Wir beweisen die folgenden Sätze: Hat die Folge {z,}, 
(v = 1, 2, . . .) aus | z | < 1 keinen Häufungspunkt auf | z | -= 1, 
so läßt sich jede für | z | < 1 reguläre Funktion f(z) in eine Reihe 
von der Form 

^.+2 1 ^n i iz^ (D 
# 4 = 1 | » = 1 

x) Diese Arbeit ist ein textlich neu gefasster Teil meiner im Früh­
jahr 1933 an der Deutschen Universität in Prag eingereichten und appro­
bierten Dissertation. 

2) Wegen der hieher gehörigen Arbeiten von S. Takenaka, F. Malm-
quist und J. L. Walsh verweisen wir auf das Buch von J. L. Walsh, Inter­
polation and approximation by rational functions in the complex domain 
(American Mathematical Society Colloquium Publications, volume XX) 
New-York City 1935. 
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entwickeln. Für die Koeffizienten A^ (/n = 0, 1, 2? . . .) gilt dann 
ß 

(2) lim p P I <. 1. 
/i—>oo 

Umgekehrt: Hat die Folge {z„}, (v = 1. 2, . . .) aus | z \ < 1 
keinen Häufungspunkt auf | z \ = 1, so konvergiert die Reihe (1) 
dann und nur dann für alle z aus \ z \ < 1, wenn (2) erfüllt ist. 
Die Konvergenz ist dann in jedem Kreise | z \ <̂  r < 1 gleichmäßig. 
Die Reihensumme stellt also eine für | z \ < 1 analytische Funk­
tion dar. 

In diesen beiden Sätzen ist ein notwendiges und zugleich 
hinreichendes Kriterium dafür enthalten, daß es eine für | z | < 1 
reguläre Funktion gibt, welche an den Stellen z„ aus \z\ < 1, 
die keinen Häufungspunkt auf | z | = 1 besitzen, die Werte Zv 
annimmt. 

Zur Benützung gerade der Reihen (1) wurde ich durch das 
Bestreben geführt, ein kreisgeometrisches Analogon zur Newton-
schen Interpolationsformel zu finden. 

§ 1. Re ihensä tze . 

Wir beweisen den folgenden S a t z 1. Ist 

| Zv | < d; v = 1, 2, 3, . . ., (3) 

so konvergiert eine Reihe von der Form (1) dann und nur dann 
für alle z aus \z\ < 1, wenn (2) erfüllt ist. 

Da für | z | < 1 

z — z, 
1 •ZvZ 

< z\ + \zv < 
\z\+d 

= 1 + | *r I I « I 1 + €ř | 2 | 
< 1 

ist, se erhalten wir für das (n + l)-te Glied der Reihe die Ab­
schätzung 

, I " z-z, I / \z\+d \» 
\AnJJil-z^\<]Anl\l+d\z\) ( 4 ) 

und es ist also 
n 

Иml/kп-^ 
П->oo |Г * в ^ 1 

z — zџ 

•Z^Z 

< *\+d "«--
1 + d\ z | 

Иm У \ЛЛ |. 

Die Bedingung (2) ist mithin hinreichend dafür, daß die 
Reihe (1) für alle z aus | z | < 1 konvergiert. 

Wir zeigen nun, daß (2) auch notwendig ist. 
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Da die Reihe (1) für alle z aus | z \ < 1 konvergieren soll, 
so muß für einen festen Wert z' aus | z \ < 1 

n z' — z9 

zvz 
J"D.г-i 

•=1 

< 1 (5) 

sein, sobald n^>_N. 
Ist z'. so gelegen, daß d < | z' | < 1, so wird 

1 — г«z' = 1 — I z. I I z' 1 — t ł | 2 ' | 
und deshalb folgt aus (5) 

» l—d\z'\ 
lim |/ | J n | = , 2 M _ d • 
n—>oo I * I w 

und da wir | z' | < 1 beliebig nahe an Eins wählen können, so 
erhalten wir schließlich 

^V\ÄT\'£i, 
n—>ao 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Ist die Reihe (1) für alle z aus | z \ < 1 konvergent, so müssen 

nach Satz 1 die Koeffizienten Aß (fi = 0, 1, . . .) der Bedingung (2) 
genügen und wenn dies der Fall ist, so folgt aus (4), daß die 
Reihe (1) sogar für | z \ _^ r < 1 gleichmäßig konvergiert. Wir 
erhalten so den Satz 2. Ist \ zv \ < d; v = 1, 2, . . . und ist die 
Reihe (1) im ganzen Innern des Einheitskreises \ z \ < 1 konvergent, 
so konvergiert sie gleichmäßig für \ z \ <̂  r < 1 und stellt daher 
eine in \ z \ < 1 reguläre Funktion dar. 

§ 2. E n t w i c k l u n g s s a t z . 
Wir stellen uns nun die Frage, ob sich jede im Einheitskreise 

reguläre Funktion f(z) in eine Reihe von der Form (1) entwickeln 
läßt, wobei die Folge {z,}, (v = 1, 2, . . .) der Bedingung (3) ge­
nügen soll. 

Läßt sich f(z) .in eine Reihe (1) entwickeln, so konvergiert 
diesa Reihe nach Satz 2 gleichmäßig für | z \ _^ r < 1 und man 
kann daher f(z) in der Form 

* + l V. «_ 

(6) 
V = l ^ l»-=l 

Л Џ y y 71-"1-1 л- л» 

/(-> = л + 2 A» П т=Æ + /n+1 (2) П т 2^г 

schreiben, worin fn+i(z) eine für | z \ < 1 reguläre Funktion 
bedeutet. 

Um An (n I> 2) zu berechnen, dividieren wir (6) durch 
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(z —zw)(z —z n + _) "IL1 z — z9
 3) 

1 — ZnZn + 1 i j j 1—ZvZ 

und integrieren längs | z | = rw (0 < rw < 1 und | zv | < rw; v = 
= 1, 2, . . ., w -f 1). Wir erhalten so 

_ i —zwzw+i r /_) 

"- *- J (.-*)..- •» —• m 
»«. « 

г "«»П.-f=_ ZyZ 

Um _40 bzw. _4_ zu berechnen, dividieren wir (6) durch z — z_ 
(z —— ẑ  ̂  l'z —— z \ 

bzw. - __ — und integrieren längs | z | = r0 (0 < r0 < 1 
i — zxz2 

und | z_ | < r0) bzw. | z | = r_ (0 < r_ < 1 und \ zv \ < r_; r = 1, 2). 
Wir erhalten so 

/(*) [°~^~f •dz 
z — z_ 

_ l « l - ' . (8) 

bzw.^ - =
1 ~ 2 - ^ r f& dz. 

1 2^i J (z — z_) (z — z2) 
l i l - r . 

Da | z„ | < d < 1; r — 1, 2, . . . ist, so können wir für alle n 
rn = R (d < R < l) setzen. Aus (7) folgt dann 

\ A , < _ _ _ _ _ _ _ _ 
1 " ' « - 1 p _ _ ' <--*n-i_-_-

* = 1 
wobei M(R) = Max | /(z) | bedeutet. 

Mithin ist 

Umý|A,|__i= i?„ 
i i — „ 

und da wir B < 1 beliebig nahe an Eins wählen können, ist 
П 

lim |/| _ln | ^ 1. 
П—•» 

Nach dem Satz 2 stellt also die Reihe (1), in der die Kpeffi-
zienten Ap (ji = 0, 1, 2, . . .) durch (7) und (8) gegeben sind, eine 
für | z | < 1 reguläre Funktion dar. Daß diese Funktion mit /(z) 

8) Die naheliegende Division durch 
*+l z — zv 

ü --v 
ist unzweckmäßig. 
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identisch ist, folgt einfach daraus, daß f(z) und die durch die Reihe 
dargestellte Funktion an den Stellen zv in den Funktionswerten 
übereinstimmen und die z-Stellen mindestens einen Häufungs­
punkt in | z | < 1 besitzen. 

Wir erhalten somit den folgenden Entwicklungssatz: Hat die 
Folge {zv}, (v = 1, 2, . . .) aus | z | < 1 keinen Häufungspunkt auf 
\z\ = 1, so läßt sich jede für | z | < 1 reguläre Funktion in eine 
Beihe von der Form (1) entwickeln. 

Für die Koeffizienten gelten die Integraldarstellungen (7) und 
t* 

(8) und es ist lim]/| Ap\ <Ll. 

§3. Das In t e rpo la t ionsp rob lem. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fall, 
daß die z-Stellen aus | z | < 1 voneinander verschieden sind. 

Wir denken uns die abzählbar unendlich vielen z-Stellen aus 
| z | < 1, an denen die Z-Werte vorgeschrieben sind, in eine 
Folge {zv}, (v = 1, 2, . . .) angeordnet. 

Die Koeffizienten A^ (fx = 0, 1, 2 . . .) einer Reihe (1) werden 
dadurch eindeutig bestimmt, daß man an der Stelle zv den Wert Zv 
vorschreibt. Die Ausdrücke, welche man auf diese Weise für die 
Afi (f* = 0, 1, 2, . . .) erhält, wollen wir als kreisgeometrisch ver­
allgemeinerte Steigungen bezeichnen. 

Aus § 1 folgt, daß es dann eine für | z \ < 1 reguläre Funktion 
f(z) gibt, welche für zv den Wert Zv annimmt, wenn die kreis­
geometrisch verallgemeinerten Steigungen A^ (/x = 0, 1, . . .) der 
Bedingung (2) genügen. 

Die Notwendigkeit der Bedingung (2) ergibt sich aus dem 
Entwicklungssatz. 

Wir erhalten so das folgende Resultat: Haben die abzählbar 
unendlichvielen z-Stellen aus | z | < 1 keinen Häufungspunkt auf 
| z | = 1 und ist {zP}, (v = 1, 2, . . .) eine beliebige Anordnung der­
selben in eine Folge, so gibt es dann und nur dann eine für \ z \ < 1 
reguläre Funktion f(z), für welche f(zv) = Zv ist, wenn die zugehörigen 
Steigungen der Bedingung (2) genügen. 

Herrn Professor K. Löwner, Prag, danke ich für die weit­
gehende Unterstützung, welche er mir bei dieser Arbeit ange-
deihen ließ. 

Prag, im September 1936. 
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K interpolačnímu problému funkcí regulárních v jednotkové 
kružnici. 

(Obsah p ř e d e š l é h o článku.) 

Budiž z1, z2, . . . spočetná množina komplexních čísel, | zv \ < 
< eř < 1. Věta A. Rada (1) konverguje tehdy a jen tehdy pro 
všechna | z | < 1, platí-li (2); konvergence je pak stejnoměrná 
v každém kruhu | z | <£ r < 1. Věta B. Každou funkci f(z), 
regulární pro | z \ < 1, lze rozvinouti pro | z \ < 1 v řadu (1), 
při čemž platí (2) a (7), (8). Věta C. Buďtež Zx, Z2, . . . libo-
volná čísla; položíme li výraz (1) pro z = zv roven číslu Zv, dají 
se čísla Au vypočísti. Platí pak: tehdy a jen tehdy existuje 
funkce f(z), regulární pro | z \ < 1 a taková, že f(zv) = Zv, 
platí-li (2). 
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