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Odvození některých vzorců z počtu integrálního. 
Napsal 

M. Lerch, 
docent při české vysoké Škole technické v Praze. 

O integrálu 

Aaiq> g«-i fa 
( } _ / l—zei(P 

v němž a značí komplexní veličinu mající za reálnou část 
kladný pravý domek (a = a -|- i(l; O < ; a < ; 1), dokážeme, že 
nezávisí na reálné veličině qp, pokud tato se nachází uvnitř 
intervallu (O . . . 2JT). 

Pišme za příčinou snazšího přehledu 

gťwqp 2,a—l 

/<*.) = .£ = tí* z-* (___- !f!L-) , 
-V \ 1 — ze%V (1—ze'*)8 / 

a pokusme se odůvodniti, dle známého pravidla o differenco-
vání integrálů omezených, že výraz 

oo 

K = ff(9,z)dш 

rovná se derivaci -j-. 
atp 

Jelikož tu jednak meze integrační nejsou obě konečný, a 
jednak funkce f (<p,z) není vždy konečnou, vyžaduje přesnost, 

abychom tuto věc dokázali přímo. Vzorec j - = K bude správným, 

když dokážeme vzorec / K dtp = J, — J 0 , kde <p0, 9 i jsou 

zcela libovolné veličiny obsažené uvnitř mezery (O . . . 2sr), J0, 

Jx jim příslušné hodnoty integrálu J. Neboť ze vzorce posled

ního plyne naopak -~ = Kx. 
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kđe 

Za tím účelem pišme 

K = K(d,N) + D(í,N), 

K(*,N) = f/»(,-,-)&, 

8 

D (ď, N) = f / (9, z) efe + f / (9>, 2) * , 
O N 

a při tom ď, N značí dvě veličiny kladné, prvá malou, druhá 
velikou. Jelikož tu v oboru <p = (<p0 . . . . <px), z == (ď . . . . N) 
jsou funkce /, / ' stejnoměrně spojitý vůči oběma literám g>, z, 
máme skutečně 

J K(á,X)d<p=J [(f(<puz)-f(<pQ,z)\dz. 

O veličině D (ď, N) je pak patrno, že bude její absolutní 
hodnota menší než 

e~ ťV£* 

^ / [ r ě i + j i é j j . ] ^ -

+«-"/[A+^-í?]í"",<fc= 
kde a má význam patrný, a že tedy bude 

/ D (í, N) dy = ?« (Vl - <p0) e -/V, 
9>o 

kde <jp' jest obsaženo mezi qp0 a g>n a Q značí komplexní veli
činu menší než 1. Máme tedy 

J Kd<p = J [f fa, *)-/(%> z)] dz + Qefa-tpJe-W; 

přejdeme-li k limitě pro ó = O, N =z co, bude lim * = O, kdežto 
(>éf~rVbude konečné; tedy obdržíme skutečně 
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r>Ч>l 

f Kd9 = fU(9u*)--f(9„z)]d*=:Jí - J 0 , 

což bylo dokázati. 

Máme tedy vzorec 

dj 

a poněvadž 

plyne odtud 

etj r 

f (ç>,2) dz r= ieai<? d L__, 
1 — ze1'*' 

dJ n 

poněvadž funkce- r- mizí pro z = O,00. Z rovnice této 
1 — zel(P F 

ale plyne, že J má v intervallu <p = (O . . . . 2*r) hodnotu 
stálou, která bude záviseti pouze na a. 

Klademe-li 9> = #? obdržíme 
00 

(2) J = e™* f ^ = ; 
o ' 

nás ale zajímá výsledek, k němuž dospějeme ve vzorci (1) pře
chodem k limitě pro <p = 0. Za tím účelem rozložme integrál 

(1) ve dva v mezích (0,1), (1, oo) a klaďme v druhém z = — ; 

tím obdržíme vzorec 

(i.) ' = "J\TZ^-T=^F«)*' 
o 

aneb 

(8-, J = e«* f ^ + ̂ -fr + iry*-*. ^ 
' J 1 — 2a?coscp + íC 

Bud r kladná veličina menší než 1; pak bude při označen' 
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•* ťfa*-1 + x1-*) — (xa 4- x~a) e^ , 
Jr ~ eax(p i + — Č T — - — r - ^ r - ^ — dx • 

J 1 — 2a? COS (jp -f- x 

patrně 

lim J r = f ^ + ^ - g " - ^ - - ! ) ^ , 
g>=o «/ (1 — ») 2 

a jedná se tedy pouze o výraz 

e-«i<P ,T _ T v- IV-1 + ^-°) - «"*» («* + ^ a ) rfa. e (j j , ) _ y I - 2 » C O B 9 + *» ' 

resp. o jeho limitu pro <p = 0. Pišme cos <p = 1 — í'; pak zní 
reálná Čásť pravé strany pri reálném a: 

i 

f (x«~i _ ar-a) (i — cc) -4- *'(cca 4- æ~a) 

(1 — xў + ïxe' cfø 

- n ^ (Ž""1 - ž"a) ( i - ž ) + * ' ( ě a + * - ) 
- ^ r ' (l —ř)* + 2 ^ 

kde | jest určitá veličina mezery ( r . . . . 1). 

Funkce 
aja-i __ i aj-a — i cca + cc-a 

1~~x~* í — x ' 2x 

jsou konečný a spojitý v mezeře ( | . . . . 1), a tedy jsou menší 
než jistá veličina M nezávislá na £, r. 

Z toho plynou nerovnosti 

l É - i — ř " « | < M ( l —D1í« + | - < 2 M ř 

a tedy též 

l ( ^ - M ( l - ň + ^ + h | < M { ( 1 - | ) ' + 2*'|}, 

takže reálná čdst našeho výrazu e~~~atcp (J — Jr) ;esť mercs? než 
(1 — r)M. 

Část pomyslná tohoto výrazu jest pak 
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=f 

rl (xa + x~a) siny , 

V (1 — s c ) 4 + 4xsin2-|-

" [(1 — t)a + (1 — ž)-°] sin y dt 

í- + 4вin--Ş-.(l —í) 
_w 

kde druhá forma vznikne z první substitucí x• = 1 — č. 
Poněvadž 

(i — * ) ± a = l + « « + *a?(0i 
kde $(t) jest konečno pro í = (O . . . . 1 — r), a pak 

_ 
2 

/* L _ _ í < r ^ ( < ) d ť ) 

J ť« + 4sin4-(l-0 ť 
nacházíme, že uvažovaná část pomyslná je tvaru 

-.--* dt 
2 sin 9 f --— f- 2K(1 — •*) sin q>, 

/ ť ' + 4 s i n ' ! - . ( l - ť ) 

kde 9Ji je konečné pro q> = O, r =: 1; tento výraz ale možno 
vypočísti, a sice obdržíme 

2 sin qp f 1 — r — 2 sin2-^- 2 sin2 ~- ... 
arctg h arctg L 

2 sin -~ cos ~- L 2 sin -̂ -. cos -~ 2 sin -— cos -~J 

+ 3Ji(l— r)sin<p 
a tedy se pro <p = O blíží veličině #. 

Máme tedy při reálném a: 
r 

/
^»a—1 at~~a 

1 — * dsc + M'(l — r) + Jri, 
o 

kde |M'| < M, a M nezávisí na r. Přejdeme-li k limitě pro 
r — 1, máme tedy 
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/

rpa—1 , /-*»—a 

1-x dx + %i 

o 
a tedy porovnáním se vzorcem (2): 

co 1 

ani r^a'Xdx rXa~1 — X-a
1 . 

J 1 4-x J 1 —- x l 

o ' o 
Porovnáním částí pomyslných plyne odtud vzorec 

. v r xa-x dx __ % 
' J 1 -4- x sin ait' 

o ' 

a po té porovnáním částí reálných: 

/*\ Cx — x J 
(5) / — - dxz-% 
v J J \ —x 

cotял. 

Ze vzorců (2) a (4) plyne posléz obecný vzorec 

nea{7t—q>)i 

( 6 ) fj^±d^=: 
j 1 — xe^ 8Ш<ш 

aneb psáno v jiné formě [viz (l a )]: 

(6*) =-—-=f [jzr^ ~ ^ — ^ 1 á * -
ma(n—<p)i ^ n / x*-i e-iq> x-a\ 

sinasr ~J \ i_a. e *> l — xé*) 
0 

2. Vzorce (4) a (5) jsou ony, jež jsme chtěli odvoditi 
přímo methodami počtu integrálního. Vzorec (4) by se obdržel 
poněkud jednodušším způsobem takto: Jelikož J nezávisí na <p, 

máme porovnáním hodnot pro q> = n> <p = -5- vzorec: 

aлi 00 
— /* za-Hz _ F ga~1ďg __ r (l + taflg^cfe 

e J T~~~z~J T~^Tz~~J 1 + ? ? 

o ' o o ' 
předpokládejme a reálné a porovnejme části reálné po obou 
stranách: 
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cc oo 

an Г za~лdz Г za-гdz COS 
; r za~ldz _ r za-

2 7 T+z~J H-z2* 
0 ' 0 ' 

Píšeme-li v právo z2 ..= #, obdrží vzorec náš tvar: 

2 e o s f .•(«) = *(•§•), 
kde položeno 

0 

ait 
Násobme rovnici předešlou sin-^-, a pišme 

W(a) = smaa<I>(á); 

i obdržíme vztah velmi jednoduchý: 

**,)=*(£). 
Z toho plyne pak 

^=- . (1)=* ( ! )= 
a obecně pro všecka kladná celistvá n: 

**,) = *(£). 
Roste-li w, blíží se -^ nulle, a je-li *P(a) konečná a spojitá 

funkce na místě a = 0, máme 

W(a)=шҢ^ = W(0). 

Že *P(á) je spojito při a — O, plyne pak z následujícího 
rozkladu funkce &(á): 

Ф^=J T+ï + J ттv 
o ' o ' 
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1 z 
kde v prvém integrálu nahradíme rozdílem 1 — \~~~T~ » 
čímž vznikne: 

_ . 1 r1 zadz . feř-'dz 1 . ,, . 0^=^-J TT~*+J r+z~^+f(a)-
o ' i ' 

Oba integrály v právo jsou konečný a spojitý na a zz 0, 
a tedy bude 

W(a) zz 0(á) sin au zz 1- f(a) sin a?r 

spojito n a a z O a mimo to ^(0) = %; máme tedy 

W(a) zz sin ait <P(a) = n, 

a odtud tedy vzorec (4). 
Kdybychom chtěli vyčísliti integrál (5), který znamenejme 

A, uveďme jej nejprve substitucí z = — na tvar 
x 

fza-l jjj—« FV-1 — X~a
 7 

A zz / — dz= I — dx , 
«/ 1 — z J 1 — x 
0 1 

čímž máme: 
2K=fza-1~z-adz. J 1 — 3 

0 

Píšíce v něm pomyslnou substituci z zz é^x, máme vzorec 

"xa-ie<*i<p — x—aé-l—a)lw 
2A /

xa-le<wp x—^—WV 
. dx , 

1 VPW 
o 1 _ xé"P 

který se přesně odůvodní tím, že se dokáže, že pravá strana 
nezávisí na <p, pokud toto náleží intervallu (0 . . . 2JT). 

Volíme-li pak g> zz — , obdržíme 

ani /H .ni 
oo (1 - a)— 

A A C ®a~~le - •— x~~ae - l 2A zz / • -.— dx , J 1 — ix ' 
o 

aneb 
15 
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aҡг 

2 A e - = r (^.^-úr-^a+fe) 
«/ 1 -f- OT 
o » 

Porovnáme-li zde části pomyslné, a klademe-li ve výsled
ném integrálu v právo x2 z=z z, obdržíme užívajíce výsledku (4): 

rt. . ait x Tcos ait , sin a.t 1 1 2AsmT = y [ — - + ~^ - J = * 
--/»rva c í n P A Q --

cosa-T 

-cos— sm--̂ - cos-̂ г--1 cos^-
& £ Z à 

a odtud 
A = n cot a# , 

jako výše. 
3. Důkazem vzorců (4) a (5) byla by naše úloha ukončena; 

hodláme však ještě vytěžiti nabytých výsledků pro znázornění 
funkcí řadami, a z té příčiny obraťme se ke vzorci (6a): 

шa{n- )i 

81Па-Т 

r11 a?"-1 e~-icPx-a \ 
J \l — aei(P~~ \—xe-i<p) * ' 

v němž nahraďme výraz -— součtem 

vrrO 1—xe-EW 

čímž vznikne vzorec 

nea{%—y)i n-l evi<p w-1 6—(»+l)»9 
• zzz 2] — : — -j— 2 

sin a% vz=l0a + v ' v:=z0a — (v -f 1) 

, f1 lxn-Sra-1eni(P xn-ae-(n+l)i(p\ 

J \ l — xei(P ~ 1 — xe~icP I 

Jeli <p uvnitř mezery (0 . . . . 2-t), nestane se funkce pod in
tegrálem nikdy nekonečnou a je tedy obsažena pod stálou mezí 
M, nezávislou na n. Z toho můžeme dokázati, že platí 

& n=*j ( T ~ ^ - T = ^ ^ r = ° -
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To znamená, že lze k dané sebe menší kladné veličině Í 
určiti n0 tak, aby pro každé n>n0 integrál za znamením 
lim byl menší než e. Jelikož integrovaná funkce jest < M při 
všech n> 1, bude 

\ f < M . ď, kde ó je malá veličina; volíme-li tedy 
l—S 

d - M' p a k b u d e 

l/i < 
£ 

2 5 

í-V 
i—d 

v integrálu / pak přicházejí pouze hodnoty x menší než 1 — ď, 
o 

a tedy bude xn v celém intervallu integračním velmi malé, 
takže lze voliti n0 tak, aby při n ^ n0 byla vždy integrovaná 

i—8 

funkce menší než y , a tedy též integrál f sám. Celý integrál 
i 

j pak bude menší než y + y při n^nQ, j a k tvrzeno. 
o 

Máme tedy pro n = oo 

%ea(n—ý)i o., W<p p—-Wqp 
— 2; L jS _ _, 

srna* „_ 0 a -f v 1 ^ a _ v 

čili ve tvaru přehlednějším: 
(7) — . = jg? _ U _ , 

kde řada v právo konverguje stejnomšrnš vůči a, poněvadž ne
konečné ubývání integrálu (a) s rostoucím » nezáviselo na hod-

notě a. Píšeme-li zde siná* = -—----i 2%—w=2uits —v za v, 
Ojg07tt ' X 3 7 

máme vzorec: 
e2auni ca e^vu7li 

(7aj 2m~-—: = 2 ľ ç\^„^л 
K J e2am—l , = - 00 «—V » 0 < * < lf 

15* 
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v integrálním počtu dávno známý, který má ten význam, že 
hrál důležitou roli při některých pracích Kroneckerových*) Jako 
zvláštní případ obecnějšího theorému vyskytla se tato řada 
u Lipschitze**) a v autorově článku o tetéž věci jednajícím.***) 

' Způsob odvození zde podaný jest zajisté nejen formálně nýbrž 
i methodicky nejelementárnější, poněvadž vystačí s nejzáklad
nějšími vlastnostmi integrálů funkcí reálné proměnné. Uveďme 

zde jako zvláštní případ hodnotu <p = sr, t. j . u = — , čímž 
li 

vznikne známá řada 

(8) ^ _ = j _ s = a c . 
v smán: , = _o 0 a- f-v 

Abychom mohli řadu (7) vytěžiti pro op = O, pišme ji ve 
tvaru 

nea(n—tp)% ^ i oo l ewp e—™<P\ 

sin a% a \, = i \a -j-i; 'a-—vj 

a vezměme po obou stranách části reálné: 

n cos a(n—<p) __ 1 . »2a cos vcp 
nь\ -•-- -t- =___ -f Z 
v1 1 smasт r, Л *,-

Pravá strana konverguje stejnoměrně i v okolí bodu op = 0 , 
poněvadž členové řady jsou číselně menší než příslušní členové 
řady 

2a 
£af—*>* 

tedy můžeme bez okolků klásti g> = 0, čímž obržíme 

1 «> 2a n 1 
(9) j ř c o t a # = \-2 — Š — ti™ £ ~V* П= » - = - » « + » ' 

*) Sitzungsberichte der kön. preussischen Akademie der Wissenschaften 
in Berlin, 1883 (Zur Theorie der ellipt. Funktionen) a 1885. Viz ttä 
krätky clänek z jeho Journalu sv. 105.: „Bemerkungen über die 
Darstellung von Reihen durch Integrale." 

**) Crelle, 54. (Untersuchung der Eigenschaften einer aus vier Elemen
ten gebild. Reihe.) 

***) Acta mathematica, t. XI. 
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kterýžto výsledek lze psáti též ve tvaru 

% cot a% zz \- 2ř —, 1, 
a vzz-*\aJrv VJ 

kde v součtu 2ř dlužno vynechati člen v = 0. Porovnáme-li 
v obecném vzorci části pomyslné, máme 

л sin a(л—ф) __ oo 2v sin v<p 

sinaл ~V=LІ
 v2—a2 ( 7 c) -~ Гs" ^- = 2 

Pravá strana pro g?n O mizí, kdežto levá má hodnotu %\ to 
pochází odtud, že tato rovnice byla dokázána jen pro O <C <p <Z 2-T, 
a že pravá strana je přetržitou na místě <pz:0, což souvisí 
s okolností, že řada tato konverguje nestejnoměrné v sousedství 
bodu <p zz 0. Ze vzorců (7b) a (7°) obdržíme pro a = O resp. 
porovnáním součinitelů při a v mocninových rozvojích obou 
stran: 

_1 A-, ^ 2 _ _L ~- - 2 f ___^5__ 
vrzl 

(я_ç>)* — -£- я 2 zz 2 2- 2 , 

з r — 9 zz 2 2ľ-
v = i v 

aneb píšeme-li <p zz 2;ro, vzorce: 

g cos 2i>-ra? 1 ,_ . „ 1 1 g Ún2v7cx 2 —_ = — ( 2 # — 1 ) * — — , — _S — = x , 
v z = z l V27C2 4 12' 2 ^ ! V5T 

k d e a je vždy uvnitř mezery (O . . . . 1). Jelikož poslední řada 
je periodickou, o periodě 1, j e patrno, že pro libovolné x před
stavuje zbytek x — E(x), jejž obdržíme, odečteme-li od x nej
větší celistvé číslo E(x) v něm obsažené. Tedy máme známý 
rozvoj velmi zajímavý 

•Ev N 1 , & sin 2vitx 
E(x) = x — — + 2 . 

* vrzl V7t 

4. Methoda, kterou jsme obdrželi vzorec (7), může vésti 
k výsledkům obecnějším. Na př. vyjděme z integrálu Eulerova 

B(a, Ь)=J 
oo a—1 

x dx 
(l-\-x)a+bì 
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imaginarnou substitucí x — zeiv dospějeme ke tvaru 

ea<piz«-*dz 

»,ь)=fт; a+Ъ 

jehož správnost lze verifikovati differencováním dlé 9. Při tom 
jinak mnohoznačný výraz (1 -f- ze1*?) znamená onu hodnotu 
exponencialné funkce e(H-&)iog{i-f-*e ^ kterou obdržíme, když za 
logarithmus klademe onu z jeho hodnot, jejíž pomyslná část 
jest obsažena mezi —_r a -j-w. Rozložíme-li integrál ve dva, 
vzaté v mezích (O . . . 1), (1 . . . 00), a klademe-li v druhém 

z =—, obdržíme 
x 

X OJX I hmf 1 X (XiX B(a, b) = ** f ~X dX + e-W f 
J (l _(_ X#<P\ + J i 

a odtud rozvinutím výrazů 

(1 -f xe^Ţ '• ' J (l + æe-iЧ>)a+b 

1 

(1 _|_ xe±i'P)a+l' 

dle řady binomické a integrací výsledků: 

™ _. S, /— o — 6\ 1^* + *** e-(& + ")*'9>l 
B("'6) = ,__o\ - ) ( T T ^ + " H ^ - ) ' 

výsledek správný pro a + 6 ^ 1 , — JT <C g> <; ur. 

Uvážíme-li, že tu 

obdržíme rozvinutím obou stran dle mocností a a porovnáním 
stálých členů: 

— b\ 1 é"^ e~(b + "W \ _ r\b) 
'» + — + , * , ( . ) ( — + T + " ) = 

Porovnáním částí pomyslných máme tu pak 

Л(l) . 
д». 
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sinfcy . j> /— b \ /sin vy _ sin (b -f i;)y \ _ 
9 & * = i \ v / \ v b + vj ~ " 

Eovnice ta platí i pro záporná b, poněvadž pak řada kon
verguje absolutně; klademeli zde b = — w, <p = u%, máme tedy: 

<* lw\ sin (v — w)uic o© tw \ s [ 
* = o W (v —«>)* ~~^ v = i W~~~ 

kde w ^ — 1, — 1 < w < 1. 

sin vuií 

0 láhvi Mariottově. 
Napsal 

Vladimír Švejcar, professor v Příbrami. 
Poněvadž odůvodnění láhve Mariottovy v učebných knihách 

není uvedeno, stůj zde. 
Budiž tt hydrostatický tlak kapaliny od povrchu až k dol

nímu konci trubice (od dc SLZ po b, viz obraz 136. v Můller-
Simonidově fysice pro vyšš. gymnasia), t2 od povrchu k otvoru (a) 
a t k libovolnému bodu trubice; p budiž tlak vzduchu vnějšího, 
p' tlak plynu uvnitř láhve. 

1. Otvor trubice (6) nachází se pod otvorem láhve (a). 
V otvoru (a) působí tlak p' -j-12 na venek, p do vnitř; kapalina 
přestane vytékati, když 

(1) P = P' + t2. 

V trubici zůstane kapalina státi u bodu, kde tlak shora p 
roven jest tlaku zdola t-\-p', tedy: 

(2) P=ť + *. 
Porovnáním rovnic (1) a (2) vychází, že 

t — t2. 

Zůstane tedy kapalina v trubici státi ve výši otvoru. 
2. Otvor trubice nachází se nad otvorem láhve (a). Tu 

(3) t%>tx. 
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