Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Karel Petr

O jedné methodé pro vySetfovani geometrického vyznamu kombinant

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 52 (1923), No. 1-2, 114--124

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123263

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1923

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123263
http://project.dml.cz

114

Sur Phélicoide composé, engendré par un mouvement
elliptigue.

(Extrait de Particle précédent.)

Quand un cercle roule intérieurement sur un cercle au rayom
double, une droite entrainée par ce mouvement, ayant une incli-
naison de 45° sur le plan du cercle mobile et se projetant suivant:
un diamétre de ce cercle, engendre une surface gauche du 4¢ ordre
- a Péquation 2 .

. XV
(r—2) T 2y
Le contour apparent de cette surface dans le plan de la base de
roulette est une astroide; cette courbe est, de plus, la projection
de la ligne de striction.de la surface. Cette ligne de striction est
une hélice sur un cylindre a base astroidique, dont la pente constante:

est + g,une moiti€ est une hélice directe, et l'autre, symétrique,
‘est une hélice rétrograde. La surface se compose d’un helicoide
gauche directe, et d'un hélicoide, symétrique au premier, rétro-
grade; les deux hélicoides se raccordent suivant la droite commune.

L’auteur signale encore cette proposition plus générale:

Si le cercle de rayon r roule intéricurement ou extérieurement
sur un cercle au rayon nr, et si une droite, ayant la méme position:
gwau cas précedent, est entrainée dans ce mouvement, elle engendre
une surface gauche dont le contour apparent dans le plan de la
base de roulette est une hypo- ou épicycloide & 2n parties égales;
cette courbe est, de plus, la projection de la ligne de striction de:
la surface et cette ligne de sriction- est composée de 2n hélices-
2n ,

o +I’ la moitié d’elles sont des héli--
ces directes, I'autre moitié,,symétrique, sont des hélices rétrogrades..
La surface engendrée par la droite roulante est composée de 2n
hélicoides gauches, dont la moitié sont des hélicoides directes.
Pautre moitié, symétrique, sont des hélicoides gauches rétrogrades;
les surfaces voisines se raccordent suivant la droite commune.

dont la pente constante est ———

O jedné methodé pro vySetfovani geomeirického:
vyznamu kombinant.
Napsal K. Pet_r. ) .
PFi vySetfovani vlastnosti raciondlnych kfivek vyskytujf se veli¢iny-

nemajici bezprostfedni geometricky vyznam. Body na kfivce ku pf.
nejsou tu obyCejné stanoveny rovinnymi (resp. prostorovymi) soufad--
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nicemi, nybrZ hodnotami jistého parametru. Jest proto pfi takovém
vySetfovani uZiteCno znati zpisob, ktery by jednoduSe ndm umoZnoval
zavislostem danym rovnicemi dati podklad geometricky. Jedna takovd
methoda, tykajici se kombinant a tedy projektivnych vlastnosti kfivek
racionalnych, jest v nasledujicim vyloZena. Pfipomindm jenom, Ze
methodu tu roz&ifiti by bylo snadno i na kombinanty vyskytujici se
v atvarech obecnéjSich neZ pfi kfivkach raciondlnych.

L.

Dfive neZ pfistoupim k vykladu véci samé, poddm, abych Ctenafi
usnadnil porozuméni, pfehled hlavnich poimenovani a vét tykajicich se
kombinant. Aby vSak vyklad pfili§ se nekomplikoval, budu provadéti
veSketé uvahy ndsledujici pro zvlastni pfipad kombinant tfi bikvadra-
tickych forem bindrnich. ’

Uvazujme vyraz (formu)
u (at,t+4a,t3t, +6a,t2t,>+ 4.0, t,}1,3 + a,t,?) +
(1) + v (byt,t+ 4b, 1,38, |- 66, 1,2 t,2+ 4 b, 1, 1,3 b, 1,4) -
bw (cotyt A bty L6yt 1y® - 4 eyt £aP - Cyfy?).

Vyraz tento zavisi na dvou fadich promé&nnych; v terndrni fad& pro-
ménnych [u, v, w] jest linedrni, v fadé proménnych [¢,, 1,] jest stupn&
Ctvrtého. MiZeme pak uvaZovati invariantni atvary dané formy; a to
takové, jeZ maji vlastnost invariance vzhledem k ob&ma faddm pro-
ménnym. Invariantni Gtvary ty zdvisi bud na obou z fad proménnych
anebo toliko na jediné z nich, anebo konetné na Zidné. Invariartnf
itvary nezavislé na fadé fu, v, w] nazyvaji se kombinanty t¥i bikvadra-
tickych forem (@, £,4 ..., byt ..., co ;4 -F...).

Invariantni utvary formy (1) pouze vzhledem k proménnym [u, v, w/
jsou, pokladame-li zarovei #,, #, za proménné, shodny se souhrnem
invariantnich utvarti t€chto forem linearnich

au-+b,v+c,w, aut+bv+ew,...au-+bv-+c,w.

UvaZzujeme-li tedy invariantni dtvary ty, pokud nezdvisi na [u, v, w/,
dostaneme je viechny jakoZto souhrn determinantii

o, a, @
(2) - ky )= b;, be, bi|; i,k 1=0,1,2, 3, 4;
) . Ci Ck, Ci

a racionélnych celistvych forem t&chto determinantit. Z toho vyplyva tudiZ
pro kombinanty zakladni véta, Ze kombinanty tH forem a,#," ...,
by t," ..., ¢, t,"+ ... jsou raciondlné, celistvé funkce determi-
nantd (i, k, I); i, k, [ =0, 1, ... n Aby pak raciondlnad celistva
funkce F t&chto determinantli byla vskutku kombinantou, to jest in-
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variantem tfi forem a, £ +..., ...., k tomu jest jeSté nutno a po-
staCitelno, aby byla homogerml funkcx téch determinantii, ve v3ech
svych Clenech urlité vdhy*) a aby hovéla jedné dnfferencxalni rovnici
A,, F = 0, kterouZto rovnici vypi§eme ihned ob3irn& pro dané tfi
bikvadratické formy obsaZené v (1). Za tim ulelem sestavime \e3keré
determinanty (2) v tabulku

l(O,I,Z), (0,1,3), (0,1,4), (0,2,4), (0,3,4), (1,3,4), (2,3,4),
0,2,3), (1,2,3), (1,2,4). '
Cleny této tabulky pak oznatime pro krétkost pismeny
A B C D E F, G
C, D, E
tak, Ze jest ku pf. (0, 1, 4) = C, (0, 2, 3) = C'. Differencialni
operace 4,, uZitd na determinant (i, k, [) dava
A, Gk )=i(-1,kKD)+k@GE-1D+1G &k [-1);
kdyby ku pf. i =0, pak &len (i —1,k, I) jest oviem nahraditi nullou,

Rovnice differencialni 4,, F = 0 pro kombinantu F nezavislou -
vilbec na proménnych (F jest tedy funkci jenom determinanti (2))
lze pak vypsati ve tvaru

a—onlAJr 4,8+ 2% Anc+
GA

®) | ,
4 C,Azlcur -+ AHG=0-

Obdobnou rovnici bylo by ‘1ze pséti pro kombinantu.zévis{ci i na de-
terminantech (2) i na proménnych. Odvodme si kombinanty nejniZ§iho
stupné v determinantech (2). K tomu, jak znamo, postaci vypocet t. zv.
vedoucich Eleni o (t. j. semunvanantu) jeZ jsou linedrné, stejnovaZné
funkce determinanti (2) a hovi rovnici 4,, ¢ =0. V naem pfipad€ jsou
takové semiinvarianty dva A,, B,; kde A, = A, 5B, = C.— 2C".
Jest, jak snadnym poltem Etenaf zjistl, 4,, A, =10, ./.121 B0 == (. Semi-
invariantim témto.odpovidaji pak kovarianty

£) = Act,® 6 A, 158,154, 1,2 4,220 A, %8, +

+" 15 A, 12 ¢,* ‘l"‘ 6 A; 1 1,0 + Aq 1%,
L@)=Bt2+2B 41, + B, t,?,
kde A,=A,6A4,=2B, 154, = C+3C, 20A;, = 2D -} 4D/,
15A4=E+3E’, 64, =2F, A, =G;

*) Mezi vdhou W, stupném S v determinantech (2) a celkovym stupnérn I
v proménnych jest, jak znamo, tento vztah 2 W= 3nS — I

' (l) fl(
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a kde také naopak determinanty A, B, ... Ize vyjadfiti linedrné koeffi-
cienty A,, A,..., By, ... a to rovnicemi

A=A, B=3A,, C=6A4,+3B,, C'=3A,—B,, D=8A;+28B,,..

Lze tedy poklddati kaZdou kombinantu tf bikvadratickych forem
danych za racionalnou celistvou funkci souliniteld Ay, A,,... By, ...
a proménnych. Rovnice (3) se v8ak zm&ni v rovnici (klademe-li
F(A B,..)= ® (A,; A,,..., By,..))

A0 By 30 A0

299 o, ° 44

oA A0+M2 2A1+M3 3A2+M4 A, -+
00 o0

‘ . 1 . =
+3p Bt Sg2B=0

Z tohoto tvaru rovnice differencialni vyplyva pak druhd zakladni véta
pro kombinanty tfi bikvadratickych forem, Ze totiz veSkeré kombinanty
ty jsou invariantnimi utvaty systému forem v (I). Obécné Ize snadnou
tivahou vzdy prokazati existenci takového systému zakladnich forem,
Ze veskeré kombinanty danych nékolika forem bindrnich (anebo téZ
ternarnich, kvaternarnich . . .) dajf se pokladati jakoZto invariantni ttvary
toho systému. V nésledujicim budeme tuto v&tu pfedpokladati.

1L

Pokladdme-li v (1) u, v, w za pfimkové soufadnice rovinné, pak
rovnice, kterou dostaneme, poloZime-li (1) rovno nulle, jest rovnici
rovinné racionéalni kfivky Ctvrtého stupné. Rovnici tu bychom mohli
téZ vypisovati tfemi vztahy pro soufadnice bodu [x, y, z] na kfivce
a to ve tvaru

4 x=at*+4at*t, +6a, 1262+ da,t, 1, H-a, t,*
*) y=>bt*+ ..., zZ=co bt ...,
coZ jest tvar vice obvykly. _

V nasledujicim pak kladu si za tkol, vySetfiti veSkeré invariantni
utvary zavislé na [t,, t,]— apo pfipad& jest& na jinych promé&nnych, —
které poloZeny byv3e rovny nulle, dévaji rovnice pro parametry bodii
leZicich na pfimce anebo na kuZeloselce, na kfivce tfetiho stupné atd.

K tomu cili utvofim si linearni vyrazy ax -} by - cz, kde a,b, ¢
volim tak, aby vytaz ax by} cz, dosadim-li tam za x, y, z dle (4),
byl formou ¢&tvrtého stupné, jejiZ-soulinitelé jsou zavisly pouze na
determinantech (2). Takové co nejjednodussi linedrni vyrazy vyplyvaji
ihned ve tvaru determinantnim

) ] a; Qg X
[1’ k] = bi, bk, y
ci, Cx, 2

i k=0,1,2 3 4
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Dostaneme tak v nafem pfipadé tf bikvadratickych forem nésledujici
vyrazy od nully rizné:

[0’ 1]! [0! 2]’ [O’ 3]’ [09 4]' []’ 4]’ [2’ 4]! [3) 4]:
1, 2, I1, 3], [2 3]

Jest, jak snadnym pocltem plyne,
[0, 1]1=6A¢t2 t,2 4Bt t,* -+ Cty*,
[Ol 2] = M4At13t2 +4C’ tl t‘23+ Dt247
[0,3]=—4Bt3*t,— 6 C t2t,2+ Et?*
[1, 2] = At,* -+ 4 D't t,» + E' 1,4,

(5) [0,4=—4Ct3t,—6Dt>*t,2 —4Ef 1,3,
[1, 3] = Bt,*— 6Dt 1,2+ Fty
(1, 4]=Ct* —6Et,> £,> — 4 Ft, 1,3,
2,3 =C t*+4Dt3t + Gt
[2, | =Dt*+ 4E t3t,+4Gt, 13,
3, 4] =Et*+4Ft3t, +6Gt2t,2.

Nésobime-li tyto vyrazy libovolnymi Ciniteli nezavislymi na ¢, £,,
souliny pak seCteme a vysledek poloZime roven nulle, dostaneme
rovnici ¢tvrtého stupné pro pomér £, :{, udavajici ndm body na racio~
ndlné kfivce (4), lezici na jedné pfimce. Mame-li invariantni dtvar,
ktery se na tvar prav€ napsany di uvésti, vime tudiZ, Ze' kofeny mu
pro t,:t, pfinaleZejici urluji body na pfimce; neda-li se pak na tvar
uvedeny upraviti, neleZi ony Ctyfi body raciondlné kfivky (pfi obec-

nych hodnotich koefficientd a,, a, .. .) na pfimce. MiZeme v3ak snadno
naznaCiti cestu pfimou, jak lze takové invariantni dtvary sestrojiti.

Nejprve dostavame, uZijeme-li na (5) operaci 4,,,
AT, k) = ili—1, KL+ ki, k—1], ,
a tedy . ’
4, [0,.1]‘:: 0 , 4,(03]—3[L2)=0

a lze tudiz [0, 1] a [0, 3] — 3 [1, 2] pokladati za vedouci Eleny
invariantnfho dtvaru s proménnymi u,, u., jeZ explicitn€ vypséany
maji tvar

G, (W) =[0,1] 14,5+ 3[0,2] u,® 11, -+ 3([0, 3] + 2 [1, 2P ,* w2+
, + (0, 4] -+ 8[1, 3 u,® u® + 3 ([1, 4]+ 2 [2,3]) u,® st -
W 43024 4, u5+13,4] e,
G, () = ([0, 3] — 3[1,2]) o>+ ([0, 4] — 2 [1, 3w, u, +
+ (1,31 — 32, 3]) 2
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G, (1), G, (u) isou invariantni ttvary s prom&nnymi u,, u,, jichZ
soudinitelé vSak zavisi na promé&nnych #,, f,. Jsou tedy G,, G, inva-
rianta{ utvary zavislé celkem na dvou fadach proménnych. Jsou to pak
jediné takové nutvary, jeZ jsou linedrni v determinantech (i, &, [), ne-
hled€ ovSem k vyraziim, jeZ vznikaji z nich polarisaci dle prom&nné u.
Af za [u,, u,] dosazujeme jakékoliv hodnoty, rovnice G, (u) = 0,
G, (1) = 0 nam davaji rovnici Ctvrtého stupn&€ v t,:#,, jeZ kofeny
svymi ‘ndm stanovi Ctyfi body na dané raciondlni kfivce leZici na
pfimce. MiZeme dale na proménnych u,, u, v G, (u), G, (u) pro-
vadéti jakoukoli operdci. nerusici invarianci (ku pf. polarisaci), dosta-
neme z G, (u), G, (1) opét vyrazy, jez, poloZeny byvie rovny nulle,
stanovi svymi kofeny pro ¢ :{, Ctyfi body dané raciondlni kfivky,
poloZené na kfivce. Nejobecnéj§i vyraZy takové vibec dostaneme,
kdyZ fady Cisel (koefficienti to forem G, (1), G, (&):

[0, 1], 31[0,2], 3(0,3]+2T112),....I[3 4]
([0: 3] —3 [1) 2])9 ([0: 4] —2 []r 3])’ (“» 3] — 3 [’ 3])
‘misto, abychom je po fad€ ndsobili
0,8, ub Uy, Uyt 1,2, .. ;U WU, Uy

a pak kazdou pro sebe settli (¢imZ jsme svrchu dospéli ku G, (u),
-G, (1)), nasobime vyrazy zavislymi na (i, k£, [) a na libovolnych pro-
ménnych, riznych v3ak od ¢, : f,, kteréZto vyrazy se pfi linedrni sub-
stituci stejn€ transformuji jako souhrn

u, Uy, Wt ...y UR, Uy U, Uy

To jest vSechny takové vyrazy, jeZ poloZeny byvie rovny nulle, davaijf
pro f, :{, rovnici 4. st, jejiZ kofeny ndm stanovi na dané kfivce
&tyfi body leZici na pfimce, dostaneme, utvofime-li viechny invariantni
utvary forem proménné u (v nasledujicim f, (u), f, (u) jsou zakladni
kombinanty tfi bikvadratickych forem, viz (1))

fl (U), 'fz (ll), Gl (ll), G‘z (ll),

v nichZ v3ak souCinitelé u rfiznych mocnin u z forem G, (u) G, (u)
se vyskytujf linearné a pfi CemZ se nezavadéji nov& proménné [t,, t,],
{na kterychZ zévisi jiZ prdvé ony koefficienty forem G, (), G, ().
MozZno dokonce na zdklad€ ptredchazejicich tivah snadno dospéti
ku vété: Vsechny invariantni titvary tvofené ze systému CtyF forem

i@, i@, G @, G -

.operacemi, pfi nichZ prom&nna [t,, ¢,/, na niz G, (u), G, (u) také
zavisi, se za konstantu pokladd, davaji poloZeny byvSe rovay
-nulle, rovnice, jichZ kofeny nam udévaji parametry bodu leZicich na
piimce, jsou-li soudinitelé forem G, (1), Gy(u) v t€h invariantnich
Atvarech ve stupni prvém. Jsou-li tyto soulinitelé ve stupni druhém,
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tfetim, . .., dostivime naznaCenym postupem rovnice pro parametry
bodit na kfivce dané, jeZ leZi na kfivce stupn€ druhého, tfetiho,.. ..
Timto zptisobem dostivame pak pfi obecnych hodnotich koefficienti:
a,, a,,.. by, .. viecky invariantni utvary téch vlastnosti.

Formy ve (Il) 1ze snadno vyjadfiti pomoci forem f,, f,. Jest po
jednoduchém poctu nejprve pro prvni z obou forem

G() (af 1, «l_z;k_f tt+af t‘,)(tu~—z‘oul)i

o, ? ou,

+f2 (u) (tl u, — t‘z ul) .

UZivame-li zndmého ozhacenl poldr, lze téZ psati

© 3G @ =20t —ut) Duf, @+ (b tato 1) . (2)

a obdobné pro G, (u) jest

(6" - :’, G, (u) = Dflf LH@—2 ({ u,— 1t w)?f, (1)

Rovnice G, (u) = 0 ma na levé strané Cinitel (f, u, — 1, u,)?; ma
tudiZ pro ¢, :f, jeden kofen dvojndsobny rovny u, :u,. Kratime-li
tedy Cinitelem (t u, — t, u,;)?, dostaneme z G, (u) = O rovnici druhého
stupné pro £, :

(7) ) ZDut f1 (”)+(t u, — t‘> 1)2 fz (ll)— 0

ddvajici nam parametry dvou bodu kfivky dané pcloZenych na teCné

v bodé o parametru u, : u,. -Z tohoto vysledku vyplyne snadno vyznam
' zakladni kombinanty f, (#). Vbod& u, : u, jsou soustfedény dva body
kfivky na te€né leZicich; spadne-li do u, : u, jeSte tfeti pruselik kfivky
a tené v bod® u, : u,, jest u, : u, inflexnim bodem (po pFipadé bo-
dem tvratu). Klademe-li vak v (7) u,=t,, u,=1*,, dostaneme rovnici

L®=20
jakoZto rovnici pro parametry inflexnich bodit dané kfivky racionalni.

Tim ziskali jsme geometrickou interpretaci zakladni kombinanty.
Abychom mohli vylozm aspofi na dvou ptikladech uZite€nost docilené
véty, odvodime si jeSt€ rovnici pro parametry dotytnych bodii dvoj-
nych tefen. Tu dostaneme ihned, pfSeme-li, Ze rovnice druhého stupné&
pro £, : £, v(7) ma kofen dvojndsobny, a tedy, Ze jeji diskriminant
dle ¢, : £, jest rovny nulle. Pfi vypottu upIn& postati, kdyZ stanovime
vedouci soulinitel hledané kovatianty. ObdrZime rovnici (misto u
piSeme za proménnou f), :

® ‘ [4(@a;,—a®)+2a,b] te+....=

Jest tedy leva strana rovnice pro parametry dvojnych bodi soultem
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EtyFndsobné Hessieny prvé zakladni kombinanty a dvojndsobného sou--
* Cinu obou zédkladnich kombinant.

Najdeme nyni nejjednodud§i skupiny bodi poloZenych na dané
kfivce racionalni a zarovei na pevné kuZelosetce. K tomu posta&i
vypocitati invarianty druhého stupné forem G, (L), G,(u) — vzhledem .
oviem ku proménné u. Invariant ten u prvni formy G, (u), jeZ jest
4-tého stupné€ v u, jest (vypisuji op€t jenom vedouci Cleny)

9 [12 (@, ay — a;®) + a, bo] £,3+..."
u druhé formy pak (G, (u) jest druhého stupn& v u)

[(ay ay —a®) — 24, b,) £,°+....

Polozime-li invarianty prdv€ ziskané rovny nulle, dostdvdme.-v disledku
uvedené véty rovnice pro £ :{,, jichZ kofeny jsou parametry bodir
dané racionalné kfivky poloZenych na kuZeloseCkédch. Bylo by snadno
vyrazy (9) a (10) vyjadfiti na zakladé (11) jakoZto kvadratické vyrazy
v [, k] a tudiZ i vypsati rovnice pravé zminénych kuZeloseCek v sou-
fadnicich [x, y, z/. Av3ak i lineirnd kombinace s konstantnimi soui-
niteli vyrazit (9) a (10) ddvd ndm levou stranu rovnice pro parametty
bodii poloZenych na kuZelosetce. Specielné vyplyva, Ze body stano-
vené rovnici (8) leZi na kuZeloseCce a Ze body stanovené rovnicf
a, by t,3+...=0 — anebo, coZ jest totéZ rovnici f, () fo (£)=0 —
leZi na kuZeloseCce. Mame tak v&tu, Ze body inflexni kfivky racio--
nalni &tvrtého stupné leZi na kuZeloseCce, jeZ protind kfivku jeSté ve
dvou bodech danych rovnici f, (f)=0, kdeZ f; (f) jest druhd zakladni
kombinanta racionalné kfivky. Souasné mame vétu, Ze dotyCné body
dvojnych teCen u té kfivky leZi na kuZelosecce.

Pravé tak jako jsme v pfedchdzejicim sestrojili zakladni kovari-
anty ,pfimkové“, miZeme sestrojiti i kovarianty ,bodové“, t.i. ko-
varianty davajici levé strany rovnic pro parametry bodii na Kkfivce,
jichZ teCné prochdzejf pevnym bodem. Takova zakladni kovarianta jest
pfi kfivce rac. 4. st. jedna a lze ji dati tvar

(1) 2 (ty—u, t)® D:t fi(@) + (u, £, — u, £t fo (L)

Dostaneme je patrné ze (6) zdménou proménnych u a f. Invariant
druhého stupné& této formy dle proménnych u jest formou dvanéctého-
stupné f a md tu vlastnost, Ze poloZena byv$i rovna nulle, diva rov-
nici pro parametry 12 bodii na kfivce dané, jichZ telny se dotykaji
kuZeloseZky. Invariant ten nehled& k numerickému souciniteli jest f,2 (¢),
t. j. ¢tverec prvnf zdkladni kombinanty. Dospivame {ak tudiZ ku dalsi
vet&, Ze tetné v inflexnich bodech raciondlné kfivky 4.st. dotykaji se-
kuZeloseCky. _ ’ v
Postali snad uvedené piiklady, aby vysvitl vyznam uZiteCn ost”’
naznatené methody. Podotykdm jenom, Ze ziskané formy G, (u), G, (1)
usnadiiujf ndm sou€asn€ vypolet invariantnich dtvard, majicich dany
geometricky vyznam. Tak ku pf. podminka, aby body tfi o para-
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‘metrech #;: ¢4 ¢, : t2, t', . t', leZely na jedné p¥imce, odvodi se
snadno, na]deme i z G, (), G, (u) polarlsovanim a utvofenim vhodné
linearni kombinace pFimkovou kovariantu, jeZ.stiva se nullou pre

tiity=1 1, Lity=1":1"
A'jei tedy mé& misto <initele
- (uty—uy t,)? Cinitel (¢, £, — 6, 1) (4Lt — L 1)
’Krétime-li timto Cinitelem, obdrZime pro hledanou podminku vztah

A4 tht Dtt" fl (t) "I" (¢ ty— tzt )2 f2 (t") —1 (t 'y —1t, t’11)2f2(t)+
+ "t — ") fo ()= 0.
Konetn& poznamenavam, Ze soulinitelé a,, a,,...; b,, b;, b,

nejsou nezavislé, nybrz, Ze mezi nimi jsou relace, jeZ daji se vysloviti
-jednoduse tak, Ze soucinitelé invariantniho titvaru, jehoZ vedouci Clen jest

{(a, b,—2a, b,+a, b))+ 2(a,a,—4a;a,+ 3 a,?) —b%] 4 ..,

jsou vesmés rovny nulle. I tyto relace lze pfi vy3etfovani raciondinych
kfivek uspofadati methodou pouZitou svtchu pri odvozeni zikladnich
pfimkovych kovarianti,

L

BudteZ uvedeny je§t€ hlavni vysledky pro racionalné kfivky rovinné
-stupné 5, a prostorové stupné 6. Pro kfivky stupné 5. jsou tyto zd-
kladni kombinanty

SO=atr+@)att b+, L ({O)=b (> +5b t, 4. ..
e f®=cti4. ..,
a,=1(0,1,2), 4.6,=1(0,1,4) — 2 (0,2,3),
105.¢, = 2 (0,1,5) — 5 (0,2,4) - 20(1,2,3)
.a kde ostatni soulinitele odvodime z a,, b,, ¢, snadno operaci 4,,.
Pfimkové kovarianty zdkladni jsou tfi a to
Aty —u, 0)* D}, fi @)+ (s ty—uy 1)*D, [y @) + 2wy by — up 1) (u)
,3D5tf1 ()~ 10D8, f. () . (u, t, — u, £,)% + 60 D2, f, () . (u, ut, — u, 1)3,
| £, @).
Poslednf z pfimkovych invariantnich ttvarll zavisi pouze na pro-

ménné £ a jest shodna s druhou zdkladni kombinantou, jejiZto kofeny
«ndm tudiZ udavaji p&t bodia kfivky 5. stupn&, leZicich na pfimce.

Pro prostorové kfivky stupné Sestého jest téchto 5 zakladnich
kombinant

fl BO=a,t2+..- fo (t)=b0t1§+' v fs(O=co b0+
f4 (t):do t1L+' sy Eo
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Posledni z nich nezivisi na prom&nné a jest tedy invariantem v uZ$im
smyslu. Pfi tom jest

2,=(0,1,2,3), 116,=3(0,1,2,5) — 5 (0, 1,3, 4),
40¢,=(0,1,2,6) — 2 (0,1,3,5) 1 5 (0,23, 4),
21d,=(0,1,4,5) — 2(0,2,3,5) 1 10 (1,2,3,4),
210 ¢, =2 (0,1,5,6) — 5 (0, 2, 4, 6) - 20 (0, 3, 4, 5) -

20 (1,2,3,6). — 30(1,2 4, 5).

JRovinné« kovariaﬁty pro ty kfivky jsou tyto &tyfi:
5D, f (). (u, ty— s 1,)* + 3Dut fo () . (uy t, — u, £,)°
+5f @) . (u ty— u, 1),
6th f1 (ll) . (u] t‘: — U t])'— IODit f2 (ll) (ul 'tz — Uy f1)3 +
—JI_ 30 Ditfl} (ll) . (ul t2 —ll.z ltl)dL - 33 Dmf;(ll) . (u1 t2 - le tl){‘)

2 D?ztfl ()+6 D;l,t fe(w) . (u, t,—u, t,)*~40 Ditf3 (u) (4, t, — ust,)3—
— 15 Dlz,t folw) (uy to —us ) — 12 ¢, (u, t, — u, t,)°,

WDy, fo (u) - (uy ty — s 1) 4= 25 Dy, /i () (uy fo — s £)* -
30 D, f, (1) (u ts — us 1,)".

*

Une méthode pour examiner la significalion géométrique
des combinants.

(Extrait de Particle précédent.)

La méthode en question permet de reconnaitre si un groupe
" de points, déterminé sur une. courbe unicursale par un combinant
appartenant a cette courbe et égalé a zéro, est située sur une droite,
ou bien sur une conique, une cubique, etc. Cette méthode, exposée
pour les quartiques planes, mais qu’on pourrait étendre, sans dif-
ficultés, a des courbes planes d'un degré quelconque, -aussi bien
qu’a des courbes gauches, et méme a des variétés plus générales
encore, donne pour les quartiques les résultats suivants:

Tous les combinants d’une quartique plane unicursale, donnée
par les équations

x=ao.t14+ 401 tls tg—*—---;y:bo 1‘14._‘*‘"': ZZCo_tl4—+"'-":
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sont, comme on sait, des invariants des formes f, (¢), f> (), définies
par (I), ou .

a, a, a, a, a, da, a, a. a
Ao = bo b] b2 ) 5 Bo = bO bl b4 - 2 bo bg b3
Co ¢ G Co € € C C G

Toutes les formations invariantes d’'un systéeme de quatre formes
de la variable #, soit :

fl (u)7 /2 (ll), G1 (u); Gz (u)v )

ou les formes G, (u), G, (u) sont données par les expressions (ll)
et (5), ou bien exprimées moyennant f, (u), f, (u) dans (6) et (6"),
fournissent, égalées a zéro, des équations dont les racines donnent
les paramétres des points de la courbe situés sur une droite, siles
coefficients des formes figurent, dans ces formations, au premier
degré. Si ces coefficients y figurent au 2¢, 3¢,... degré, on obtient,
par le procédé indiqué tout a 'heure, les paramétres des points de
la courbe situés sur une conique, une cubique, etc. On obtient, de
cette maniére, pour des valeurs générales des coefficients a, a,, .. .,
b,, ..., toutes les formations invariantes ayant ces propriétés. Notons,
cependant, que dans ce procédé la variable [#,, ¢,], dont dépendent
les coefficients des formes G, (u), G, (u), doit étre considérée
comme constante.

On peut démontrer par le méme procédé, presque sans aucun
calcul, les théorémes: Les points d’inflexion d’une quartique uni-
cursale sont situés sur une conique, ce qui a lieu aussi pour les
points de contact des tangentes doubles.

Enfin, auteur mentionne des formes, analogues aux formes *
G, (), G2 (1), et qui se rattachent 4 la quintique plane unicur-
sale et a la sextique gauche. Cette derniére courbe posséde. quatre
formations de cette espéce (des invariants plans).

Dvé poznamky k vlastnim pracim o zévislosti
refrakce plynt na tlaku.
Vdclav Posejpal.
§ 1.V prvé préci, z r. 1917, o zdvislosti refrakce plynit na.

- tlaku men8im jedné atmosféry?) jsem nasSel, vychdzeje z kvadratického
vyrazu pro refrakci ‘

(0] n-1=Kp (1+8p)
ndsledujici hodnoty konstant K a 3, pro {=16°, 2=25462 A° (t j-

1) Annalen der Phys. Bd. 53, 629, 1917. Rozpravy &es. akad AL, tf, roé.
26, &. 61, 1918. Bulletin intern. de PAcadémie des. Sc. de Bohéme, 1918,
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