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{ga. La surface en question est remplie par les axes de courbure
-qui correspondent au point A de ces hélices. Soignt rle rayon du

cercle décrit sur AB comme diamétre et d la droite. perpendi-

culaire 3 AB, ayant la distance d=r.¢g?e du point A. Posons
Xx=d, y=AB, et soit 2 1 &; I'équation de la surface cherchée
est — en coordonnées rectangulaires — de la forme '
x2 (2% tgta — y?) = (22 ig*e —y* — ay)? (n
Dong, la surface considérée est une surface gauche du4e
ordre, dontla courbe double se compose d'une droite
double d=x et d’une hyperbole double /# située dans,
le plan (yz). Le contour apparent de la surface P+ sur le plan
horizontal est une parabole p dont A est le foyer. La tangente
au sommet de cette parabole coincide avec I'axe x=4d. Le cdne
directeur de la surface P* est un cone de révolution. Les
plans asymptotiques enveloppent un céne de révo-
Jution dont le sommet coincide avec le foyer A de la parabole
p et dont I'axe est perpenaiculaire & (xy). La ligne de strietion
de la surface P* est une courbe gauche du 4¢ ordre, qui coincide
avec le contour apparent horizontal de la surface P+ La projection
de la ligne de striction sur le plan (yz) coincide avec I'hyperbole
double A. La section de la surface par un plan horizontal ¢ est
une conchoide de la droite. La projection horizontale du
contour apparent sur le plan vertical de projection est une cubique
mixte. Le contour apparent de la surface sur le plan vertical est
une sextique.

Mentionnons encore la ligne d’ombre portée sur le plan (xy)
quand les rayons lumineux sont parallées aux génératrices du cone
directeur, situées dans les plans (xz) et (yz), le foyer A étant le
sommet du céne directeur. Dans le premier cas I'ombre portée
sur le plan (xy) est une courbe enveloppée par les symétrales
des angles que font les tangentes de la parabole p avec la tan-
gente au sommet. Cette courbe est la podaire négative d’une hy-
perbole equilatére, son sommet étant le pdle. Dans le 2¢ cas 'ombre
portée sur le plan (xy) est une parabole confocale a la parabole p.

O sloZeném helikoidu vytvofeném
hypocykloidalnim (elliptickym) pohybem.
Napsal Miloslav Pelisek, Brno.

BudiZz (obr. 1) K kruZnice o stfedu S a polom&ru R = 2 r,
po jejimZ vnitfnim obvodu nechf se kotdli kruZnice ko stfedus a

poloméru r, jejiz po¥ate€ni poloha md okamzity pol otdleni a; timto
bodem a nechf prochazi pfimka P, jeZ je s kruZnici k pevn& spolené
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a jez se promitd do roviny kruZnice k& jako prumér této kruZnice;
k viili jednoduchosti vyvinfi pfedpoklddejme jeSt&, Ze tato pfimka
P svird s rovinou kruZnice k thel sklonu g8 — 45° Pti kotdleni
kruZnice k£ po vnitinim obvod& kruZnice K vytvofi piimka P, jeX
jest s kruZaici k pevné& spojena, plochu, jeZ jest zvlad3tnim prlpadem
Burmestrovy Wringfldache amd zajimavé vlastnosti, jeZ jsou
viak v platnosti jen pro tuto zvldstni polohu pfimky P. Volme osy

soufadnic X, ¥, 2, jak patrno z obrazce 1., a odkotdlejme kruZnict
k do oné polohy, aby okamzity pdél otdleni byl m, tak Ze se na

kruZnici K odkotdlel oblouk ﬂn:tp a na kruZnici & se odkotélel
oblouk mb,= 2y pfi lemZ b, jest na aS, jelikoZ bod a obvodu
kruZnice k pfitomto kotdleni opiSe, jak zndmo, primér kruZnice K;
mimo to je b, na kolmici m b, ku a S, ]ehkOZ bym je normala
pfimky .a S, kterou pfi kotdleni kruZnice & opx§e tento bod. Pfi
tomto kotaleni ptejde ptimka P do takové polohy, Ze jeji pfidorys
jest P, = b, s, a jeji narys P, = b, s, a jeji bokorys Py =1b; s,,
pti Eemz body s, a s; jsou pfi volb&é 3 = 45° ve vy§ce r nad

osou X. - '

Z obrazce 1.- odvodtme pak snadno rovnice priméti tvofici
piimky P—=bs a sice:
pro phdorys: P,...xsin ¢ -y cos 9= 2r sin ¢ cos p;
" pro ndrys P,...x+ zcosp=2rcos p,
a pro bokorys F, ...y — zsing= O.
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Rovnice ndrysu P, a bokorysu Py tvofici pfimky miiZeme téZ psiti ve
tvaru: x = (2r —2) cos ¢ ay = z sin ¢. Eliminaci thlu ¢ z téchto
rovnic obdrZime jakoZto rovnici uvazované plochy

) (Zr—z) +y =1

PoloZime-li z =-}-r, obdrZime jako fez plochy rovinou 2, jeZ jest
rovnobéind k rovin& zdkladni kruZnice kotdleni a md od ni vzdé-
lenost +r, kruZnici , jejiZ rovnice jest x2 4 y2 = r2. Transformu-
jeme-li roviny soufadnic paralelng, aby rovina & tohoto kruhového .
fezu byla novou piidorysnou, poloZive misto z . . . 2r, pak pfejde
rovnice nasi plochy v ndsledujici, soumé&rné&jsi tvar:

1.

x2 ] 2 .
(2) (r_z)2+ (r—1—z)”—

Z této rovnice jest patrno, Ze pfi kotdleni kru¥nice k£ po kruZnici
- K opiSe kaidy bod pfimky F, jehnZ vy3ky nad nebo pod kruhovym
fezem jsou + v, ellipsy, jejiZ poloosy jsou r—v a r- v, tedy
shodné ellipsy, jez jsou vSak navzajem otofené o 90°.

Zvolime-li v rovnici (2) specieln& v = 4 r, obdrZime elliptické
fezy, jejichZ jedna poloosa se rovnd nule, tedy dvé k sob& kolmé
phmky A a B, jeZ potitaji dvojndsobné. Z toho je patrno nésle-
dujici vytvofeni na3i plochy, jeZ povstane, pohybuje-li se tisetka
konstantni délky tak, aby jeji krajni body se pohybovaly na dvou
k sobé kolmych mimobé&zinych osich (pfi éemZ, v naSem specielmm
pripadé, hybnd usecka svird thel 45° s rovinou rovnobé&znou
k ob&ma danym osdm); je to tedy zevSeobecné&ni rovinného ellip-
tického pohybu do prostoru, s nimZ se mimo jiné zabyval téZ
Kipper.

Jak z vySe uvedené rovnice patrno, je povstald plocha &tvrtého
fddu, jejiz -dvojnd Cdra sestdvd z uvedenych kolmych a mimo-
béZnych os A a B a rovina, jez ptli vzdalenost téchto os, protmé
plochu v jediném kruhovém fezu x.

Obrys plochy v pudorysné obdrZime (obr. 2) rozdéli-
me-li zdkladni kruZnici K na urlity polet stejnych dila, ku pf. 24,
spojime délici body pfimkami rovnob&inymi k osdm X a Y a
v povstalych obdéinicich vedeme dhlopfiény, jeZ neprochdzeji po-
&atkem soufadnic. Obdlka téchto dhlopi&en je zddnlivy obrys nasi
plochy v piidorysn&, a sice jest to — jak zndmo — astroid a,
vepsand zdkladni kruZnici K.

Zdanlivy obrys plochy v nadrysn&. Ndrysy povrchovych
piimek tvofi svazek o vrcholu B, a protinaji pfimku A, v harmonické
fadé&, z toho plyne, Ze zdénlwy obrys plochy v narysné, sestivd
ze dvou pfimek, jeZ prochdzeji bodem B, a sviraji s osou X thly

s .
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45°, Skute¢n& obdrZime derivaci rovnice x {-zcos 9= 2rcos ¢ a
eliminaci dblu @, rovnice x+-2=-+2r a x —2z=—2r.

Zdanlivy obrys v bokorysn&. Bokorysy povrchovych pfimek-
tvofi svazek o vrenolu Ag a protinaji pfimku By v harmonické fadé;
z toho plyne, Ze zdanlivy obrys plochy v bokorysn& sestiva ze
dvou phimek, je: prochdzeji bodem A, a sviraji sosou Y ihly 45°.

X,

Skute&n& obdriime derivaci rovnice y — zsin ¢ = 0 a eliminaci
tihlu ¢ rovnice y + 2=0.

Poznamka. Kdybychom zvolili za stranorysnu libovolnou
k plidorysné kolmwu rovinu, pfesvédCili bychom se snadno, Ze
zdanlivy obrys v stranorysné je hyperbola a tedy pfi tomto pohledu
plocha vypada jako hyperboloid jednoplochy.

StrikEni kfivka plochy. .
Spustime-li z okamZitého po6lu m kolmici m e, na ptisludnow

polohu piidorysu povrchové pfimky P, (obr. 1.), jest pata e, této
kolmice onen bod, ve kterém se telna b, s, dotykd astroidy, jeZ
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tvofi zddnlivy obrys plochy v padorysn& Snadno sezndme z obr. 1.,
%e parametrické vyjidfeni této kfivky jest

x=2rcostp a y=2r sin® g;

tudiZ jest rovnice této kfivky

2=

v

aneb ’téi, odstranime-li odmocniny:
(x2-Fy*—4r2)3 4108 r2x2 y2=0.

PongvadZ vSechny povrchové pfimky nadi plochy sviraji s plido-
rysnou konstantni tihel sklonu 459, jest jeji direkéni kuZel rotaénim
kuZelem — v naSem specielnim pfipadé jest to orthogondlny kru-
hovy kuZel; pak je v3ak zndmo — viz Maurice d’Ocagne:
Cours de géométrie descriptive, et de géometrie
infinitésimale, Paris 1896 page 379, odstavec 335, — Ze
ptiidorys strikéni kfivky této plochy splyvd se zddn-
livym obrysem plochy v ptidorysné, Tato vlastnost se dd
téZ snadno dokdzati direktn&, jak jsem ucinil v pojednani, jeZ se
tyle analogického pf padu, 2e se kruZnice o prloméry r kotdli po
vnéjSim obvodu kruZnice o poloméru 2 r. Promitdme-li tudiz bod
e, (obr. 1.) do ndrysu pfislusné povrchové pfimky plochy do e, a
rovnéz tak do bokorysu do e;, obdrzime z obrazce (1) snadno
vyrazy pro soufadnice bodu e, jenz jest libovolnym bodem strikéni
kfivky nasi plochy:

x=2rcosp, y=2rsind @, z=2r sin® ¢.

Eliminaci dhlu ¢ z rovnic pro x a z obdriime rovnici pronarys
strik&ni kfivky (2r—2)*=2rx? a rovné’z tak obdriime
eliminaci dhlu @ z rovaic pro y a z rovnici pro bokorys strik¢ni
ktivky z3=2ry?; tyto kiwvky jsou tedy kubické paraboly.
Pudorys strik¢nt kfivky ma ovSem vySe uvedenou rovnici

(x2+y2—4r)* 4108 r2 x2 y2 = 0;
mdme tedy vysledek: .
Strik&ni kfivka naSiplochy je prostorovd kfivka
Sestého Ffaddu, jejiZ plidorys je astroida, a jejlZ ndrys
a bokorys jsou kubické paraboly (&itajici s ohledem na

soumé&rnost dvojndsobn&). V obr. 2. jest ndrys a bokorys strik&ni
ktivky odvozen z jejiho plidorysu pouhym promitnim.
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Tetna v libovolném bod€& strik¥ni k¥ivky.

Jak zndmo, je thel sklonu, ktery tena v libovolném bod&
prostorové kfivky x =u (¢), y=v (¢), z= w (¢) svird s ptdo-
rysnou, urlen rovnici:

- S
NG =[xy gy
(dfp) \dw>
—@T
. (dw,
V nadem pfipad€ jest:
d_x-— 2 1 Q— in? Q_Z_ rsi
dp — 6.r cos? @ sin @, P =6rsintpcospa dy—4rsmqocosqs.
L {dx\? dy\® __ .
Snadno shleddme, Ze: (d_tf)) -+ (E«}) = 36 r2. sin® ¢ cos? ¢ a
(%\)zz 16 r? sin® @ cos® ¢; z toho vSak plyne:
‘ . 1 2
t a = - i —
T Ly
16

Na3e strik&ni kfivka je tedy kfivka stejnéhe

"spdadu, jehoZ &'selnd hodnota ]estg Rozvineme-li tudiz pfim)" vélec

jehoZ zdkladnou je uvedend astroida, rozvine se nale stnkéni kfivka
3, tudiz

se rozvine celd strik&ni kfivka ]ako lomend &dra, je% tvofi s roz-
vinutim zdkladny dva rovnoramenné trojihelniky, jejichZ
fihly u zdkladny obnaSeji @ = 33°41!...

ve pfimku, jejiz dhel sklonu « jest ddn vyrazem fg e = +

Z toho je ddle patrno:

Strik&ni kfivka nadi plochy sestivd ze &tyf Sroubovig,
z nichz dv& jsou pravotolivé a shodné a ostatni dv& jsou leve-
tolivé a s dfivéjSimi soum&rné shodné.

Pon&vad% povrchové pfimky naSi sborcené plochy se dotykaiji
uvedeného pfimého vdlce s astroidickou zdkladnou v bodech téfo
Sroubovice a tvofi s touto Sroubovici konstantni thel 45° —33°41’ =
= 1119, jest patrno (vizz Maurice D’ Ocagne: Cours de la
géométrie descriptive 1896, odstavec 337, pag 384), Ze nade
sborcend plocha je helikoid, jehoZ jddrem (nep fidici plochou)
je uvedeny astroidicky vélec; presnép feteno: - ’
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Nase sborcend plocha sestdvd (je sloZena) ze Cty¥
helikoidf, z nichZ dva jsou pravotolivé ashodné,
a ostatni dva jsou levotolivé akdfivEj§im soumérnég
shodné. VSechny tyto Ctyfi plochy pfechdzeji jedna
ve druhou dotykem podél spoleEné povrchové pfimky.

Poznamka 1. Md-li tvofici pfimka P takovou polohu, Ze se
nepromitd jako priimér hybné kruimce, nejsou jiz povstalé plochy
sloZzeny z helikoidil.

Poznamka 2. UvaZujeme-li orthogondlnou prostorovou affinitu
jejiz rovinou totoZnosti je rovina zdkladni kruZnice a jejiz modul je,
libovolné ¢islo, sezndme snadno Ze vySe uvedené vlastnosti zfistanou
v platnosti v tom pfipadg, Ze tvofice pfimky, tvofi libovolny kon-
stantni thel s pfidorysnou.

Poznamka 3. Zjistil jsem v n&kolika pracich (dosud neuve-
fejn&nych), Ze uvedené vlastnosti zistdvaji v platnosti nejen pro
pohyb hypocykloidicky, nybrZ téZ pro pohyb epicykloidicky a
v .obou pfipadech pro R = nr, takie mohu vysloviti na zdklad&
induktivnich z4vé&rit ndsledujici v&u o pohybu epi- nebo hypo-
.cykloiddlném, jeZ neni, jak mdm za to, dosud zndma:

Kotéli-li se kruZnice k£ o polomé&ru r po vné&j$im neb vnitinim
obvodé kruinice K poloméru R = nr (tak, aby se jejich roviny
ztotozfiovaly); je-li dale s rovinou hybné kruZnice pevné€ spojena
piimka P, jeZ tvofi s rovinou hybné kruZnice konstantni ahel 8 a
promitd se stile jako primé&r této kruZnice, pak vytvoti tato pfimka
P pfi uvedeném kotédleni sborcenou plochu, jez ma ndsledujici
karakteristické vlastnosti:

1. Zdanlivy obrys v piidorysn& (rovin& obou kruZnic kotilenf)
se ztotoZituje s plidorysem strik&ni kfivky povstalé sborcené plochy.

2. Tato strik&ni kfivka jest sloZenaze 2 n podvojmo soum&rng
shodnych S3roubovic (pravo- a levotoéivych), jejichz konstantnf

-spdd jest ddn vyrazem fg a=g + T pfi ¢emZ znaménko -}- pfi-

-slusi pohybu epicykloiddlnému a znaménko — pfislusi pohybu
hypocykloid4dlnému.

3. Povstald sborcend plocha jest sloZena ze 2 n helikoidd, jeZ
maji uvedenou §roubovici za Fidici €4ru a jeX jsou téZ stf’ davé
-soum&rné shodné (n pravotolivych a n levotolivych); jednotlivé
slozky pfechdzeji jedna.ve druhou dotykem podél spoleiné po-
wrchové pfimky.

*

.Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky. Ro&nfk LII. 8
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Sur Phélicoide composé, engendré par un mouvement
elliptigue.

(Extrait de Particle précédent.)

Quand un cercle roule intérieurement sur un cercle au rayom
double, une droite entrainée par ce mouvement, ayant une incli-
naison de 45° sur le plan du cercle mobile et se projetant suivant:
un diamétre de ce cercle, engendre une surface gauche du 4¢ ordre
- a Péquation 2 .

. XV
(r—2) T 2y
Le contour apparent de cette surface dans le plan de la base de
roulette est une astroide; cette courbe est, de plus, la projection
de la ligne de striction.de la surface. Cette ligne de striction est
une hélice sur un cylindre a base astroidique, dont la pente constante:

est + g,une moiti€ est une hélice directe, et l'autre, symétrique,
‘est une hélice rétrograde. La surface se compose d’un helicoide
gauche directe, et d'un hélicoide, symétrique au premier, rétro-
grade; les deux hélicoides se raccordent suivant la droite commune.

L’auteur signale encore cette proposition plus générale:

Si le cercle de rayon r roule intéricurement ou extérieurement
sur un cercle au rayon nr, et si une droite, ayant la méme position:
gwau cas précedent, est entrainée dans ce mouvement, elle engendre
une surface gauche dont le contour apparent dans le plan de la
base de roulette est une hypo- ou épicycloide & 2n parties égales;
cette courbe est, de plus, la projection de la ligne de striction de:
la surface et cette ligne de sriction- est composée de 2n hélices-
2n ,

o +I’ la moitié d’elles sont des héli--
ces directes, I'autre moitié,,symétrique, sont des hélices rétrogrades..
La surface engendrée par la droite roulante est composée de 2n
hélicoides gauches, dont la moiti€é sont des hélicoides directes.
Pautre moitié, symétrique, sont des hélicoides gauches rétrogrades;
les surfaces voisines se raccordent suivant la droite commune.

dont la pente constante est .———

O jedné methodé pro vySetfovani geomeirického:
vyznamu kombinant.
Napsal K. Pet_r. ) .
PFi vySetfovani vlastnosti raciondlnych kfivek vyskytujf se veli¢iny-

nemajici bezprostfedni geometricky vyznam. Body na kfivce ku pf.
nejsou tu obyCejné stanoveny rovinnymi (resp. prostorovymi) soufad--
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