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" Sur une classe de surfaces réglées.
(Extrait de Particle précédent.)

Je détermine les surfaces réglées II qui jouissent de la pro-
priété - suivante: les deux tangentes flecnodales de
M. Wilczynski, appartenant a chaque génératrice de 1I,
correspondent Pune a 'autre dans une homographie
fixe. Il ya deux especes de surfaces II. Les surfaces de la pre-
miere dépendent de trois constantes essentielles et admettent un
groupe continu d’ homographies a un parametre. La seconde espéce,
qui dépend d’ une fonction arbitraire, jouit de la propnétél caracté-

ristique suivante: La surface IT elle-méme et les lieux IZ, H des
deux tangentes flecnodales de II appartiennent 3-des complexes
linéaires. Ces trois complexes font partie d’un faisceau; la congru-
ence linéaire 4 base de ce faisceau peut étre générale ou spé-
ciale. Voici comment on peut obtenir les équations d’ une surface
I de seconde espéce, dans les deux cas. Si 4 est générale, soient
=9, (@), x=¢. (&), =9, x,= @, ()
les coordonnées Cartésiennes d’une courbe C a courbure constante,
située sur P’hypersphére

X2 4 X2 4 x4 x2 1 =0.
Les coordonnées kleinéennes des génératrices de II sont:
P, (D), 9. (), @5 (), 9. () |
Si, au contraire, 4 est spéciale, soient
=9, =00, xx=¢ )
les coordonnées cartésiennes d’'une courbe C' & courbure constante

de V'espace ordinaire. Les coordonnées kleinéennes des génératrices
de IT sont

29, (0) 29.(), 29,(1), 1492+ 92+ 9l
' P(1— 9 — 2 — @), 1
O Laguerrové methodé

stanoveni rodu celistvé transcendenty.
Napsal K. C‘apr

1. UvaZujme fadu S()_ 5 .
. o= ]2 a”
e | < e | <|a|<.. w4
lim | ap | = oo, lim | @p—ttn—1 | # 0, }.. = necht

Cp

" konverguje absolutné&.
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OpiSme kol bodli @,, «,, a,,... jako stfedli kruZnice o polo-
méru o; zname je (e, 0); ¢ volme tak, aby kruZnice tyto mezi
sebou se neprotinaly. Z bodu (o, 0) oplﬁme kruZnici takovym
polomé&rem, aby g kruZnic leZelo uvnitf této kruZnice. Tak ziskali
jsme obor C,4, v némZ a na jehoZ obvodu konverguje S(z) stejnc-
smérn& Abychom to dokazali, uvaZujme. zbytek

o0 Alc
(m — 2 —
Pon&vadz jest m % - % v
| | .
Zal=l1=2 21|21 - i m>
@ @ | = =l |= 0 Jagi :
- 1 o | Ak ,
ijest |Rm| = ___‘ETZ;_
| g +1]
Rada :'3 || konverguje absolutn&: volime-li tedy libovoln&
k

malé g, lze voliti &islo n tak, Ze pro m > h

2 %Ak‘<8(l~— 9_>;
m | | g 41
jest tedy téz [‘%0___4,( E e :

;71 (2773 (Z—ak) ‘
t.j. ke kazdému libovoln& malému ¢ lze pfifaditi takové m (m > h,
m > q), %e zbytek fady S(2) pro vSechna | z | << ¢ stdvd se menSi
" neZ & Konverguje tedy S(2) v oboru C, stejromé&mé, a jak z dfi-
kazu vysvitd, konverguje stejnomé&rn& i na kruZnici (o, 0; o).
Nechme nyni ¢ vzriistati; tak obdrZime obory Cy 41, Cg4-2,-
v nichZ opé&t vedeme kruZnice (a4 .1, 0), (2q+2, 0); déle jest

| aq I Q ‘ < 1’

| @g 41| |ag 41!

‘r

Q
| &g 1]
trno, %e ke kaZdému libovoln& velikému ¢ (a tudiZ i g) lze pfi-
druZiti Cislo h takové, Ze pro m > h jest
| Ak | e
2,,'1| k|<£( laq+1|<)’
kde? ¢ jest libovoln& malé; i mo¥no dvahu provedenou pro ko-

nend ¢ opakovati i pro ¢ ustaviEn€ vzristajici. Lze pak fici:
»Vyjmeme-li okoli viech bodii ¢,, @, . .. kruZnicemi(e,, o), (@,, 0), ..

zlistdva tedy

s rostoucim ¢ pod koneCnou mezi, Jest pa-
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. (a dle potfeby okoli bodu [o, 0] kruZnici (o, 0; o), 1ze v oboru tak
vzniklém — zovme jej C — stanoviti posloupnost kruZnico . Spo-
le¢ném stfedu (0, 0) a o polomé&ru ustaviin& vzristajicim, Ze ve
v8ech bodech obvodu t&chto kruZnic S (2) konverguje stejnom&rné&.“

2. Rady tohoto druhu vyskytly se ndm pfi diskussi Laguerrova
ndvodu urditi rod celistvé transcendenty.

Je-li ddna celistvd transcendenta ,
| 5”+1(£Y+_ _FL(EY
f(2)=e’"(z).z7’ﬁo(l—i>eak 2ha/ T o

1 47

kdez m (2) jest polynom stupn&€ m, | e, | < | a, | ..., 4 celistvé.
kladné {&islo, snadno odvodime

@ _ —m (z)+ + ___E'L,-

/@ 1 % (2 —ak)
VE&tsi z &isel m a n sluje rod; zname je v, takZe lze psiti
1 flz)  m() Y
7 f@ Tt = SO,

kdez S, (2) patfi do kategorie prav& vy3etfovanych meromorfnich
funkci. Pfedev§im zjisfme, co znamena pfedpoklad, Ze |, — e, 1l
s rostoucim neklesé pod kaZdou mez. KaZdou posloupnost

ley |y le |, lan], ... Izm[a,,l_ooprollmn-oo,
lze zndzorniti souc‘.ty divergentni Fady

1 1 1 . . . _
d;+c72+"'+2;+"‘ lim a,=0 pro lim n = ~.
Vy3etime, kdy konverguje fada

1 1

Ftaete +7+

kdeZ s, = 2}
a to pomoci pravndla Kummerova:
1
i
Anyy 2 v Any2 == Az 41 SJ'_i) — Qp42 =

1 sn K

Sn-fl .

-

= a, +1 - '””"‘“) - 1 ’ a —a —
[ P 4 (@n+2— Ar41)

1 1 - 1 :
i K O e Y wer SUSR
Snl Qn41Sn WA LR L '
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~ Odtud patrno, Ze fada %o !

n=1 Snk

diverguje pro vSechna k& > 0, kdy% (an+2 — @n+1) S rostoucim n-
zlistdvd kone&né; pak- totiZ prvni &len s rostoucim n konverguje k 0 a
(an—l-l Sns_l-l -_ an)

n

nabyvd jen hodnot zdpornych od dostatetn& velkého n. To zna--
~mena: transcéndenta, o jejiz nullovych mistech @,, a,, o;..., plati:

-1 1 1 1
| an | = 01+E;+0_5+ Z—f—
a (@, — ap -1) ziistdvd konelné, jest rodu nekoneln& velikého.-
KdyZ by snad (a» — a,—1) s rostoucim n vzrlistalo nad kaXdou

o]
mez, mhZe byti fada 21— bud konvergentni nebo snad diver-

1 A

gentni: v prvnim pfipad& pak 24 —‘nemohou byti nullovymi misty

celistvé transcendenty, v druhém pfipadé z téhoZ diivodu jako prve-
jest to celistvd transcendenta rodu nekone&ného.

Nerozhodnut ziistdvd pfipad, kdy lim (a, — a,—1) = 0 — ten
prozatim vyluéme ze svych fivah.
17
2 f@)
~ konverguje. na kruzich (0, 0, ¢) k 0, anebo Ze ziistdvd pod ko--
1 fz
71 76)

_ vétu Laguerrovu (Oeuvres compl. T.1.172): ,Si le rapport

Vime-li, Ze s rostoucnm ustavnéné 2 a celistvé kladné !’

lze snadno dokédzati

f(2)
[ 7,

olt /designe un nombre entier, tende vers zéro quand z croit indé-
finiment, la fonction f(2) est du geare L%

Dukaz vede Laguerre takto: Stanovi hodnotu integrdlu
1 S Sz odz 1

2in (z) 2 z-u

vzatého po obvodé& oboru rozprostirajictho se do nekonelna™ —
- volme si za integradni cestu obvod kruZnic (0, 0; Rp), lim R, = co..

Hodnota integrdlu toho jest 27/ > souCet residuf; ta jsou
. 1) v bOdé Z2=U )
) 17

u z{u)

nefnou mezi (stadi pak uvazovatl
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2) v bodech 2 = 1 1

oyl a — U
3) v bod& z =0. Zde jest

L@ e ey

fl =z
o 1 z z
Z—u_  u w u
.odkudZ pfisludné residuum
6 e tmer s Y@
ul—[—l ul ul—l u ul+1 ul

~kdeZ v jest polynom stupné [ — 1. Jest tedy:
lwﬁ_—-_gn,[—f (ul.__‘_c,,__w(u)_z I ]
2 f(2) z-u 'z ut! ut kak’ (ar—u)

Kn E (07 0; Rﬂ)
‘PonévadZ |u | << |z, Ize od urlitého u kldsti

1~—=l+17n, lim 7, = 0.

] — =

: z
Je-1i._R, polomér kruZnice K, jest
NLf® dz | _\! f(2) dz_i —M 2nr _ 2aM
1\ f(z) z—u 2! f(z)z<l~il>i r(14ma) 14
K ° 1£(2)
kdez M jest absolutni hodnota maxima funkce ———== na kruZnici '
K. Je-li lim M = o, mdme, ndsobime-li u! 2 /@)
f@ ¢ S u'
T — ¥ ——==0
f@ N )

.nvés_obl'me-li du, mdme po nékolika obratech:

oo
f(u) = const. y¢e v @ II( 1 — ai) er™,
k

kdeZ ¢, (1) a o (u) jsou polynomy stupn& nejvy3e /, c. b. d.
Nutno tedy vé&tu Laguerrovu opraviti v ten smysl, Ze -transcen-
denta jest nejvySe rodu /. Rodu / pfesné bude tenkrdte, podafi-li

-se ndm ukdzati, Ze ,
e n» ukdzati, Ze BN
21 f(2)

v urfitém oboru rozprostirajicim se do nekone&na (na pf. vvnitf
etihlu o vrcholu v poldtku) s rostoucim z ustaviin& stoupd. -

e
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3. Shriime predpoklady, za nichZ véta Laguerrova zfistdvd
v platnosti:

1) f(2) md nekoneéné mnoho nullovych mist. .

2) Nemusime piedpoklddati, Ze jsou vSechna nullovd mista:
jednoduché: je-li nejvy3si multiplicita nullovych mist ¢. uvaZujme
misto fady S,(z) fadu ¢ S," (2) a tdvahy o fad& S;"(z) zhstdvaiji.
v platnosti i pro fadu S, (z). Rovn&Z maZe byti

lagl=1lea+1|="-..] 0+«
k koneéné t.j. miZe leZeti na krulmcx libovolné koneXny polet
nullovych mist. :
Pfedpoklddejme pouze lim | ¢y — a@p—y | &0 pro limn—=cc

3) Nejzévainéj§i pfedpoklad — a ten prdvé Laguerre mlék);

ini — jest, aby |- ];((Z)

| s rostoucim 2z zkonvergovalo na kruZnicich
K .
|

nebo jinych mtegraémch cestich neprotinajicich Zddnou z kruZnic
(e, 6) k 0. — Podminka posledni jest sice splnéna u né&kterych
funkci, u nichZ v8ak rod nalezen byl cestou jinou. Na pf. f(z) = sin z

[1 f(®] 1 |sin(x-+—iy)[:
2 @ | Vg cos (x+iy)|
—4y — 2y
1 e—2e cos 2x + cos2x

i Va2 -y e—{—Ze Cos 2x -+ cos 2x
coZ pro ustavién& vzristajici x i y (af hodnotami kladnymi nebo za-
pornymi) konverguje k£ 0. Jest tedy sin z rodu nejvySe 1.

Jsou-li £, (x), £ (x)... fu(x) polynomy v x (tfebas i o kom-
plexnich koefficientech) a e,, «,, ... @, zcela libovolné konstanty,.
dokdZeme zpflisobem podobnym, Ze

Fx)=eu*f (x)+e=2*f, (x) + .-+ e*n*fu (x)
jest rodu nejvy3e 1, nebot | 1 F'(x)
! x F(x)

F'(x)
| F(x)

Toho druhu jsou nékteré transcendenty ‘zndmé z rovnic vy-
- skytujicich se v theoretické fysice

(2 — x%) sin x — 2x cos X,
cosx.Cosx + 1,
sin x Cos x - cos Sin x.—

s rostoucim x ‘konverguje k 0 a]

zﬁstévé konstantni
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“Vjinych pfipadech bude = 1 fz

2 f(2)
v urtitém oboru s rostoucim 2z konvergovat £ 0, v jiném bude za-
-stdvat pod kone¥nou mezi. UvaZujme Weierstrassovu transcendentu

F(2) = 1:1'(2); jest pak
1FQE_ _ 1I'@_ W@,

z F)y~ 2z I'(x =z
&' (2) na kaZdé pfimce svirajici se zdpornou osou redlnon koneény
tihel chovd se pro ustavitn€ rostouci z jako log 2. — Odhadnéme
jeSté hodnotu | &' (2) | kdyZ 2z = — n — a -} si, n &islo celistvé,
0 <<a<<1, s konetné. Pro konecnd n jest

I 1 1o
An— logn—%’—éfi’l’_...—z_‘—ni

! !
< o8 b oy T

‘klademe-li 2 = — n — @ -}~ si snadno obdrZime (nejsndze geome-
trickou interperetaci | — n — a | si -} k|), Ze A, << log n 4 na.
Klademe-li lim n = oo, mame, %e ¥ (2) v bodech (—n—a - si)
oo oo, nevzriistd rychleji neZ log n -+ cn, ¢ konstanta.

Jest tedy na pfimkdch x= —n — e, ncooo.
Sy
Eﬂi)!:c
oz
a tudiz 1 F @
22 F(2)

s rostoucim z konverguje k0. Za mtegraém cesty miZeme voliti
-trojuhelniky omezené pfimkami

y = Ax, y = — Ax, X=—n—a;
pak lze tvrditi, Ze ‘1 :I'(2) jest rodu nejvySe 2.
Jak patrno, pfedpoklad . ..3), jejZ Laguerre mlc‘.ky &ini, velmi

.znatné omezuje obor pusobnosn jeho pravidla; na druhé stran&
viak, dokéieme I, I £ (2)

2 ()
s rostoucim 2z konvergule k 0, nemusime &initi Zddnych predpo-
kladi o rozdéleni nu]lovych mist.

' 4. Je-li funkce f (2) sudd nebo lich4, Ize Laguerrovu pravndlu
ddti urlit&j3i znéni. Je-li / sudé. jest lichou funkci 7

1 7@,
2L 1 (2)




31

KruZnici K; rozd&lme prtmiérem na dv& polokruZnice K, a K_.
Znatime-li promé&nnou na K+ z,, lze ji na K— oznatiti —2,; jest potom
Slf(z) dz_Slf(zl) dz, +Slf( z), —dz

21 f(2) z-u fz) zi— (= Z) —z—U
K, K
— 211 Sll f (21) . dzl .
2! f(z) _u
z (1
. Zl

Ky
Predpokléde}me nyni, Ze ) —f (2)|
~ na pf. men$i neZ c. " f(@)

Ocenime-li nyni posledm integrdl zptisobem podobnym jako
dfive, mame

l s rostoucim 2 zlistdvd konelné,

PN - c.nR.2u
| \zs 7@ a1 a8 = ROFn RO
. 2 2

Ka lim y'n= lim 7, = 0

takZe absolutni hodnota integrdlu toho konverguje k O.
| lze psdti jako dfive'
F() _ u!
A ) J R —
f(u) v ) k=1 ai(ak —ll)
Pon&vadZ v levo jest funkce laché, musi ¥ (u) obsahovati jen liché
mocniny; ke kaZdému e, musi existovati o'y takové, Ze
1 1 . ,
ak—u__a'k—Fu’ t.]. Qp — — Qy,
Rada v pravo konverguje absolutn¥; slu¥me Cleny o ax a — e
Nésobime-li du a integrujeme-li v mezich o ... u, obdriime

o0 2
J (1) = const. u¢ e 1™ H(l — a—”—) ey ®,
k

kdeZ v, (u) a ¢ (u) jsou polynomy v u® stupn& nejvy3e i
Specieln& pro / = 0 mame:
»Je-li pro celistvou transcendentu f(2) sudou nebo lichou
pro ustavién& vzriistajici 2 lf (z )t < c¢ ctislo konetné, jest f(2)
v 22 jest rodu 0.¢ @)

Tak tomu ;est pfi funkcich sin 2, cos z; snadno to dokdZeme
o funkci 1 4-2.sin 2, o niZ to tvrdil Laguerre a dokdzal teprvé
Borel; rovn&Z o funkci . .

sin.2—z . cos 2, _
jak dokdzal té% Lindelsf, (Calcul des rés. p. 41.).
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5. Jako posledni applikaci Laguerrova pravidla dokd¥eme tuto
vEtu: ,Konverguji-li polynomy f, =@, ¥, /, = @: ¥s,-- . [n = Pa ¢n
s rostoucim u stejnomérné k celistvé transcendenté a maji-li poly-
nomy ty nullovd mista vesmés uvnitf thlu o vehkostl m—g ¢ &islo
koneCné, jest ona transcendenta tvaru

P = e** F(x),
kdeZ a jest konstanta (po pfipad€ i 0 nebo komplexni a F(x) rodu 0.

Pravidlo Laguerrovo Ize applikovati jen na funkce majici ne-
kone¢n& mnoho nullovych mist. Nechf polynomy v, v¥,... v,
konverguji stejnom&rné k celistvé transcendenté v (x), nemajl’ci ze-
vnéjdiho exponencidlniho faktoru.

Pro ustavi¢n& rostouci (x) jest

Il/}’ X . ¢’2 X ] . w,ﬂ x)
wllgx; ~ 01y, Etho l‘wnfxﬁ) ~ 0
_ stanovme hodnotu rozdilu
(e )| )| e ) )
twn [ EIETEY) dx "~ ¢ (%) l dx ¥ (x)
Ponévad? vy, (x) s rostoucim n konverguje stejnomérné k ¢ (x),
Y’ (x)

odvodime snadno, Ze i

rostoucim | . verguje k O
w(x)5 s rostoucim | x | konverguje

a jest tudiz ¢ (x) rodu 0. KdyZ i polynomy ¢,, @,, ... ¢, s ro-
stoucfm n konverguji k transcendent€ majici nekone¢n& mnoho
nullovych mist a nemajici. zevné&jdiho exponencidlniho faktoru, je
i tato rodu 0, a tudiZ i transcendenta, k niZ konverguji polynomy

P, Y1y, PPy P3Py,

Pomifime bezvyznamné piipady, kdyby ¢,, @, ... v
konvergovaly ke koneinému polynomu nebo konstanté. Mohou «
viak konvergovat k transcendenté nemajicich nullovych mist.
Ta bude tvaru — jak zndmo —

"D =exx, efx2, v, |,
Funkce ef** jest limita

(1 + fﬁf)n; pro lim n = ~
pro dosti velkd n musily by se kofeny polynomt @, @,... @n. .-
bliZiti bodiim S
—n
“—“v B

ale ob& tyto hodnoty nemohou byti uvnitf dhlu velikosti = — e,
¢ &islo kone€né. Stejnym zpﬁsobem ukdZeme, Ze @ nemiiZe obsa-
hovati Cinitel e7*?, e%**,...; nanejvy$ obsahuje jen e®*, c. b. d.
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Opirajice se o tuto v&tu dokdZeme: Konverguji-li polynomy
fis fos £, ... majici nullovd mista uvnitf dhlu 27z — ¢, ¢ veliCina
koneénd — k celistvé transcendentg, jest tato tvaru nejvy3e

eax2+bx F(X),
a, b konstanty, F(x) transcendenta rodu 0. nebo [/ Polynomy
fi(x), f2(x), f3(x) ... konvergujteZ k transcendent® F,(x); pak
polynomy f,(—x), fi(—x), fi(—x) konverguji k Fi(—x) a
£ fi(=x), £:(0) . fo(= %), f5(x). 5 (—=X),... KFy(x). F;(~x).

Aviak F,(x) . F,(—x) jako funkce v x?> md nullovd mista jen

uvnitf thlu =z — '; jest tedy tvaru
emx® F*(x),
kdeZ £ (x) jest v x* rodu O, tedy v x bud rodu 0 nebo I; tudiz

‘musi byti F, (x) tvaru
ez innx F: (x)
a F,(—x) tvaru , m o
' ez-"i”"Fi‘(—x), c. b.d.
Specieln& mdme: jsou-li nullovd mista on&ch polynomi na
paprsku, jest transcendenta rodu 1, jsou-li na pfimce, rodu 2;
a odsud zase je¥t& uz8i véty Laguerrovy o transcendentdch k nimz
konverguji polynomy o redlnych nullovych mistech téhoZ znameni,
nebo rizného.

" 6. Laguerrovo pravidlo nalezlo v literatufe mélo ohlasu. Za-
byval se jim Vivanti applikuje na n& Weierstrassovu ,stfedni
hodnotu“; bylo nicmén& v historii celistvych transcendent — i kdyZ
proti nému jest moZno, jak jsme ukdzali, namitati leccos — velmi
vyznamné: Laguerre jim vytuSil, Ze vzrust celistvé transcendenty
pro ustavién® rostouci | z | souvisi s rodem dané transcendenty,
jak o rok pozdgji prvni piesné dokazal Poincaré. :

*

Sur la méthode de Laguerre pour déierminer le genre
d’une fonclion transcendente entiére,

(Extrait de Particle précédent.)

L]

Laguerre (Oeuvres compl. [., p. 172) indique Ia regle suivante:
1 £() '
Z f(2)

zéro .quand z croit mdéflmment la fonction est du genre L“ Je
‘montre dans cet article que Laguerre passe sous silence une sup-

Casopis pro pestovani matematiky a fysiky. Roénik LI 3

LSile rapport , olt [ désigne un nombre entier, tend vers
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position importante, a savoir qu’ il y a des chemins d’intégration
s’étendant a l'infini sur lesquels 'expression

1f (Z)l
f@) |

tend vers zéro dans tous les pomts, et méme, quand cette condi-
tion est remplie, on peut montrer seulement que le genre de la
transcendante est / au plus. La considération se simplifie, si la
transcendante est paire ou impaire. Comme applications, sont don-
nées surtout les démonstrations des propositions qui sont plus
générales que celles de Laguerre (Oeuvres compl, p. 174/7).

Superposlcni pravitka nomograficka.
Dr. Viléem Havlik.

V danku »Nomogramy transparentdlni“*) ukdzal jsem nejdi-
leZit&j8i vysledky aplikace principu superposice rovin v nomografii.
© Vid&li jsme té%, Ze rovnici Keplerovu bylo moZno fe$iti pomoci
poletniho pravitka superposi€niho. — VSimn&me si bliZe pocetnich
pravitek toho druhu.

Superposi¢nim pravitkem o jednom transparenté budeme ha-
zyvati takové poletni pravitko, nad jehoZ posouvdtkem na draZce
jest napiat prithledny papir — transparent — a na jehoZ posouvdtku
i transparent® jsou systémy nomografickych elementti (bodii a &ar),
_jichZ vzdjemnym pfifazovdnim jednak uvedeme posouvdtko v uritou
polohu k transparentu a jednak feSime rovnici, pro jejiZz typ jest
pravitko sestrojeno. — Jest na snadé, Ze po degeneraci n&€kterych
systémii v transparentu neb na posouvatku miZeme superpos’tnimu
pravitku d4ti tvar pravitka iuxtaposi&niho, obvykle jen poletnim
pravitkem zvaného (logaritmické pravitko a pod.).

Oznalme si rovinu posouvdtka R, (se soufadnou soustavou'
X, ) a rovinu tramsparentu R, (se soustavou x’, y’) a vezméme
.~ smér osy Y=Y’ za smé& posouvdni; mfiZeme pak psati:
' x=2x
y=y-+d
Snadno pak odvodime vzorné rovnice zékladnich typl super-
posi¢nich pravitek. Na pfiklad:

A) Na ose Y budiZ stupnice hodnot

y=F, ()
a na ose ¥’ stupnice hodnot
) y - Fz (ﬂ)’

*) V Casopise pro pést mat. a fys., rot. LI str. 266
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