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Sur le nombre des racines et des facteurs irréduc­
tibles d'une congruence donnée. 

Stefan Schwarz. Praha. 

Publié avec le concours de la Fondation Masaryk du Conseil national 
des recherches. 

(Reçu le 1 décembre 1938.) 
Soit 

f(x) = xn + a^*-1 + atx*-2 + . . . + « , 5 0 (modp) (1) 
une congruence de degré n9 à coefficients entiers, ayant un discri­
minant D =£ 0 (mod p). p soit un nombre premier. 

On entend sous une racine X{ de la congruence (1) un nombre 
entier pour lequel la congruence (1 ) est vérifiée. Par j{ (i = 1, . . ., n) 
nous désignons les imaginaires de Galois [c'est-à-dire les solutions 
imaginaires de la congruence (1)], qui sont toutes contenues dans 
une extension convenable du corps des restes (mod p).1) 

Posons la question quel est le nombre des racines de la 
congruence (1). Notre but est de déterminer ce nombre en fon­
ction des coefficients de (1), ou en fonction des expressions, qui 
sont étroitement liées aux coefficients. 

Beaucoup d'auteurs se sont occupés de ce problème, mais la plu­
part des travaux se rattache aux diverses congruences spécialisées.2) 

_ Quant aux considérations générales les résultats peuvent être 
partagés en deux groupes. Le premier groupe se rapporte aux 
travaux des M. M. Kônig, Rados, Kronecker et Gegenbauer 
et son résultat principal est le théorème suivant: La congruence 

f(x) = a0x*~2 + a^x*-1 + .. . + a^-2 = 0 (mod p)3) (a) 
x) On peut se borner à la plus petite extension dans laquelle le poly­

nôme /(&) se décompose totalement (mod p)* 
*) Cm trouve une liste complète de tous ces travaux dans le livre bien 

connu L. E. D ick son: History of the Theory of Numbers, New York 1934, 
Vol. L, p. 224—233. 

?) On doit se rendre compte qu'on peut écrire chaque congruence, avec 
p — 2 > n dans la forme (a) pourvu qu on pose quelques a-, (k = 0, 1 , . . .) 
égaux à zéro. Si n > p — 2 on peut au moyen de la congruence a?~'l = 1 
(mod p), qui a lieu pour chaque racine de (a), réduire le degré n au degré 
p — 2 . 
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[avec un discriminant D .£ 0 (modp)] a précisément 8 (modp) 
différentes racines, si le rang de la matrice cyclique de l'ordre 
(p—i) 

ax a2. . . av—\ ap—z\ 
a2 a3. . . a9—2 #o 

l ap—2 ^0 ^ i • • • #p—-4 ^p—3> 

est p — 1 — s.4) 
Une seconde formule a été donnée par A. Hurwitz5) par 

unç. méthode, qui est tout-à fait différente des méthodes du premier 
groupe. Le nombre rx des racines de la congruence 

a0 + axx + . . . + anxn = 0 (mod p) 
est donné par la relation 

r 1 + l - ( p - l ) ! . 2 . £ . . £ . . . 2 £ (modp),*) (b) 

la somme étant étendue à toutes les solutions non négatives de 

«0 + «1 + • - • + <*n = P 1 
ax + 2<x2 4- . . . + nocn =5 0 (modp— 1). 

Ce théorème a été de même généralisé par M. Dickson7) et Cipolla.8) 
Je donne une solution nouvelle du problème posé et je résous 

un problème plus général, c'est-à-dire, je donne des formules pour 
le nombre des facteurs du seconde, troisième etc; degré de la 
congruence (1). A la fin nous ferons voir l'importance des résultats 
obtenus en traitant quelques applications. 

1. La formule pour le nombre des racines de la congruence (1). 

-Nous partons du théorème suivant de M. K. Petr.9) -
Construisons au moyen de la congruence (1) — en l'élevant 

successivement aux puissances diverses — les expressions 
x** s ckt0 + ckttx + ckt2x

2 "+: . . + c^n-i-r*-1 (mod p) (2) 
pour k = 0, 1, 2, . . ., n—1. ~ . 

4) On trouve la démonstration de ce théorème dans les travaux cités 
chez D i c k s o n et surtout dans les: „Vorlesùngen ûber Zahlentheorie" de 
Kronecker (éd. par. K. Hensel, 1901) p. 388—415. 

6) A. Hurwi tz : Archiv Math. Phys. (3), 5, 1903, 17—27. 
•) D'après le théorème de Wilson on peut écrire — 1 au lieu de (p—-1)! 

.La congruence (1) a au plus n racines. La formule (6) nous donné la classe-
(mod p) dans .laquelle se trouve rxy donc, -si p > n la détermination'de rx 
i>ar (b) est unique. •->••:' ..-••-.. 

7) BuÙ. Amer. Math. Sôc. 14, 1907-T--8, p. 313. 
8) Periodicd di Mat., M, 1907r p. 36^11 . 
•) K. Petr, Casopis 66, {1937), p. 85—94. 
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Si le polynôme f(x) possède (modp) une décomposition en 
m facteurs irréductibles des degrés ll912, . . ., lm, l'équation caracté­
ristique de la motrice (c*.*) peut être écrite sous la forme 

(— i)» ; ( A » - — i ) . . . (A*-—i), 
c'est-à-dire, il est 
C0,0 h Co,l, . . . Co.n—l 

Cl,0, Ci.i — ; . , . . . C i , n -1 = (— 1)» . (A1- 1) . . . (Xlm— 1) 

: (môdp). (3) 
^n—1,0) Cn—-1,1, . . . Cw—l,n—-1 — A 

On voit aisément que sous la condition p > n (mais aussi jfbur 
quelques^ autres cas) la décomposition à droite est déterminée 
d'une manière unique, c'est-à-dire, il n'existe pas deux décompo­
sitions de la forme II(Xqi—\)ri et II (^ — l)f<', sauf le cas 

i i 
gi = g<' et r< = r/.10) 

Nous démontrerons tout d'abord 
Lemme 1. Le nombre des racines de la congruence (1) est donné 

-'par la relation 
rx = co.o + ci,i + . . . + Cn-i,n-i (mod p). (4) 

D é m o n s t r a t i o n . Soit r* le nombre des facteurs irréduc­
tibles (mod p) du degré h. On peut alors mettre la décomposition 
de (3) sous la forme 

(— 1)» . (A— 1)'*. (tf— l)r«. (A3-- 1)'. . . ., (4') 
où rx + 2r2 + 3r3 + . . . = n. (4") 
Le coefficient de A11—1 dans le déterminant de (3) est 

(— l ) * - 1 . (C0,0 + Cltl + . . . + Cn-i,n-l) . 

De la décomposition (4'), qui peut être mise sous la forme 

( - H" {#• — ( j ) A'.-* + . . . } (* •— 1)'.. (P - 1 ) ' . . . . , 

on obtient pour le coefficient de A"—1 = .y»—D+2'.+».+- la valeur 

(--)»>-(?)• 
Alors 

(— l ) ^ 1 . (<Wo + CW + . . . + Cn-l,n-l) ^ (— 1)» • — ( j ) (mod p), 
d'où la congruence (4) résulte. 

10) Voir d'ailleurs 1. c.9). Un exemple: pour n = p il est (Ap — 1) s 
==(A— \f (modp), pour p = n — 1 on a ( A — l ) n = (A*1-1 —1) (A—1) 

etc.; mais pour p > n cela est impossible. Je rappelle que même dans les cas, 
où il existe plusieurs décompositions on peut donner au produit envisagé 
toujours la forme de (3). 
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Il nous faut alors trouver les expressions c*f* dans la rela­
tion (4). 

Lemme 2. Soit (\)la congruencedonnée* Soient s* (k=0, 1, 2,...) 
les sommes des puissances &-ièmes des solutions imaginaires de (l).u) 
Soit m > n. Construisons au moyen de la congruence (1) — en 
Vélevant successivement au puissances (n + 1), (n + 2) . . . et en ré­
duisant les puissances > (n—1) à Vaide de (1) — Vexpression 

xm = c0 + cxx + . . . + cn—ix*—l (mod p). (5) 

La congruence que nous avons ainsi obtenue 

xm — cn—ixn—x • 
est de la forme 

n—2. 

D 
sn—i sn 

-2X 

• • • Sn—1 

2n—2 

— c0 = 0 (mod p) (6) 

1 
X 

X' n—1 

Sn Sщ+1 • • • 8яi-t-n—1 # 

== 0 (mod p). (7) 

Le déterminant 

D = 

s0 

Sn—1 

«*n—1 

Sn 

n—2 

•50,0 

«5l,0 

*0,1 

^n—1,0 ««—-iд 

• «5o,n—1 

• SytП—1 

• 8n—l.n—1 

C5̂  le discriminant de la congruence (1). 
Démons t ra t ion . La congruence (5) resp. (6) est déterminée 

par la congruence (1) d'une manière unique. C'est une congruence 
de degré m à coefficients entiers, dans laquelle les coefficients 
de xm—1, xm—2, . . ., xn sont égaux à zéro et qui est vérifiée (dans 
un élargissement convenable) par toutes les solutions de la con­
gruence (1) de degré n. Il n'existe qu'une seule congruence de 
ce genre. Soient en effet dans la congruence (6), qui est de la 
forme considérée, les coefficients a (i -= 0, 1, . . ., n — 1) des 
grandeurs inconues. La condition que (6) soit vérifiée par toutes 
les imaginaires de Galois j{ (i = 0, 1, . . ., n— 1) donne n con-
gruences linéaires pour a. 

c0 + cxji + cji2 + . . . + Cn-i/i"-1 = Um (mod p) (i = 1, 2, . . ., n) 

et en vertu de la supposition D $ 0 (modp) ce système a une 
solution et une seule. Pour démontrer alors que (6) et (7) 

u ) Il est alors sk == j \ k +'/ ,* + . . . + ;w* (mod p). On sait que c'est 
un nombre entier. 
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sont identiques, il suffit de démontrer que chaque solution 
j{ (% = 0, . . ., n— 1) de (1) vérifie la congruence (7). Il résulte 
d'abord de la congruence (5) pour les sommes Sk prises de la 
congruence (1) % 

n—1 

Sm + k = 2 CiSi+* ( m ° d -P) (8) 
î=0 

pour chaque k 2> 0. Posons dans (7) x == fc (1 ^ i <̂  n). En 
multipliant la première ligne par c0, la seconde par clf etc. 
et en soustrayant de la dernière, on obtient — en vue de (5) 
et (8) — sur toutes les places dans la dernière ligne des zéros et 
alors (7) est égal à zéro, ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème 1. Le nombre des racines de la congruence (1) vérifie 
la relation 

Гlш-L(m + iw + . + .D<n-->) (modp), (9) 

oit Von obtient D&> du discriminant D, si Von y remplace les éléments 
de la (k + l)-ième ligne (k -= 0, . . ., n— 1) par les expressions 
skp> skP+i, . . ., Skp+n-u12) c'est à dire1*) 

D& = 

-Ҷ>, 
s» ö 2 , . • ., sn—l 

sk—l, sk* sk+l, • • ., 8* + n—2 
skp\ skp + l, skp + 2> • • ., 8*p + n—1 
sk+ V sk + 2, Sk + Z, • • -,sk + n 

(mod p). 

i sn—1? sn> sn + l* • » », s2n—2 

Démonstration. Si l'on pose dans (7) m -= kp on obtient 
d'après le lemme 2 la relation (2). Le coefficient de x* est 

c*,*^ — (— l ) » - 1 + * + i . - ^ 

. ., sn 

sk—i, sк, 
sk+l, sk + 2, 

sk + n—2 
sk+n 

. = ( - 1> 
n»+*+i _ 

D 
Dк.(-

Stp + l. . • -, Sjrp+n—1 

En substituant cela en (4) on obtient la formule cherchée (9). 
") On trouve aisément 8^ sa 8k (modp) (k = 0> 1, 2, . . .). Cela vient 

du fait bien connu, que jp est, en même temps que /<f une solution de (1). 
M) Dans notre notation .D(0) = D. 
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Remarques . 1. Pour p > n9 la formule (9), comme nous 
l'avons remarqué sub 6), détermine le nombre rt d'une manière 
unique. 

2. Si l'on désigne par Dit* le mineur de D relatif à l'élément 
Sitt, on peut écrire (9) dans une forme plus simple 

Tл = 2 sPt+iDk,i (mody). (9') 
Jfc=0,l,...n—1 
í=0,l , . . .n—1 

2. Une autre démonstration de la formule (9). 

On peut vérifier maintenant la formule (9) d'une manière 
formelle plus simple. Nous nous servirons plusieurs fois de cette 
méthode dans ce qui suit. 

n—l 

Multiplions la relation (2) xkv = ^ c*,*x* (mod p) par â ; 

par l'addition des n relations de cette forme, où l'on pose successi­
vement x = jl9 j29 . . ., j n , on obtient 

n—1 

On a 

Skp+i = 2 c * . л - н (£, l = 0, 1, . . ., n — 1). 
v=0 

(10) 

D<*> 

«г . . . 

S J + I . 

Чv+i 

Sl+n—l 

si+1 

n—1 

2 C*,^*+* 

8Z + n—1 

Si nous soustrayons de la (k + l)-ième ligne, la ligne (i + l)-ième 
multipliée par c*,*, pour tous les i =4= k le dernier déterminant se 
réduit à c*,*. D. Alors D& -= c*t*. D et l'on obtient à l'aide 
de (4) la formule (9). 

3. La seconde formule pour le nombre des racines de la congruence (1). 

Outre le discriminant D = | 8»—i+a— i \L H -,' '* *' ) considé­

rons le déterminant d =± | «<«—j>̂+&—-L | ( l II I ' ' Î!K c'est-à-dire 
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*0 *1 *2 . . . Sn—1 

Sp Sp + 1 Sp + 2 .. . . Sp + n — i 

S2p S2p + 1 S2p + 2 • • • «S2p + n—1 d = 

\S{n—l)p«5(n—l)p + l*(n—l)p + 2 . . . S(n—l)p + n—1 | 

Le déterminant d est en relation* étroite avec le discriminant D. 
Il est en effet 

S0, 8i, . . ., 8n—1> 

Sp> Sp + i, . . . » Sp + n—i 
d 

Қn—l)p, *(n—l)p+l, S(n—l)p+n—1 

1, 1, . • , 1 
1v Њ • • •.» 1n 

ћ"-\ ìł-\ 
1, 1, 
?1> h> 

Ą n—1 Ą n—1 
IX > Һ , 

• -, jn—1 

• • -, 1, 

• • •> /» 

1, 

kЎ> 
1, . . . , 1, 

ІJ> 

•(n—l)p ;(n—l)p tí uv jn(n-l)p 

1 n—1 

1, 1, 
Њ h-

., 1 

7i 
П — 1 л П — 1 

ь 
; »—ì 

*±1 (11) 
s | ^ i - 1 |p + l - 2 ) 2 ( m o d p ) . 

Pour obtenir la formule cherchée il nous faut comparer les coeffi­
cients de X dans la relation (3), 

On voit que dans l'expression 
(— l)n (X — l)r*. (A2 — l)r« (A3 — l)r- . . . = 

= (-i)M^-(ï)Ar-M-...+ 
+ ( _ 1^-1 jr^ A + ( _ i ) f l} (A2 _ i,r.. . . 

le coefficient de X est égal au nombre 

( _ l)n . ( _ i , r i - l Çlj . ( _ l )r i + r i + . . . 

— ( _ l ) n + l . r i . (— l ) n + f , + . . . = ( _ l ) n + V + l m r v 

si Ton désigne par v le nombre de tous les facteurs irréductibles 
de f(x) (modp). 

Le coefficient de X dans le déterminant à gauche de la 
relation (3) est donné par la somme négative de n mineurs princi-
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Alors 

paux de Tordre n — 1, c'est-à-dire — si Ton désigne par Ci* 
le mineur de la matrice (Citk) relatif à l'élément ĉ * — 

— (Co.0 + C M + . . . +.On-l,n-l). 

(— l ) n + v . rx ^ C0,o + Ci.1 + . . . + 0n-i,n-i (mod p). (12) 

Les nombres C{%{ sont de nouveau en relation étroite avec d resp. D. 
Soit d&) le déterminant formé du déterminant d, si l'on y remplace 
les élémenls de la (k + l)-ième ligne par les éléments Sk, Sk+i, . . . 
. . ., Sk+n—i. D'après la formule (10) on a 

đ<*> = 
Sp(k—1), Sp(k—1) + 1, 

Sfc, Sfc+l, 

Sp{k+lh SP(Һ + 1) + Ъ 

*pn Spn + 1 

., Sn—i 

., 5p(fc—l) + n—1 

., «S*+n—1 

., Sp(k+l) + n—1 

«, 8jm + n—1 

n—1 n—1 

2 C0,Л, 2 Co>" S ' + Ь 

ľ = 0 ľ=0 

n—1 n—1 

2 C*~l,»*w 2 C*—V5' + Ъ 
v=0 »=0 

n—1 

, 2 C < > > ' 
ľ = 0 

S ľ + n - 1 

n—1 

, 2 c*—1,^+n—i 
ľ = 0 

^*, 5* + !, Sk+n—i 
n—1 

| c 
0 

n—1 

•2' 
r = 0 

2 c*+i,»*ľ> 2 c*+i,» 5 '+ь • • •> 2 c*+-.»5*+«—i 
n—1 

ľ = 0 

n—1 n—1 n—1 

2 Cn—1,»V 2 Cn—V5*+l> • • •> 2 6n~~ V** + «—1 
v=0 * = 0 r = 0 

Pour obtenir la relation énoncée on doit soustraire de la ligne 
(i + l)-ième la ligne (k + l)-ième multipliée par ct%* (pour tous les 
i + k). Développons le déterminant ainsi transformé suivant les 
éléments de la (k + l)-ième ligne. On a 

Sk . Skfl + Sk + lSktl + . . . + Sfc+n—l#*,n—1, 

où Sk,i désigne le mineur du déterminant considéré relatif à l'élément 
Sk+\. Mais chaque 8k,i est un produit de deux déterminants: 
du déterminant Ck,k et du déterminant Dk,\ (mineur du déter­
minant D relatif à Vêlement Sk,i). .Alors 
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dk 5-E 0kSk9o + . . . + 8k+n—lSktn—1 = C*,i (̂ i-Djb,o + 8*+l -D*.l + . . . 

+ $*+«_-i !)*,„) = CKk . -D (mod p). 
En substituant cette expression dans (12) on a enfin: 

Théorème 2. Le nombre des racines de la congruence (1) rx 
et le nombre de tous les facteurs irréductibles v sont liés par la relation 

rx ~(— l ) n+ v -^ (d<°> + dW + . . . + d**-1)) (mod p), (13) 

'où D est le discriminant de (1) et <#*> est le déterminant formé de d si 
Von y remplace les éléments delà (Je + l)-ième ligne par s*, s*+i, . . . 
. . . , «Jb+n—1. 

Remarque . Soit dkti le mineur de d relatif à l'élément SkV+i\ 
avec cette notation on peut écrire (13) sous la forme plus simple 

1 * 
rx = (— l)n+vyz. 2 **+J*M (mod p). 

j=o,i,...n—i 

4. Les coefficients du polynôme (4'). 
On voit maintenant la voie, qui nous rend possible de calculer 

les nombres r2, rs, . . . etc. Il nous faut déterminer d'abord les 
coefficients du polynôme (4'). 

Soit 
(— 1)».. (A — 1)'> (A» — 1)'". . . = T„A» + Tn-xA—i + . . . (14) 

. . . + TXA + T0 
**i + 2r2 + 3r3 + . . . = n. 

Il est 
T n =<— 1)-, T 0 = ( — 1)» + *. 

Dans 1 et 3 nous avons trouvé 

T„_! = ( - 1)»+- ( f ) , T. = ( - 1)"+-+- ( f ) . 

Pour trouver T2 écrivons (14) sous la forme 

c— iy JA'.—.-.. + (—: îr--1 (?) A + <— 

{A2'- —. . . + (— l>'r-l (*) A* + (— 1)'.} (A3.— 1)* . . . 

et il s'ensuit • 

rt = (— 1)»+'.+'.+-. {(— l)''-2^1) (— 1Y* + 

(-1)'. . ( - i )M (J)} = ( - !)»+>, { - (f) + (j)}. 
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D'une manière analogue on obtient 

• ^ . - ( -» - { - (? )+ (?)(?)+ (?) + (?)} 
et par l'induction 

r. = ( - 1 ) » - 2 ( - I Î * + ^ - ^ (g) ( £ ) . . . (2), 
la somme se rapportant à toutes les solutions entières, non-négatives 
de l'équation ixhx -f- i^h2 - + - . . . + iih = h, où ix =4= i2 4= H . . . 

Le polynôme (4') est évidemment réciproque, par conséquent, 
il en résulte immédiatement la relation 

tn—k = (— 1)* T* (pour chaque h = 1, 2, . . .). (15) 

5. Détermination du nombre des facteurs irréductibles du. second 
degré de la congruence (1). 

Le coefficient de Aa dans le polynôme (4') est 

r2 = ( - 1)— . { - (?) + (J)}. (15') 
D'après (15) le coefficient de /w—2 est 

. r„_2 = ( - 1)« r2 = ( - 1)».. { - (?) + (})}. 
Nous obtiendrons comme précédemment deux formules. 

a). 

Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de A*—2 

est égal à la somme de tous les mineurs principaux du seconde 

degré, qui sont au nombre (2), alors 

zn_2 _ ( - l)»--2 | % £ | (mod P). (18) 
t=-0...,n—-2 
*=l, . . .n—1 

i < * 

Mais on peut exprimer, comme précédemment, ces déterminants 
à l'aide du discriminant D. Soit «IX*»*) le déterminant formé de D 
si l'on y remplace les éléments de la (i + ï )-ième ligne par les 
nombres jfpj.é-fp+i,..., •%+»-_i et les éléments de la (h + l)-ième 
ligne par **p,-**y+i,..., i*»**—i. On a 
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Dtt*) 

5rt S^ . • -?n—1 

Sip Sip-\-i . 

Skp Skp + 1 • 

. . Sip + n—i 

. • 8Jp + n--1 

sn—1 $n . • S2n—2 

(17) 

-Remplaçons les éléments s,p, . . ., Skp, . . ., par les sommes (10). 
Multiplions dans le déterminant ainsi obtenu la première ligne 
par Ci,o, la seconde par Ci,i etc. [excepté la ligne (i + l)-ième et 
(k + l)-ième] et soustrayons de M ligne (i + l)-ième, puis mul­
tiplions la première ligne par Ck,o, la deuxième par c^i etc. et 
soustrayons de la ligne (k -f- l)-ième. 

Nous développons maintenant ce nouveau déterminant d'après 
la règle de Laplace, suivant les lignes (i + l)-ième et (k + l)-ième. 
On a 

j)(i,k) _ ^ <H,i*i + Ci,kSq, atisr + atlcst i « 
Z* I CkjSi -f CkfkSq, CktiSr + Cictft I " \r,tV 

où Sn,q\ est le sous-déterminant complémentaire de 43) dans Z). 

= I chi> Ci,* I # £ £«.-> = c*.* c».* . V '' « . s/.,<n 
I Ci,. Cjfc.jfc | _ ^ | Sr, St \ (rit) | Ci,,-, C*,* 

D'après (16) 

rn_2 ^ ( - 1 ) - - J --— - ( - 1)» { - (f ) + (J)} (mod p). i=0,.. .n—2 
Jb=l,...n—1 

І<A 

Enfin nous obtenons 
Théorème 3. Le nombre des facteurs irréductibles du second 

degré de la congruence (1) r2 est donné par la formule 

_ r 2 + (2 1 )^^2 Z ) ( a ) i^dp), 
X ' ** i=0,...n—2 

fc=-l,...n—2 
i<k 

oii rx est le nombre des facteurs linéaires, D le discriminant de la 

congruence donée et la somme se rapporte à I 2 ) déterminants DW) 

dé la forme (17). 

*') 
Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de X2 

est égal à la somme de tous les mineurs principaux de la matrice 
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(Ci,*) de degré n— 2. On détermine ces sous-déterminants de la 
manière suivante. Attribuons à la lettre d<*»*> une signification 
analogue à celle de D&k\ c'est à dire <#*»*> soit le déterminant 
formé de d, si l'on y remplace les éléments de la (i + l)-ième 
ligne par Si, <s»+i, . . . et les éléments de la (k + l)-ième ligne 
par s^ st+i, . . . Nous portons les valeurs correspondantes d'après 
la formule (10) dans toutes les lignes du déterminant d<*'*> excepté 
les lignes (i + l)-ième et (k + l)-ième. Puis nous soustrayons 
des autres lignes un multiple convenable des lignes (i + l)-ième 
et (k + l)-ième. On peut écrire le déterminant, qu'on obtient ainsi, 
comme produit de deux déterminants, du discriminant D et du 
sous-déterminant principal d'ordre n — 2, qui est complémentaire 

au sous-déterminant 

de A2 est alors 

M> -•* <Ju déterminant I c< * I. Le coefficient 
Ck,h c k i k I ' l'K » 

ғ2 л 

i=0,...n—2 
*=l,...n—1 

i<k 
Tenant compte de (15') on à 
Théorème 4. Le nombre des facteurs irréductibles de la con-

gruence (1) v, le nombre des facteurs linéaires rx et le nombre des 
facteurs du seconde degré r2 sont liés par la relation 

— r2 + (J) = (— 1)-+- . i - 2 diW (mod p),' 

où la somme se rapporte à toutes les (2) combinaisons des i, k 

(i + k). 
6. Le résultat général. 

Il est maintenant facile de généraliser les résultats que nous 
avons obtenus. Tenant compte des résultats de 4 on peut énoncer le 

Théorème 5. Soit k un nombre entier, 0 <k^n\ soit rH 
(x = 1, 2, . . ., n) le nombre des facteurs irréductibles de la con-
gruence (1) de degré x. Soit v le nombre de tous les facteurs irré­
ductibles. Désignons par £)(Al,Al"',A*) fe déterminant formé du discri­
minant D, si Von y remplace les lignes (Àx + l)-ième, (X2 + l)-ième, 
. . . , (h + lyième par les éléments sxlP, s^p+i, . . ., sx^+n—i, etc. 
Par analogie désignons par d{Xl,x 'Xjc) le déterminant formé de d, 
si Von y remplace les lignes (Xx + \)-ième etc. par les éléments 
Sxl9 8*t + i, '. . ., 8A..+n—1 CtCf 

Entre les grandeurs ainsi définies les relations suivafttes ont lieu 

2(-1),,+-+*fe) • • -(2) - K»r-é-s**-^-* •" 
T,;,it!'*r* . . , ; . , . (mod J.), as) 



2 <- .;*•••••*£) ••• ß) -<-.)—'. i 2 *** 
< A + . : - . + í Л - ł / Г V Ì ^ / . + ť ř ł ř 

i i ł t . ф i , . . . (mod p), (19) 

ou îa somme à droite se rapporte à toutes.les j , J combinaisons 

de, la &-ième classe des nombres 1 ,2 , . . ., n. 
Les formules (18), (19) peuvent être considérées comme des 

relations récurrentes; en effet, si l'on y pose k = 1, 2, 3, . . ., 
on détermine successivement rl9 r2,rS9 . . . 

Applications. 

a) La congruence quadratique. 
Soit x2 + ax + b = 0 (mod p) la congruence donnée. 
D'après (9) on a pour le nombre des racines 

i ;í\so *i 
) Äi II 5 i st + *o õi 

Sp Sp + i 
> (mod p). 

f i - H 

5t S9 

80 81 
Sp Sp + 1 I   

?0 5 1 
S l S2 

i + 

1 L 1 11 
h* jł /i H1 

1 1 2 

h ъ 
= 1 + 

1 1 
h h 
1 1 
h h 

= 1 + 
1 1 p—1 

(mod p).u) 

Donc, pour p > 2 : r 1 = l + _D 2 = 1 + I—I (modp). 

Pourp = 2: rx s 1.+ /,— /x = 1 + £ + /, s l + a (mod 2).16) 
C'est un résultat bien connu. 
Théorème 6. La congruence x2 + ax + b = 0 (mod p), p > 2 

o deux ou n'a aucune racine suivant qu'il est |—| = loi* [—I = — 1, 
\2>/ \pf 

oit D est le discriminant de la congruence donnée et [—J le symbole 

de Legemdre. 
b) La congruence cubique.16) 
14 ) Quant à la signification de j v j v voir 1. 
xi) (Mod 2) il n'existe que deux congruences avec D zfc 0 (mod 2); 

ce sont x* -f x + 1... 0, x2 + x=z 0; on y vérifie aisément notre résultat. 
. xe) On trouve chez D i c k s o n 1. c. 2) p . 262—256 tous les résultats connus 

pour la congruence cubique. Quelques de ces résultats sont contenus en (21). 
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xz + ax2 + bx + c .= 0 (mod p) 

la congruence donnée. D'après (9) on a 

r, = D' 

• 
Ô 5 1 ^2 

Sj 5 2 S3 + 
82 5 3 s 4 

80 ^1 ^2 

SpSp + i Sp + 2 

S2 5 3 S4 
+' 

*2 

1 ö2 83 
S2P *2p + 182p + 2 

°0 °1 

5i «-

(20) 

(mod 2?). 
(21) 

D'après (13) on obtient aussi 

r i - ( - i ) 3 + v . . L 
So °0 °1 °2 

Sp Sp + i Sp + 2 

S2p S2p + 1 S2p + 2 
+ 

80 ^i S2 

81 ^2 ' 83 

S2p s2p-hl S2p + 2 
+ 

+ (mod p), 
(2ľ) -•o ° r ° 2 

Sp Sp + i Sp + 2 

s2 s$ 
v = r1 + r2 + r3. 

On peut trouver facilement de ces deux expressions pour rx 
une relation intéressante entre le nombre des racines de la con­
gruence (20) et le caractère quadratique du discriminant D. 

La somme du deuxième et du troisième déterminant dans (21) 
est égale à la même somme dans (21'). Nous la désignons par ô; 
ajors — tenant compte de (11) — on a 

rx. D = D + ô 
p + i 

rx.D.(— l)3+v = D 2 + £ (modp). 

En éliminant ô on obtient 
P — i 

rx . [1 _ ( _ îjs+f.+f.+f.] -= i _ D 2 (mo(i p) 

Ici seulement trois cas existent 

(22) 

oc) r3 = 1 , r2 = rx = 0, il suit de (22) 

£) r3 = 0, r2 = rx = 1, il suit de (22) 

y) r9 = 0, r2 = 0, rt = 3, il suit de (22) 

( D -
(1)= 
( ! ) = • • 

= +1 , 

= — i , 

Il s'ensuit 
Théorème* 7. Si 1>a congruence cubique (2Ù) possède trois ou ne 

possède aucune racine, le discriminant de cette çùnqruewce D est 
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résidu quadratique (modp). Au contraire, si (20) n'a qu' une 
racine, D est non-résidu quadratique (modp).17) 

c) La théor ie des congruences binômes. 
On obtient de la formule (9) par des considérations simples 

toute la théorie des congruences binômes. 
Posons la question quel est le nombre des racines rx de la 

congruence 
xn — a s= 0, n < p (mod p). (23) 

i l suit de (23) que sQ = n, sx = s2 = . . . = sn-_i = 0, sn = an; 
de manière plus générale s* = aTn, pour k = nr, r entier; 
sk = 0, pour les autres k. 

D = 

n 0 0 . . . 0 0 
0 0 0 . . . 0 sn (n—l)(и—2) 

= ( - 1) 2 

0 0 sn. . . 0 0 
0 sn 0 . . . 0 0 

. n . (an) n - l 

Posons Djt = D(k\ Le déterminant Djt ne diffère du discriminant D 
que par la propriété, que la (k + l)-ième ligne contient les éléments 
8kp> 8kp+i, . . ., sup+n—i. Soit k > 0 (pour k = 0, D0 = D). Parmi 
les n nombres entiers kp, kp + 1, . . .,kp + n— 1 il y a un et 
seulement un qui est divisible par n. Si le nombre si de la 
(k + l)-ième ligne avec l'indice l divisible par n ne se trouve pas 
dans le déterminant Dt sur la même place, où se trouve dans D 
la somme sn, il est clair, qu'un tel D* est égal à zéro. 

L'élément de la (k + l)-ième ligne, qui se trouve dans D* 
sur la place occupée par* s,» dans D est 

Skp + n—k. 

Autrement dit, le déterminant D* ne sera différent de nul, que 
pour les k, pour lesquels 

kp + n — k = 0 (mod n). 
k .(p — 1) = 0 (mod n). 

Posons ô = (p— 1, n), les nombres k cherchés sont alors 

o -̂ - 2ІL 
' Ò ' å ' 

n .,«5-DT. 
17) Ce théorème est bien connu. On voit dans la littérature que ce 

théorème a été plusiers fois démontré; récemment par M. Th. S ko le m, 
Norske Vid.- Selsk. Forh. 10, p. 89—92, 1937 [Voir Zentralblatt 18, 1938, 
p. 343]. Il est aussi une conséquence du théorème 9 que nous démontrerons 
dans ce qui suit. 
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n 
Au nombre l. -r- correspond 

1.---I+1 
« , . ^ + t W . i -=«( , .£=!+! ) . . - -» .« . - • 

n 
Le déterminant D* correspondant au nombre k -= l. — est alors 

(n—1) (w—2) p—1 

/ ) , « . = (— 1) -T n . (aw)"-2 . n . c r ~ + 1 . 
(5 

Le nombre des racines de la congruence (23) est donné par 
1 (5—1 (n—l)(n—2 

•2' r i - s ÕÍ=ÏӢ^Z2J - Y í - 1 ) 2 M™)"- 2 

( — 1 ) 2 tt(ari)n—x 

1=0 

Ł P — 1 • 1 

tt . a * ð (mod p). 
(5—1 p — 1 

o ř 

J=0 
ÍI = 2 ° ' ' * (mod:P)- (24) 

P—1 
Soit a <* =£ 1 (mod p). La somme à droite est la somme d'une 
série géométrique 

*i -s — ^ = 0 (mod -p). 
a à — 1 

La congruence (23) n'a pas des racines. 
p—i 

Soit a à == ] (mod p). En ce cas, il résulte directement 
de (24) 

( 5 — 1 _1 ( 5 — 1 

rj = Y(a~*~j — 2 1 ~ ^ (modp). 
. = 0 J=0 

Alors, nous avons démontré le 
Théorème 8. La condition nécessaire et suffisante pour que la 

congruence (23) admette des racines est qu9on ait 
P—î 

a à = 1 (mod p)} 

oit ô = (p— 1, n). Cette condition étant satisfaite la congruence (23) 
a exactement â racines.18) 

18) Notre démonstration du théorème 8 est intéressante aussi au point 
de vue méthodique. La théorie classique des congruences binômes est basée 
sur la théorie des indices, mais — comme on voit — dans notre déduction 
nous n'avons pas eu besoin de cette théorie. 
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d) Théorème 9. (La formule de Pellet-Vordnoï-Stickel-
be.rger) .1*) Le norhbre v des facteurs irréductibles ( m o d p ) de la 
congruence (1) à discriminant D^O (mo&p), vérifie Véquation 

•(f)-<-*••. 
où j — 1 est le symbole de Legendre. 

Démons t ra t ion . Il résulte des formules (18) et (19) du 
théorème 5 que pour chaque k, (0 < h ^ n) 

(_ l )* . -LV. f l<Ai h) =(—i)n+v+hJL Vd(Ax,...,**) (modp) 

v 2>(*i-•-.**) == (— î f + ^ y ^ . **>. 

Posons k = n; on a: 

2)(^.. .,*n) = 2)(o, i,2,.. . ,n- i) — ^ ( m o ( i p) ? 

d<*- V = d^>1 n~V = D (mod p). 

Alors d s (— 1)"+• . .D <mod p). 

Tenant compte de (11), on a 

p+i 
DIT = (— 1)»+" . D 

( 7 ) = ( ~ 1 ) n + ť ' c - 1 - f - d -

0 počtu koreůov a nerozložitelných faktorov danej kongruenc ie . 

(Obsah predoš lého článku.) 

Nech je daná kongruencia f(x) -= xn + ^x*—1 + . . . + an == 0 
(mod p)> Koreňom takejto kongruencie budeme volať celé číslo X{, 
ktoré tejto kongruencii.vyhovuje. Označme počet nerozložitelných 
faktorov danej kongruencie stupňa ifc-tého znakom r*; počet 
koreňov je teda rA. Konečné nech značí D diskriminant poly-

l fj P e l l é t : Comptes Rendus, 1878, p. 1071—-2. —- Voronoi: Ver-
handl. d. III. Math. Kongress, Heidelberg (Leipzig 1904). Cette formule 
a été récemment trouvé de nouveau par M. S. Lubelski, Acta .Aiitmetica 1, 
pi 169—-183, (1935). — Vóir aussi: K. Hensel , Crelles Journal 1Ž9, 1905, 
p. 68—86 et Hense l-M ir imanoff ibid p. 87—88, oů les auteurs donnent 
a Paide de ce théorěme une démonstration extraordinairement simple de la 
loi de réoiprocité. 

m 



nomu f(x) a v pocet vsetkych irreducibilnych faktorov vsetkych 
stupiiov. 

V clanku sme dokazali: Pre pocet' koreiiov rx plati vztah (9), 
alebo analogicky vztah (13). Rovnako pre r* najdeme dva rekur-
rentne vztahy (18) a (19), z ktorych mozno r2, r3, . . . po rade 
vypocitat'. 

V druhej ciasti podali sme niekolko aplikacii vysledkov, 
ktore sme obdrzali. A to predovsetkym na kvadratickü a kubickü 
kongruenciu; potom sme na niekoVkych riadkach odvodili celü 
teoriu binomickych kongriiencir a na köniec sme dokazali vzt'ah 
vysloveny' vo vete 9, tykajuci sa kvadratickeho charakteru diskri-
minantu polynomu f(x). 

* 
Über die Anzahl der Wurzeln und der irreduziblen Faktoren 

einer gegebenen Kongruenz, 

(Auszug aus dem v o r s t e h e n d e n Artikel.) 

.Die vorgelegte Kongruenz sei 
f(x) = xn -f a-a"-1 + . . . + an = 0 (mod p). 

Als Wurzel dieser Kongruenz wird jede ganze Zahl X{ bezeichnet, 
welche dieser Kongruenz genügt. Die Anzahl der irreduziblen 
Faktoren der gegebenen Kongruenz vom Grad Je werde mit r* 
bezeichnet: also ist rx die Anzahl der Wurzeln. Endlich sei D die 
Diskriminante von f(x) und v die Anzahl aller irreduziblen Fakto­
ren überhaupt. 

Im Artikel wurde bewiesen: Für die Anzahl der Wurzeln rx 
gilt die Beziehung (9). oder die analoge Beziehung (13). Ebenso 
findet man für r* zwei rekurrente Beziehungen (18). (19), aus 
welchen man der Reihe nach r2,-f 3, . . . berechnen kann. 

Im zweiten Teile haben wir einige Anwendungen der erhalte­
nen Resultate gegeben, und zwar zunächst auf die quadratische 
und kubische Kongruenz; dann haben wir auf einigen Zeilen die 
Theorie der binomischen Kongruenzen abgeleitet und endlich 
haben wir im Satz 9 eine Beziehung abgeleitet, welche den qua* 
dratischen Charakter der Diskriminante von f(x) betrifft. 
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