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kleinste Iliche etc.)
2=10blg (Vo + m® + Vo> — 09
m\ [0 — b%
+ m arc ty 3 \/E;Q_-l-_m_“ + mv + Const.,

a z toho plynou jako zvldstni pifpady rotatni plocha fetézovky
pro m =0

plocha to nalezena Meusmerem pii otézce po min. plochdch ro-
taénich a plocha &roubovd pro b = 0

2z = mv -4 Const.
~ Rotatni plochy plo m = 0 skjtd

ab) d

=5 f (¢ + abd) du _,
Vula® — (n + ab)?]

a tedy dluzno v obecném pifpadé kldsti jen m = 0:

¢=t(£vx+w)+vv?;—g;
Vi3 H(t) H(t+ K)

@ ) (1) @ (t + K)°
Je-li t6z b =0, jest

- [t ==

neb z? 4 J" + 22 = a®

Riemannova theorie o poitu prvocisel v danych

mezich.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. V Gaussové dopisu Enckeovi (14) *) jest vyslovena véta,
Ze potet F'(x) prvotisel menSich nez x jest priblizné roven
integrdlu .
dz
logz”
*) Tyto éislice vztahuji se k seznamu citovanych spisii, jenz jest
uveden na konci.
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Jako doklad piipojuje Gauss tabulku obsahujiei hodnoty
tohoto integrélu a funkce F(x) (na zdkladé tabulek 3 a 8) do
z = 3,00.000.

Dle jedné poznimky Dirichletovy (70) zabyval se pry
jiz dffve Dirichlet dikazem oné véty, ale jeho dikaz neni zndm.

Prvni price, kterd obsahuje analyticky dikaz o souvislosti
funkce F(z) s Gaussov;"m integrdlem, pochdzi od Ceby3eva
(67, r 1848) Zde je dokdzéno nékolik vét o funkei F(x), které
do jisté miry potvrzuji Gaussovu vétu.

V Cebydevové sméru bylo pozdéji pokratovéno a téZ mno-
hymi jinymi zpiisoby vyhledivdny formule pro funkei F ().

Nejdilezitejsi resultdty v tomto oboru poddvd theorie
Riemannova.

2. Riemann uvefejnil r. 1859 (61) objev podstatné novy,
Odvodil totiz rovnici (43), kterd vyjadfuje presné funkei f(z),
definovanou rovnici

f@) =F@) + —% F-(x%) +% F(x%)—{— ..

Na pravé strané rovnice (43) vyskytuje se nekonelnd fada
integrallogarithmti, jichz argumenty zdvisi na nullovych bodech
jisté transcendentni celistvé funkce £ (¢).

Dikaz fetené rovnice uddvd Riemann ve formé velice
strutné a netiplné. Kratitké pojednini (61) bylo podnétem
k velikym pracim, které vyplnily mezery pidvodniho dikazu
tak, Ze nyni jest ,Riemannova formule® (43) dokdzdna zcela
pfesné. Theorie funkce F(x) jest obsaZena v Riemannové for-
muli, z které se podafilo odvoditi nékteré disledky; dédle po-
krotiti v theorii funkce F'(z) bude mozno, aZ se podafi blize
vySetfiti nullové body funkce £(f) (dle Hilberta (27) jest to
jeden z hlavnich probléma budouci mathematiky).

V ndsledujicim poddvdm referdt o této theorii. Postup
jest celkem tyZ jako v Riemannové origindlnfm pojedndni; kde
jsou v jeho dikazech mezery, jak byly pozdéji odstranény a co
nového bylo k Riemannové theorii pfipojeno, jest na pifislus-
nych mistech poznamendno.
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Funkce ¢(s) a £(¢).

8. Zdkladem vypoitd CebySevovych i Riemannovych jest

t. zv. Eulerova rovnice (11)
17 ——i—z >
p 1__1_ n=:1 N

ps
ve které se vztahuje soutin na vSechna prvotisla od 2 potinaje
(jednitka se za prvotislo nepovazuje); s jest komplexni &islo,
jehoZ redlnf ¢dst jest vétsi nez 1 (jinak by ani ¥ada ani soudin
nebyly konvergentnf). Rada jest (absolutn&) konvergentnf; kon-
vergence (absolutni) soudinu jest patrnd, piSeme-li obecny Elen

v tvaru

s ?

1+p—1

Dikaz napsané rovnice obdrzime snadno rozvinouce kazdy
tinitel soulinu v geometrickou fadu; zndsobime-li pak v takto
upraveném soutinu

R R

viechny nekoneCne fady, obdrzime privé
s 1
n:l n®

4, Funkce ¢(s) komplexni proménné s definovani rovnicf

1 1
(=3 S=1— M
0 1____
ps
toliko pro hodnoty s, jejichz redlni ¢dst jest vétsi nez 1, exi-
stuje téZ pro hodnoty s, jichZz redlnf ¢dst jest menii nez 1.
Aby to dokdzal, zavddi Riemann v znimé rovnici

s —_— d —_—z i—1
1’(2—)_‘/3 z2 dx

(ve které se pi'edpoklada r. & s > 1) novou integratnf proménnou z’
substituci 2z =n’zz’, dx =n’ndx’ (n..celé Ctislo); vychdzf

1 s -2 3 , s _
7’-11 5)® =f8—"‘”‘ 237 dz.
0
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Napieme-li tuto rovnmici pro =1, 2, 3... a setteme-li
nekonetnou fadu takto vzniklych rovnic, vychézi

g(s‘)r(g)n"é—:f v@ 2T " ds, @
0
kdeZ jest poloZeno
Y (@)= 3 e —m=

n=1

Z nauky o linedrni transformaci funkecf theta jest zndma
rovnice

% () + 1 =x—%(2¢ (31;) + 1), 3)

kterou jiz dfive, neZ Jacobi soustavn& zpracoval theorii ellipti-
ckych funkei, dokdzali Cauchy (7) a Poisson (60). Derivace
této rovnice dava

o @) =—5 x‘%(w(f;) + 1) —2y/ (1)t
pro # =1 obdrZime relaci
' ) +y ()=—, @
ktersd spolu s rovnici (3) bude slouZiti k transformaci inte-
grilu (2).

Rozdélime-1i tento integral na dva, z nichZ jeden md meze
0, 1 a druby meze 1, «, a dosadime-li v druhém za funkeci
¥ (x) vyraz plynouci z rovnice (3), vychdzi

Iy

F(::‘)‘n—gg'(s)z‘/?w(x)x:__l-|-f;b(:l?)x’;gadx
+;_j-(w‘_;i éx%_‘)dx.

Zavede-li se v druhém integralu novd integratni proménné
z’ rovniei
dx’

1
/ f—
x_x,dx_ py
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vychdzi [jezto tieti integrdl ddvi ——2——
e e ot et a2

1
(s—1)s

r (%)”_% £(s) =
R e P

- s s—1)s
5. Ndsobme tuto rovnici vyrazem ( 5 ) ; zavedouce

novou proménnou ¢ rovnicf

1 . ..
s=?+tz, tz—%—zs, (6)

2 31 3 /ity R
z3 T 4z 3 ==x'4(eT°“+e_'T"“)

_3 17
= 2x tcos (—2— log x)
obdrZzime dva vyrazy pro Riemannovu funkei &(?):

EQ)=r (%) (f-:'éﬁ—s 7= E(), ™

£(t) :% - (t” + %) j W(z) 2% cos (% log x) & (8)

Funkece

o ]
w(@)= X o —MITX
n=1

stdvd se pro z nekoneénd veliké nekoneind malou veli¢inou
aspoii jako ¢—"*; to. vyplyvd ze srovndni Ffady v (z) s fadou

-]
S p=—NTTX 1-
e =

n=1 et — 1’

jez pro z > 1 (tedy pro hodnoty v integratnfm intervallu in-
tegrilu (8)) méd viecky tleny, druhym potinaje, v&tsf, neZ jsou
stejnolehlé Cleny v fadd v ().

Integrdl (8) md tedy smysl pro kazdou komplexni hodnotu
proménné ¢, t. j. £(¢) jest celistvd transcendentni funkce pro-
ménné ¢, PonévadZz s a ¢ souvisi linedrnim vztahem (6), jest
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téz pravd strana rovnice (7) celistvou transcendentnf funkei
proménné s. Tato rovnice psdna ve tvaru

a7 £(8)
s PR )
3 7(3)
obsahuje definici funkce §(s) pro vSechny komplexni Lodnoty
proménné s. _
Z theorie funkce gamma jest zndmo, Ze
1

s
()
jest celistvd funkce proménné s, a Ze
. S s
lim -5 r(g) —1. (10)
Pravd strana rovnice (9) jest tedy &islo kone¢né pro kazdou
konetnou hodnotu komplexni proménné s, jinymi slovy: funkce
£ (s), definovand ptivodné rovnici (1) toliko pro hodnoty s s redlnf
Casti vétsi nez 1, jest v celé roviné jednoznatnd a konelnd aZ
na bod s = 1, kde md pél prvniho F4du.
Z rovnice (8) ndsleduje, Ze

(s =10 =

i 1
§(i§)_—2—. (11).
Je-li t=—;—, resp. — %, jest s =0, resp. 1. Z rovnice
{9) obdriime pro ¢ = %— vzhledem k (10)
1
£O0)=— -5 (12)
a pro
=_4
t= 2
. ' 2
lfl’f —1DE(s)= -=1,
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ponévadz

1y __ ¢
Residuum funkce ¢(s) v pélu s =1 rovnd se 1; jest tedy
: 1
£ (s + 1) =—+ P, (13)

je-li P(s) potentni fada konvergentni pro kazdé s.
6. Hermite (26, lettre 73; 25) podal jednoduchy dikaz
o existenci rozvoje (13):

Zavedeme-li do integrdlu

I'(s+1) =Jpe-= 2 dx
0
novou integratni proménnou 2’ rovnicf
z=nx', dr = nd z' (n celé tislo),
vychdzf
11 . I'(s+ 1)=fe—”"x’dx.

nt+
0

Soutet nekoneéné fady rovnic, jez obdrzime kladouce v této
n=1 2 3..., divd

g(s+1)F(s+1)=fx’ Se m dy
0 n=t
aneb
1 7t dx
Ir'(s + 1)u e — 1

= F(sl+ 1) (B/‘efsfl +‘fe:isix1>

Druhy integril v zdvorce jest konetny pro kazdou hodnotu
komplexni proménné s; v integraénim intervallu prvého inte-

E6+ 1) =

(14)
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grilu plati zndmy rozvoj

1 _ 1 1 z 2t ")
s—i—% g tbigr— Byt ... 5 (15

ve kterém B,, B, ... znai &isla Bernoulliova.

Z toho nésleduje integraci

fEie 1 L L B
y e —1 s 2 s4+1"1.2(s4+2) (16)
B2

_1.2.3.4.(s+4)+"

Pravd strana této rovnice jest fada konvergentni pro kazdé s
az na body s=0, — 1, —2, — 3...a pfedstavuje analy-
tickou funkei proménné s, majici v té&chto bodech pély prvého
fa4du; jinych singuldrnich bodd tato funkce v konetnu nemd.
Avsak celistvd funkce
1
T+

md nullové body prvniho ¥idu pro s—= —1, —2, — 3.
tedy funkce

1 1 1 B,
r(s+1)(—_?s+1+1 2G+2) )

nemd v konetnu jiny singuldrni bod nez pdl 1. ¥ddu s = O0;
residuum jest patrné — 1.

7. Stieltjes (26, lettre 75) vypotital obecné vzorce pro
koéfticienty fady P(s), jez se vyskytuje v rovnici (13). Vypolet
Stieltjesiv jest velmi zajimavy pro zvlditnost methody. Uvddim
zde toliko vysledek a pfipojuji dikaz o konvergenci.

Dle Stieltjesa jest

g(s)_—+c+ = (_ 1)n9"—sn (17)

*) Rozvoj ten plati vibece, jesli | x| < 2.
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C=lim [1+%+%+...+%—log(r+l)],

»m®

Cn —_— li”t

=%

[(loz?_)_ +(log33) + .4+ ULZ-Q (18)
_ (log (r + 1))’”;‘],
n -+ 1
Dikaz, Ze tada (17) jest konvergentni pro kaZdou kom-
plexni hodnotu proménné s, lze vésti takto:
Budiz r celé ¢islo v&tSi neZz 2 a n celé &islo ne mensi

nez 1. Funkce
(log k)"
k

redlni proménné % ubyvd v intervallu 2 ... r, protez plati ne-
rovnosti

r=4-1 | r41
(log B)* . v (log ky» _ (log 2) (log k)
2f Log B g < 3 <y Zf 95 gp.

=2 k
Ponévadz
r41 n:
Lo 1 gy (log ¢+ 1) T (tog 9y
J Tk = a1 n4 1’

Jsou piedchozi nerovnosti equivalentni s nerovnostmi

_ oy 2yt _ & (log by _ (log (r + )"
n—+1 = Kk n-+1
(log 2)* _ (log 2)"+!
=T TTaF1i-
Z toho vyplyvd, ze &islo
3§ Gog B _ (log (r + I
k=2 k n + 1
jest obsaZeno v intervallu
(log 2)*t+1 (log 2)
T a1 T2
t. j. konverguje k nulle pro limn = o0, jezto log 2 << 1. Koéffi-
cienty v fads (17) jsou tedy co do absolutni hodnoty men3f nez
stejnolehlé koéfficienty v fad® exponencidlni.

C, = lim

r=—0

3
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Stieltjes (26, lettre 77) a Jensen (29) zabyvali se jinymi
podobnymi rozvoji funkece ¢ (s).

8. Ke konci této kapitoly o funkeich ¢(s) a £(¢) uvddim
jesté dvé transformace, které pochdzeji od Riemanna a vztahuji
se na vzorce (14) a (8).

Vzorec (14) psany v tvaru

1,z ,

uddvd ¢ (s) toliko v tom piipadé, Ze redlni €dst velitiny s jest
vétsi neZ 1.

Aby obdrzel vyraz platny pro celou rovinu, uvazuje Riemann

integral
(— oyt
./ ee—1 az,

[

vzaty podél ¢ary C, kterd jde tésné nad redlni osou z neko-
netna k bodu 2 =0, obchdzi malym obloukem tento bod tak,
aby zistal stdle po levé strand a jde pak zpét do 4 « t&sné
pod redlni osou. Carou C se tedy vyjimd z roviny z tizky pruh,
jenZ obsahuje kladnou &dst redlni osy a z bodl nespojitosti inte-
grované funkce toliko bod » = 0.

Mnohoznatnd funkce proménné z

(_ x)s—l f— e(.t—l) log (— 2)

budiZ tak determinovdna, aby log (— z) byl redlni pro redlni
zdporné hodnoty z; tedy

log(—a)=log | z | 4 (v — m),

znatf-li log‘l z | na pravé strané redlni logarithmus v smyslu
arithmetickém, a je-li

=z |evi, 0=y < 2m.
Za téchto supposic m& vyraz

(__ x).s—l = =1 log{ 2|+ (s—1) ¥—im)

tésné nad kladnou redlni osou, t. j. pro lim yw =0 hodnotu

e(s——l) log & — (s--1)mi — xs—-l e— (s—1) m (a)
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a tésné pod kladnou redlni osou, t. j. pro /im y =2z hodnotu
e(—") logz + (s—1) Wi — p5—1 e(s—I)m’; (b)
v obou poslednich vzorcich jakoz i ddle definujeme
25—V = ¢~V log z redlni.

C4st integrdlu podél malého oblouku kolem z =0 kon-
verguje k nulle, stivaji-li se rozméry oblouku nekone¢n& malé,
a jest tedy dovoleno integrdl pivodné podél kiivky C vzaty
nahraditi dvéma integrdly, z nichz prvni jdezz =+ wdox =0
s determinaci (@) a druhy z 2 =0 do x = « s determinaci (),
tedy

$—1 —(8—1)7Tt 2 s—le(s—-l)ni

0
(—2)' " e Tl x
‘Cf ] da:_;o/‘ i clx-{-o — 1 dx

-
=_fx ld:v (™ —e— )
0

e —

|-
.. xz dx
=2stnsw | ———

et —1"
¢

Na pravé strand vyskytuje se tentyZ integrdl jako v rov-
nici (14") pro ¢ (s) na poéitku tohoto odstavce uvedené; elimi-
nujice jej, obdrZime rovniei

) (—z)! dx
E= 2I0(s) sin sm o e—1 (19)

kterd poskytuje definici funkce ¢(s) pro libovolnou hodnotu
komplexni proménné s, nebof integrdl nepozbyvd vyznamu pro
74dnou koneénou hodnotu parametru s. (Pokratovéni.)

Véta o trojuhelniku.
Dr. K. Zahradnik.

Dén budiz trojahelnik, jehoZz strany jsou a, b, c. Priseky

pimky p se stranami budtez p |[a =4, p ! b=B, p|ec=C.

UvaZme vzdy dva priseky na pi. 4, B. Vedme rovno-

bézku a, bodem A ku strané b trojihelnika a podobné rovno-

bézku b. bodem B ku strané a. Prisek téch rovnobézek budiz
3%
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