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ÚLOHY. 

Jsou-li n, k celá čísla, 0 < k __̂  n, potom nechť Ok(n) značí v úloháck 
2, 3, 4 součet všech součinů po h činitelích, vybraných z řady 1,2,..., n. 
Např. ox(n) = 1 + 2 + . . . + n,<r2(4) = 1 . 2 + 1 . 3 + 1 . 4 + 2 . 3 + 
+ 2 . 4 + 3 . 4 atd. 

Ú l o h a 2. Najděte obecný tvar celých kladných čísel n, pro něž. 
číslo o2(n) je dělitelno číslem o±(n). Najděte nejmenší takové n. 

E. Bunichý. 
Ú l o h a 3. Dokažte, že pro každé celé n _; 3 je číslo os(n) dělitelno 

číslem ox(n). Jaký význam má podíl 0*3(71) : o^n)? E. Bunichý. 
Ú l o h a 4. Najděte obecný tvar celých čísel n_\ 3, pro něž číslo-

oz(n) je dělitelno číslem l 3 + 23 + . . . + n3. E. Bunichý. 
V úlohách 5, 6, 7 značí tv t2, . . . řadu Fibonacciho, definovanoir 

vztahy tx = 1, t2 = 2, ř w + 2 = tn+1 + t7t (n = 1, 2, . . .). 
Ú l o h a 5. Dokažte, že pro n = 2, 3, . . . jest t2n = tn

2 + £n__i2. 
J . Lapšin. 

Úloha 6. Dokažte, že platí 

2̂n + l = ^i + l — tn—1 > ^i + l — ?̂i = n̂—1 ^w+2> 

few + 1 = ŵ—1 *n+2 + tn—2 W l > 2̂w = i f e + l 2 + ŵ—2 )> 

t^n = tn + l tn—x + tn tn—z, 

*4» = ín4 + 6 Í A - 1 2 — 4řM ťn_!3 + 2ÍW-14 

( = (<»2 + *»-l2)2 + tn-X2 (2*-. — *„_!)-), 
Vé třetím, čtvrtém a pátém vzorci jest předpokládati n > 2r 

v ostatních n > 1. JE?. Bunichý. 
Ú l o h a 7. Dokažte, že pro » > 3 platí rovnice 

tn2 = tn'2 + ( - l ) n tn>-2, 
kde 
'.' V _= | « + i (1 + (— 1)*+-), n" = \n — 1 — -j- (1 + ( — 1)»+-). 

J_7. Bunichý. 
N á v o d . Kořeny rovnice w2 = w+1 hoví vztahu u w + 2 = u w + ! + un\ 

Odtud snadno odvodíte vyjádření čísel tn ve tvaru ín = aocn + 6/?\ 
kde a, /? jsou kořeny rovnice u2 = u-{- 1 a čísla a, 6 nezávisí na TI.. 
Tohoto vyjádření čísel tn užijte k řešení úloh 5, 6, 7. 

Ď22& 



Ú l o h a 8. Budiž cp(m) počet oněch čísel v řadě 1, 2, . . ., m, jež jsou 
nesoudělná s m (m > 0 celé). Ukažte, že při daném m výraz 

n—i 
f(cp(m))n f (n = 2, 3, . . .) 

cp(mn) 

nezávisí na n. Jaká je hodnota tohoto výrazu? E. Bunický. 

Symetrický determinant n-tého stupně je funkcí \n(n -f- 1) pro
měnných veličin au, a^ = ajci (i, k = 1, 2, . . ., n; i =f= k). Vypočítejte 
numerické součinitele jednotlivých členů; ty jsou vždy, nehledě ke 
-znaménku, mocninami čísla 2. Tak na př. v determinantu stupně desá
tého je součin 

^12^23^34^41^56^67^75^89^9,10^10,8 

násoben — 2 3 . Podejte obecné pravidlo. (Časopis 60 (1931), str. 263, 
úloha 8.) Petr. 

Řešení. (Zaslali pp. prof. Dr. A. Hyška, Jaroměř a prof. K. Lerl, 
Valašské Meziříčí.) 

Každý člen předloženého determinantu má tvar 
dzi -̂ - -= db airfl2r2 • • • anrn-

Permutaci n = I " " " I lze psáti jednoznačně jako součin cyklů 
VI r2 • • • rnJ 

TI = (kv k2, . . ., kQ) (tv t2, . . ., ía) . . . (1) 
.bez společných prvků. Jestliže k nějaké permutaci ri, různé od n, 
přísluší člen A', jenž se v důsledku vztahu a# = a# rovná členu A, 
potom se člen A', příslušný k permutaci ri, liší od A formálně jen tím, 
že některá a# jsou nahrazena členy a#; tedy na př. místo a ^ bude ajtjtt; 
permutace ri nahrazuje tedy index k2 indexem kx; dále musí v A' vystu
povati člen a^^ nebo a#8£a — první možnost je vyloučena, takže ri 
nahrazuje index k3 indexem k2 atd.; prostě ri obsahuje cyklus (kQ, kQ—i> 
• . ., kj). Podobně je tomu u ostatních cyklů. Hledaný součinitel rovná 
se tedy až na znamení počtu permutací, jež se liší od TC nejvýše tím, 
áe některé cykly píšeme v opačném pořádku (znamení všech těchto 
•členů je stejné, ježto třída permutace je určena počtem cyklů ve vy
jádření (1), píšeme-li tam i cykly jednočlenné). Uvažme nyní, že cyklus 
{kv . . ., kQ) je totožný s cyklem (kQ, . . ., kx) tehdy a jen tehdy, je-li 
g = 1 nebo Q ==- 2: Hledaný součinitel je tedy róvén 2*, kde A je počet 
•cyklů alespoň troj členných ve vyjádření (1). 
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